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Vorwort. 


Länger  als  uraprünglieli  beabsichtigt  war,  hat  sich  die  Fort- 
setzung des  Werkes  verzögert,  von  dessen  zweitem  Bande  nunmehr 
ein  erster  Theil  der  Oeffentliehkeit  übergeben  wird.  Mannigfache 
eigene  Unterauehungen  und  eine  umfangreiche  amtliche  Thätigkeit 
nahmen  mich  lange  Zeit  zu  sehr  in  Anspruch,  üeberdies  war  mir 
die  Freude  an  der  Arbeit  wesentlich  beeinträchtigt,  theils  durch 
mehrfach  ungünstige  ürtheile  über  die  Art  und  Weise,  wie  ich  im 
ersten  Bande  über  den  ursprünglichen  Inhalt  von  Clebsch's  Vor- 
lesungen durch  Bearbeitung  neuerer  Untersuchungen  hinausgegangen 
war,  theils  durch  das  Bewusstsein,  in  der  That  nicht  immer  das  vor- 
gesteckte Ziel  erreicht  zu  haben.  Gleichwohl  konnte  kein  Zweifel 
darüber  entstehen,  dass  eine  Fortsetzung  des  Werkes  nur  unter  den- 
selben Gesichtspunkten  geschehen  könne,  welche  für  die  Geometrie 
der  Ebene  (in  Ueber  ein  Stimmung  mit  mehreren  Freunden  Clebsch's) 
massgebend  gewesen  waren ;  doch  glaubte  ich  dem  thatsächüchen  Ver- 
hältnisse mehr  als  beim  ersten  Bande  im  Titel  des  Werkes  Rechnung 
tragen  zu  «ollcn  Bei  der  Fülle  des  Stoffes  waren  allerdings  für  den 
Raum  die  zu  übeiwindenden  Schwierigkeiten  ausserordentlich  viel 
grösseie,  hoffentliüh  ist  es  mir  gelungen,  ein  ziemlich  vollständiges 
Bild  von  den  Eigenschaften  (besonders  den  projeeti vischen)  der 
Flächen  zweiter  Oidnung  und  des  linearen  Complexes  zu  geben. 
Manche  Einzelheiten  in  den  algebraischen  Aufgaben  werden  sich  erst 
in  einer  späteren  Abtheilnng  (über  quatemäre  Formen)  vollständig 
behandeln  lassen;  wenn  schon  im  vorliegenden  Werke  gelegentlich 
von  den  symbolischen  Methoden  Gebrauch  gemacht  wird,  so  ge- 
schieht dies  (p.  142)  in  voller  Uebereinstimmung  mit  dem  Inhalte 
von  Clebsch's  Vorlesung  vom  Winter  ISTl'TS.  Für  letztere  standen 
mir  meine  eigenen  Aufzeichnungen  zu  Gebote,  ausserdem  ein  nur 
fünf  Folioseiten  umfassendes  Manuscnpt  von  Olebsch,  welches  sich 
augenscheinlieh  auf  die  genannte  odci  eme  ähnliche  frühere  Vor- 
lesung bezieht,   und   zwai    auf  die  voibi-ieitendeu  Aufgaben  und  auf 
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IV  Voiwoit. 

die  projectivische  Brzengunga weise  der  Flächen  zweiter  Ordnaug  und 
Klaase.  Ein  zweites  urafangreicheres  Maiiuscript  von  Glebach  ent- 
hält Notizen  zur  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  Raumcurven 
und  zur  Abbildung  der  Flächen,  welche  wahrscheinlich  für  eine  im 
Winter  1868/69  gehaltene  Vorlesung  niedergeschrieben  sind;  dasselbe 
kommt  erst  für  die  weitere  Fortsetzung  des  vorliegenden  Werkes  in 
Betracht  und  konnte  für  den  gegenwärtigen  Band  nur  bei  Behand- 
hing  der  Abbildung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  (insbesondere  der- 
jenigen eines  Kegels,  vgl.  p.  431)  benutzt  werden. 

Was  den  Inhalt  im  Einzelnen  angeht,  so  sind  die  ersten  103 
Seiten  genau  im  Anschlüsse  an  die  Vorlesung  vom  Winter  1871/72 
ausgearbeitet.  Von  mir  hinzugefügt  sind:  Aufgabe  4,  p.  7,  Aufgabe  8, 
p.  12  und  Aufgabe  12,  p.  16,  Die  besondere  Stellung  der  Kegel 
und  abwickelbaren  Flächen  wurde  in  jener  Vorlesung  viel  kürzer 
behandelt,  als  es  hier  geschieht  (p.  21—26).  Hinzugefügt  ist  ferner 
die  Erörterung  auf  p.  40  f.  In  der  Theorie  der  linearen  Complexe 
habe  ich  die  Besprechung  der  von  den  Axen  einer  linearen  Schaar 
gebildeten  Fläche  eingeschaltet,  sowie  die  Behandlung  der  involu- 
torischen  Lage  (p.  66  f.),  ferner  die  Parameterdarstellung  der  Ebene 
(p.  99)  und  die  Beziehungen  der  unendlich  fernen  Ebene  zum  linearen 
Complexe  (p.  103).  Die  Theorie  der  imaginären  Elemente  (p.  104 — .130) 
hat  Clebsch  in  seinen  Vorlesungen  nicht  erwähnt;  nur  gelegentlich 
hob  er  hervor,  dass  man  die  Congruenz  mit  zwei  conjugirt  imagi- 
nären Leitlinien  zur  Definition  imaginärer  Geraden  im  Räume  be- 
nutzen könne.  Zur  Bearbeitung  der  Theorie  an  dieser  Stelle  war 
für  mich  (abgesehen  von  ihrer  grossen  prineipiellen  Wichtigkeit) 
hauptsächlich  folgender  Umstand  massgebend,  Unter  den  von  Clebsch 
hinterlassenen  Manu  Scripten  befindet  sich  ein  Folio  blatt  mit  den 
Anfängen  einer  Disposition  für  ein  Lehrbuch  der  analytischen  Geo- 
metrie, dessen  Plan  ihn  in  der  letzten  Zeit  seines  Lebens  vielfach 
beschäftigte*).  An  den  Rand  des  Blattes  sind  die  Worte  „Imaginäre 
Elemente!",  in  grossen  Buchstaben  geschrieben,  nachträglieh  hinau- 
gefügt.  Die  Darstellung  der  v.  Staudt'schen  Theorie  liegt  demnach 
offenbar  in  Clebach's  Sinne. 

In  der  Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  hinzugefügt: 
die  Erörterungen  auf  p.  131  f.,  die  auf  p.  145  f.  gegebene  Bestimmung 
der  durch  einen  Punkt  der  Fläche  gehenden  Erzeugenden,  p.  158 — 163 

*)  Bemerkenswert!!  ist,  dast.  in  dem  Lehi'buche  die  Geometrie  der  Ebene 
VOD  derjenigen  des  Eanmes  nicht  gesondert  behandelt  werden  sollte;  auch  waren 
„Andeutungen  für  w  Dimensionen"  beabsichtigt.  Die  Eintheilung  des  Stolpes  iat 
dieselbe  wie  ia  den  ersten  Absohnitten  der  Vorlenungen. 
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Vorwort.  V 

die  analy tisebeB ,  vom  Coordinatensysteme  unabhängigen  Merkmale 
für  die  verschiedenen  Klassen  von  Flächen  zweiter  Ordnung,  p.  17611'. 
die  genauere  Durchführung  der  Tranaformaiion  der  Paraboloide  und 
Cylinder  auf  die  Normalform,  p.  184—187  die  zweite  Behandlung 
des  Hauptasenproblems,  p.  188  f.  die  analytischen  Formeln  für  die 
Bestimmung  der  Kreisachnitte  (deren  Existenz  Clebsch  nur  kurz 
mit  Hülfe  des  Kugelkreises  nachwies),  p.  191—196  die  allgemeine 
Definition  des  Winkels  durch  ein  Doppel verhältnisa  (Clebsch  zeigte 
nur  die  Identität  awiecheu  harmonischer  Lage  und  Rechtwinkligkeit) 
und  die  metrischen  Sätze  über  gewisse  Hyperboloide;  p.  199  —  206 
die  genauere  (von  Clebsch  sehr  kurz  gehaltene)  Besprechung  der 
Flächen  zweiter  Klasse.  Ausserdem  ging  bei  Clebsch  die  Classifi- 
cirung  der  Flächen  nach  ihren  Beziehungen  zur  unendlich  fernen 
Ebene  (p.  154—157)  der  (hier  ausführlicher  behandelten)  Theorie 
der  Flächen  mit  verschwindender  Determinante  (p.  147  ff.)  voran; 
dann  folgte  die  Bestimmung  des  Mittelpunktes  (p.  160),  die  Theorie 
der  conjugirten  Durehmesser  (p.  164  f.)  und  die  Transformation  auf 
die  Aseu.  Die  besonderen  Lagen  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
charakterisirte  Clebsch  (nach  eingehender  Erledigung  des  allgemeinen 
Transformationsproblema)  kurz  geometrisch,  aber  ohne  auf  die  hier 
beigefügte  analytische  Behandlung  (abgesehen  von  Nr.  2)  naher  ein- 
zugehen. Bei  den  Curven  dritter  Ordnung  hahe  ich  die  Beziehungen 
zur  unendlich  fernen  Ebene  angefügt  (p.  250 — 252).  Der  Abschnitt 
über  die  Beziehungen  zwischen  zwei  Flächen  zweiter  Klasse  (p.  252 
—260)  ist  ganz  hinzugefügt;  Clebsch  gab  daraus  nur  soviel,  wie 
zur  Behandlung  der  confocalen  Flächen  (p,  267— 28*1)  unbedmgt 
nöthig  ist.  Die  auf  letztere  folgenden,  im  Inhaltsveizeichnisse  naher 
bezeichneten  Theorien  (p.  289 — -414)  sind  von  mir  selbststandig  aus- 
gearbeitet worden*).  Die  Behandlung  der  ebenen  Abbildung  einei 
Fläche  zweiter  Ordnung  schliesst  sich  dagegen  wie  de  t  genau  an 
Clebseh's  Vorlesung  an;  nur  die  analytischen  Foimelu  tut  die  ste 
reographisehe  Projection  der  Kugel  habe  ich  beigttugt 

*)  Für  die  Theorie  der  Transformation  eines  linearen  Conn  lexca  in  sich, 
konnte  ict  dabei  ein  Manuacript  von  Frahm  benutzen  (rgl  p  391)  [Dcroellje 
(damals  Privatdooent  ia  Tübingen)  kam  im  Fiiilijahre  1875  nieh  längerem  Aut 
enthalte  in  Italien  nach  München;  schon  vorher  vielfach  leidend,  waid  er  im 
Äuguet  vom  Typhus  hefallen  durch  einen  im  Fieherdeliri  im  ausgefiJhiten  Spiun^ 
ans  dem  Fenster  des  K  ankenhiises  waid  'ein  Ende  beschlemgt]  Das  ei 
wähnte  Mannscrjpt  sollte  den  eisten  (rein  geometriEchen)  Theil  einei  Arbeit 
bilden,  dessen  zweiter  Tbeil  he  sugehoiigen  algebiaischei  Lntwickeliingen  ent 
halten  Bollten.  lieber  diesen  beabsichtigten  zweiten  Tlieil  1  il  p  irh  ktine  wei 
teren  Notizen  in  Prahm  a  NachlaBse  gefanden 
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"VI  Vorwort. 

Die  in  der  dritten  Äbtlieilung  (p.  433  ff.)  gegebene  Darstellung 
der  üiclit-Euclidischen  Geometrie  sollte  1:1  rsprün glich  nur  einen 
kurzen  Anhang  zur  Theorie  der  Flachen  zweiter  Ordnung  bilden: 
die  Ausdehnung  der  Abbildung  auf  mehrdimensionale  quadratische 
Mannigfaltigkeiten  und  die  damit  zusammenhängende  Transformation 
von  Plücker's  Linien-  in  Lie's  Kugel- Geometrie  sollte  den  Schluss 
bilden.  Bei  der  Ausarbeitung  ergab  sieh  indessen  die  Nothwendig- 
keit,  für  die  nieht-Euclidische  Geometrie,  welcher  eine  so  grosse 
principielle  Bedeutung  zukommt,  einen  grosseren  Raum  in  Anspruch 
zu  nehmen;  die  Behandlung  der  Ku geige ometriö  musste  für  einen 
späteren  Theil  des  Werkes  vorbehalten  bleiben.  Ich  habe  mich  die- 
ser Noth wendigkeit  um  so  lieber  gefügt,  als  ich  aus  Unterhaltungen 
mit  Clebsch  in  der  letzten  Zeit  seines  Lebens  weiss,  dass  er  den 
neueren,  in  dieser  Richtung  hegenden  Untersuchungen  (besonders 
denen  von  Klein)  lebhaftes  Interesse  schenkte,  und  als  sich  in  der 
Theorie  der  Transformationsgruppen  Gelegenheit  bot,  auf  Olebsch's 
schöne  Untersuchungen  über  Gleichungen  fünften  Grades  näher  ein- 
zugehen, was  in  der  Geometrie  der  Ebene  nicht  möglich  gewesen 
war;  in  der  That  wird  diese  Theorie  wegen  ihrer  engen  Beziehungen 
zu  gewissen  Punktsystemen  auf  der  Kugel  besser  in  der  ßaum- 
geometrie  behandelt  werden  müssen.  Durch  die  genauere  Besprechung 
der  Grundlagen  von  Euclid's  Elementen  hoffe  ich,  zum  Studium 
dieses  in  seiner  Art  einzig  dastehenden  Werkes  erneute  Anregung 
zu  bieten. 

Die  umfangreichere  Gestaltung  der  dritten  Abtheilung  hat  das 
Erscheinen  des  Werkes  um  ein  Jahr  verzögert.  Füi'  das  mir  trotz- 
dem durch  die  Verlagshandlung  von  B.  G,  Teubner  stets  bewiesene 
Entgegenkommen  fühle  ich  mich  derselben  zu  lebhaftem  Danke  ver- 
pflichtet. 

In  den  Anmerkungen  habe  ich  mich  bemüht,  genauere  Litteratur- 
nachweiso  und  historische  Notizen  beizufügen.  Dabei  sind  mir  die 
Werke  von  Baltzer  (Theorie  der  Determinanten  und  Analytische 
Geometrie),  Fiedler  (Bearbeitung  von  Salmon's  Eaumgeometrie 
und  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie)  und  d'Ovidio  (Le  pro- 
prietä  fondamentali  delle  superficie  di  second'  ordine)  vielfach  von 
Nutzen  gewesen. 

Berchtesgaden,  den  8.  October  1890. 

F.  Lindemann. 
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Erste  Äbtheilung. 
Punkt,  Eljeiic  nnd  Gerade. 

I.  Vortereiteade  Aufgaben. 
Das  Studium  der  Geometrie  des  Raumes  erscheint  gegenüber 
demjenigen  der  ebenen  Geometrie  dadurch  erschwert,  daaa  es  nicht 
möglich  ist,  die  betrachteten  Figuren  durch  Zeichnung  unmittelbar  zu 
veranschaulichen.  Will  man  räumliche  Gegenstände  in  einer  ebenen 
Fläche  bildlich  darsteilen,  so  muss  man  sich  einer  bestimmten  Pro- 
jectionsmethode  bedienen.  Die  in  der  Geometrie  angewandte  IMethodo 
ist  wesentlich  verschieden  von  der  DarsteÜungsart,  welche  der  Malerei 
zu  Grunde  liegt.  Bei  letzterer  nämlich  wird  der  Gegenstand  auf 
eine  Ebene  projicirt,  welche  zwischen  ihm  selbst  und  dem  Auge  des 
Beobachters  liegt;  in  der  Geometrie  dagegen  denkt  man  sich  das 
Auge  des  Beobachters  unendlich  entfernt.  Die  Folge  hiervon  ist, 
dass  parallele  Linien  im  Räume  auch  in  der  Zeichnung  durch  parallele 
Linien  dargestellt  werden,  während  der  Maler  ein  System  von  Linien, 
welche  im  Räume  parallel  verlaufen,  im  Bilde  durch  einen  Bündel 
von  Linien  ersetzt,  d.  h.  durch  ein  System  von  Linien,  die  sich 
sämmtüch  in  einem  gewissen  Punkte  schneiden.  Diese  Bemerkungen 
werden  genügen,  um  die  im  Folgenden  vorkommenden  Zeichnungen 
verständlieh  zu  machen.  Die  in  der  Kunst  und  Technik  angewandten 
Projectionsmethoden  werden  in  der  sogenannten  „darstellenden  Geo- 
metrie"*) eingehend  behandelt;  die  wissenschaftliche  Grundlage  fiär 
letztere  wird  von  der  sogenannten  „neueren  synthetischen  Geo- 
metrie" geliefert,  auf  welche  einzugehen  auch  wir  Gelegenheit  finden 
werden. 

*)  Diese  Diaciplin  der  Geometrie  iat  von  Monge  begründet  in  seinem 
Traitö  de  göomötrie  deBcrjptive;  vergl,  Chaslea,  Apercu  liiatoriqne  anr  l'origine 
et  le  döveloppement  de«  m^thodea  en  geomötrio,  Paria  1837,  Chap,  V  und 
Note  XXm.  Ton  neueren  Werfeon  mögen  erwähnt  werden:  de  La  Gournerie, 
TraiM  do  gtJomdtrie  deacriptive,  Paris  1880—85;  Manulieim,  Cotira  de  geo- 
metrie  deacriptive,  Paris  1886;  Piedier,  Die  darateUende  Geometrie,  3.  Aufl. 
Leipzig  1883—88;  Wiener,  Lehrbuch  der  divrs  teilen  den  Geometrie,  ib.  1S84-  87. 
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2  Erste  Alithcümi^, 

In  der  analjtisclien  Geometrie  wird  ein  Puukt  des  Raumes  be- 
stimmt durch  drei  Grössen,  seine  Co(»-dmalen;  es  sind  dies  die  Abstände 
des  Punktes  von  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen,  den  Cooräi- 
iiaten-Ehmen.  Letztere  theilen  den  ganzen  Kaum  in  8  Octanten  (vergl. 
Kg.  1);  sind  also  die  3  Abstände  nur  ihrer  absoluten  Lange  nach 
n,  so  gibt  es  8  Punkte,  welche  ihnen  zugehören;  der  Pimkt 
ist  indessen  eindeutig  durch  seine  Coordi- 
naten  bestimmt,  wenn  man  bei  Messung 
jedes  Abstandes  eine  positive  und  eine 
negative  Richtung  uuter scheidet,  Com- 
binirt  man  die  drei  möglichen  Vor- 
zeichen <ier  Abstände  auf  alle  Weisen, 
so  erhält  man  die  erwähnten  8  Punkte, 
von    denen    in    jedem    Octanten    einer 


Die  Ooordinaten  eines  beweglichen 
Punktes  werden  gewöhnlich  mit  x,  y,  s 
bezeichnet.  Die  drei  Coordinaten-Ebenen 
sind  bez.  dargestellt  durch  die  Bedingungen  a;  =^  0,  y=^0  und  s  ^  0. 


Man  bezeichnet  die  Ebene 

«  =  0  als  die   T-if-Ebene, 
«/  =  U    „      „     ^■-X-Ebene, 
s  =0    „      „    X-KEbene. 
Die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  geraden  Linien,  in  welchen  sich 
die  Coord in aten -Ebenen  zu  je  zweien  schneiden,  heissen  die  Cooräinaten- 
Axm.     Für  jede   derselben   müssen  gleichzeitig   die  Gleichungen   der 
beiden  Coordinaten-Ebenen  erfüllt  sein,  welche  sich  in  ihr  schneiden. 
Die  Gleichungen 

«/  =  0  und  s  =  0  geben  die  XAxe  (0-S), 

sr  =  0     „     ic  =  0       „        „     r-Axe  (0-r), 

a;  =.  y     „     j/  =  0       „        „     2-Axe  {O-Z). 

Die  drei  Äsen  sehneiden  sich  in  dem  Schnittpunkte  der  drei  Ebenen, 

dem  Anfrnigspvmkte  der  Coordmaten;  für  ihn  bestehen  gleichzeitig  die 

drei  Gleichungen 

X  =  0,  j; -=  0,  s -=  0. 
Die  im  Folgenden  behandelten  Aufgaben   werden    geeignet  sein, 
den   Gebrauch    der    so   definirten    räumlichen    Coordinaton    näher    zu 
beleuchten*). 

*)   Die    Ansdelmuiig    und    vollatündige     DurcliarbeitnDg    der    analytischen 
Methode  von  Descartes  für  den  Raum  verdankt  man  im  Wesentlichen  Eulerr 
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Pinilit,  Ebene  iiud  Gpriidp.  3- 

1.  Es  soll  die  Entfej-mtng  eines  Funhtes  mit  den  Coordinateit  x,  y,  0 
vom  Änfa/ngspimlite  bestimmt  werdeii. 

Diireh  die  drei  Coordinaten  des  Punktes  (Lotlic  auf  die  Coordi- 
nateii -Ebenen)  gehen  drei  zu  einander  reclit- 
winlrüge  Ebenen,  welche  zusammen  mit  den  r, 

Coordinaten-Ebenen  ein  rechtwinliligea  Pa- 
rallel opipedon  begrenzen  (vergl,  Fig.  2).  Dia 
Kanten  desselben  sind  gleich  den  Grössen 
X,  y,  s;  die  dem  gegebenen  Punkte  gegen- 
überliegende Ecke  ist  der  Anfangspunkt.  Die 
Entfernung  r  beider  Ecken  findet  man  folg- 
lich, als  Diagonale  des  Parallel opipedons, 
i  durch 


(1)  /<  -  a^  +  j>  +  »>. 

Es  ist  von  Interesse  die  Winkel  zu  bestimmen,  welche  diese 
Diagonale  mit  den  Ooordinaten-Axen  bildet.  Es  sei  a  ihre  Neigung 
gegen  die  X-Äxe,  ß  und  y  mögen  die  entsprechende  Bedeutung  für 
die   X-  und  Z-Axe  haben.     Man  erhält  unmittelbar  aus  der  Figur 

ia:  ^  »•  cos  K, 
y  =  r  cos  ß, 
2  =  »■  cos  y; 
und  hieraus  durch  Quadriron  und  Addiren  wegen  (1): 
(3)  coa^  K  +  cos^  ß  +  cos^  y  =  1. 

Von  den  drei  Winkeln  ist  hiernach  einer  durch  die  beiden  anderen 
bestimmt.  Dieselbe  Belation  (3)  besieht  maischen  den  „Bicldungswinlceln" 
eitler  beliebigen  Geraden. 

Als  Richtungswinkel  einer  geraden  Linie  bezeichnet  man  nämlich 
die  drei  Winkel  a,  ß,  y,  welche  sie  bez.  mit  den  drei  Coordiuateu- 
Axen  bildet.  Diese  Winkel  sind  eben  diejenigen,  welche  die  Coordi- 
naten-Asen  mit  einer  Geraden  bilden,  die  der  gegebenen  parallel  ist 
und  durch  den  Anfangspunkt  geht;  für  eine  solche  Linie  aber  ist  die 
Gleichung  (3)  bereits    als    gültig    erkannt.     Diese  Relation   zwischen 

Inti'Oductio  in  analysin  infiaitorum,  V,  1748.  Nach  ChaEles'  Angabe  (Apei-ju 
historiqne,  p.  138)  findet  sicli  allerdings  die  Behandlung  der  Curven  doppelter 
Krümmung  schon  von  Descartes  angedeutet,  wurde  eine  Oberfläche  zuerst  von 
Parent  {Essais  et  recherches  de  mathömatiques  et  de  pliysiq.oe,  ai*™»  Edition, 
1713)  dnrch  eine  Gleichung  zwischen  drei  Tariabeln  dargestellt,  und  wurde  die  ■ 
Lehre  der  Coordinaten  auf  Flächen  und  Curven  doppelter  Erömmung  (diese  Be- 
zeichnung ist  von  Pitot  1724  eiogeführt)  zuerst  methodisch  angewandt  von 
Clairaut  in  seinem  Traitd  des  courbes  ä  double  coarbure,   !7S1. 


y  Google 


4  Erste  AlitlieiluHg. 

den  RicbtuEgsw  mkehi  ist  von  grosser  Wichtigkeit  und  wird  im  Folgen- 
den &ehi  hmfig  benutzt  werden. 

2   E'^  toll  du,  E'ntfetmmg  r  mtes  beliebigen  Punktes  x^,  j/„,  s^  von 
einem  muletn  beliebigen  Punkte  x^,  y^,  s^  berechnet  werden. 

Die  gesuchte  Strecke  ist  wieder  als  Diagonale  eines  Parallelo- 
pi^jedons  gegeben,  dasselbe  entsteht  aus  dem  vorhin  benutzten,  wenn 
man  den  Punkt  x,  y,  ^  durch  Xi,  p,,  s^  und  den  Anfangspunkt  durch 
■'o'  ^i  ^0  ersetzt,  seine  Kanten  sind  den  Coordinaten-Axen  parallel  und 
bLZ  lon  dei  Lani>e  ^i  —  x,,,  Pi  —  Vo,  «i  —  J^oj  es  ist  also: 
(4)  ,■'  -  («,  -«.)>  +  &,  -  V.)'  +  ih  -'S- 

Es  mögen  k.  ß,  y  die  Richtungswinkel  der  Verbindungslinie  von  x,,, 
i/u,  2y  mit  x^,  y^,  Sj  sein,  dann  hat  man  unmittelbar,  analog  zu  (2): 


(5) 


r  cos  y. 


Sind  umgekehrt  die  Richtungswinkel  cc,  ß,  y  einer  beliebigen 
Geraden  und  die  Coordinaten  %,  j/,,,  s^  eines  ihrer  Punkte  gegeben, 
so  geuflgt  jeder  andere  Punkt  Xj  y,  s  der  Geraden  den  Bedingungen 

Dies  sind  die  „Gleichungen  einer  geraden  Linie",  welche,  durch  einm 
ihrer  Punkte  und  ihre  Pichtung  bestimmt  ist. 
Die  aus  (5)  abzuleitenden  Gleichungen 

(7)  j,  -  s,"  +  ^  coa  ^! 

U  =  ^0  +  r  cos  y 
geben  dagegen  eine  Parameter-Darstellunff  derselben  Linie,  wenn  a,  ß,  y 
als  constant,  r  als  veränderlich  aufgefasat  wird,  indem  die  Coordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden  gegeben  sind  als  Functionen 
eines  Parameters  r  (und  zwar  seiner  Entfernung,  von  einem  festen 
Punkte  derselben  Geraden). 

Eliminirt  man  aus  (7)  die  Grossen  cos  k,  cos  ß,  cos  y  durch 
Anwendung  von  (3),  so  wird  man  wieder  auf  die  Gleichung  (4)  ge- 
fuhrt, welcher  alle  Punkte  x,  y,  s  genügen,  deren  Entfernung  von 
*0'  y<K  ^0  gJeicli  *"  ist.  Es  ist  (4)  die  Gleichmg  einer  Kwgelfläche 
mit  dem  Padius  r  und  dmi  Mittelpunkte  x^,  y^,  s^. 

Fasst  man  also  r  als  constant,  dagegen  a,  ß,  y  als  veränderlieh 
a.uf,   so  liefern   die   Gleichungen  (7)   die  Parameter-Darstellung  einer 
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Punkt,  Ebene  imd  Gerade.  5 

Kugelfläche,  falls  die  Bedingung  (3)  erfüllt  ist.  Die  Coordinateii  eines 
Punktes  der  Kugel  sind  als  Functionen  von  zwei  Para-metern  ge- 
geben*) (denn  y  ist  durch  a  und  /3  bestimmt),  diö  Punkte  einer 
Geraden  hängen  dagegen  nur  von  einem  Parameter  ab;  dies  ist  dem 
entsprechend,  diias  wir  es  mit  einer  Fläclie  (einer  zweifach  unend- 
lichen Mannigfaltigkeit  von  Punkten),  nicht  mit  einer  Ciirve  (einer 
einfach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  von  Punkten)  zu  thun  haben. 

So  sind  im  Räume  allgemein  KVfei  Arten  von  geometrischen 
Gebilden  zu  unterscheiden:  Flächen  und  Curvm.  Eine  Fläche  ist 
diwdi  eine  Bedinguitg  zwischen  x,  y,  s  gegeben,  eine  Ourve  durdi  zwei 
solche  Sedingungen.  In  der  That,  vermöge  einer  Gleichung  f(x,  y,s)^0 
kann  man  für  jeden  Punkt  der  X-Y-Ebene,  d.  h.  für  jedes  Werthe- 
paar  x,  y  eine  (im  Allgemeinen)  endliche  Zahl  von  Werthen  z  be- 
stimmen und  so  die  dargestellte  Fläche  über  der  X-Y-Ebene  construi- 
ren.  Sind  dagegen  zwei  Gleichungen  f{x,  y,z)  =  0  und  F(x,  y,s)  =  0 
gegeben,  so  kann  man  im  Allgemeinen  nur  eine  der  drei  Coordinaten, 
etwa  X,  willkürlich  wählen;  dadurch  sind  die  beiden  anderen  be- 
stimmt. Berechnet  man  zu  jedem  x  zunächst  y,  so  erhält  man  in 
der  X-}^-Ebene  eine  Curve.  Errichtet  man  in  jedem  Punkte  der- 
selben ein  Loth  von  der  Länge  der  zugehörigen  s-Coordinate,  so  findet 
man  als  Ort  der  Endpunkte  aller  dieser  Lothe  diejenige  Curve,  welche 
durch  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  dargestellt  wird;  die  zuerst  in 
der  X-F- Ebene  eonstruirte  Curve  ist  ihre  Projection  auf  diese 
Ebene;  alle  Projectionsstrahlen  laufen  parallel  der  Z-Axe. 

In  anderer  Weiäe  kann  man  Flächen  und  Curven  analytisch  be- 
handeln, indem  man  von  der  Parameter-Darstellung  ausgeht.  Die 
Gleichungen 

,r  =  q>(x,  X),    y  =  i)(i(,  A),     z  =  x{x,  l) 

stellen  im  Allgemeinen  eine  Fläche  dar,  indem  die  Coordinaten  eines 
Punktes  derselben  durch  zwei  Parameter  x,  A  ausgedrückt  sind.     Eli- 
minirt   man    letztere    aus    den   drei  Gleichungen,  so  ergibt  sich  eine 
Relation  zwischen  x,  y,  z  :  die  Gleichung  der  Fläche. 
Dagegen  geben  drei  Gleichungen  von  der  Form 
X  =  fp{i.),     y  =  tpi^),        =  ;[fAi 
die  Parameter-Darstellung  einei  (  uive     Ehminiit  mm  A  au^  |e  /Hfii-u 

*)  In  den  Aiiwonduagon  benutzt  loan  meist  eine  andere  Pai-tmetci- 
Darstellung  der  Kugel,  indem  em  Punkt  deibölben  durch  zwei  Winkel  bestimmt 
wird,  wie  ein  Punkt  der  Erdkugel  dmch  geogiapLische  Lituge  und  Bieiti  Die 
Einführung  dieser  Winkel  wud  uns  bia  Bctiachtung  dfi  ^isaitungLii  dfi  50- 
genannteii  slliptiachen  Cooidmaten  beHchaftigen 
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der  drei  Gleichiuigen,  so  erhält  man  die  Gleichmigen  von  drei  Flächen 
der  Form 

cl.(j/,2)-0,     V{z,x)-0,     X(x,,j)  =  0. 

Jede  YOii  ihnen  enthält  die  dargestellte  Curve;  je  zwei  dieser  Flächen 
können  sieh  aber  ausserdem  noch  in  einer  andern  Curve  schneiden. 
Nor  wenn  letzteres  nicht  eintritt,  ist  die  dargestellte  Curre  nm- 
gekehrt  als  Sebnittcurve  irgend  zweier  der  drei  Flächen  definirt.  In 
der  Gleichung  <i>{y,  ?)  ^  0  kommen  nur  die  Veränderlichen  if  und  s 
Yor;  hat  man  also  einen  Punkt  der  Fläche  in  der  Y-^^-Ebene 
gefunden,  so  liegt  aach  jeder  Punkt  des  in  ihm  auf  dieser  Ebene 
errichteten  Lothes  auf  der  Fläche  0  =  0;  d.  h.  letztere  ist  eine 
Cylinderfläche,  deren  Seiteulinien  der  X-Axe  parallel  sind,  und  deren 
Basis  in  der  F- 2'- Ebene  durch  die  Curve  0(j/,  s)  =  0  bestimmt 
wird.  Analoges  gilt  für  die  Flächen  V  ^  0  und  X  ■=  0  bez.  in  Be- 
zug auf  die  Z-X-  und  X-F-Ebene. 

3.  Es  soll  der  Winkel  swder  heliehig  im  Baume  gegebenen  ijeradmt 
Linien  hereehnet  loerden. 

Als  Winkel  zweier  sieh  nicht  schneidenden  Geraden  definirt  man 
den  Winkel  zweier  Linien,  welche,  ihnen  parallel,  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  des  Raumes  gezogen  werden. 

Die  eine  der  gegebeneu  Geraden  möge  durch  den  Punkt  Xg,  y^,  Sq 
gehen  und  durch  die  Eichtungswinkel  a^,  ß^,  y^  bestimmt  sein;  für 
die  andere  mögen  die  Grössen  x^,  y,,  s,,  ßj,  /3j,  y^  entsprechende  Be- 
deutungen haben.  Alsdann  ist  nach  (5)  ein  Punkt  x,  p,  z  der  einen 
Geraden  gegeben  durch; 


(8J     ic  =  a^n  4-  r«  cos  ß„,     y  =  y«  +  r«  cos  ft 
und  ein  Punkt  der  andern  Geraden  durch: 


So  +  ^0  cos  7(3 


(9) 


=  !/,+ 


1,  ß  ^  «j  +  »"j  COS  y^, 
wo  r^  und  r^  zwei  Parameter  sind. 
Zu  beiden  Geraden  ziehen  wir  Parallele 
durch  den  Anfangspunkt;  dieselben 
haben  ebenfalls  die  ftichtungawinkel 
'^iij  ßo)  Yo  ^^^-  '^u  ßi!  Vi-  Bestimmt 
man  auf  jeder  einen  Punkt  in  der 
Entfernung  -f-  1  vom  Anfangspunkte 
(vgl.  Fig.  3),  so  sind  die  Cocft-dinaten 
dieser  beiden  Punkte: 

cos  ßy,  cos  ßf^,  cos  y^i 
und  cos  ß|,  cos /5j,  cos^j. 
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Ihre  jfegonseitige  Butfernuiig  ^  ist  also  gegeben  dui'cli: 

pä  =  (cos  Kfl  —  cos  a^y  +  (cos  ßo  —  cos  ß^y  +  (cos  Yd  —  cob  y^y. 
Wegen  der  Identitäten 

(10)  cos^  Kji  +  eos^  ßg  -j-  eos^  y^  =  cos^  ßj  +  eos^  ß,  -j-  eos^  7i  =  1 
ist  auch 

p^  =  2  —  2  (cos  Kq  cos  Kj  4"  cos  (3o  cos  ß,  -\-  cos  j-y  cos  y,), 
Bezeiclinet  man  mit  v  den  gesackten  Winkel  der  beiden  diuxli 
den   Anfangspunkt   gelegten   Geraden,    so    ist  ^  auch   bestimmt    als 
Seite  eines  Dreiecks,  in  dem  der  gegenüberliegende  Winkel  gleich  v 
und  jede  der  beiden  anliegenden  Seiten  gleich  1  ist;  so  dass: 

9^  =  1  +  1  —  2  cos  «  =  2(1  —  cos  v). 
Die  beiden  für  p^  gefundenen  Werthe   müssen  übereinstimmen;  also: 
Der     Winkel  v  stveier   Geraden,   deren  Bit^fymgen  heu.  durch  die 
WifJiel  ßß,  ^0,  ^0  '>^^  <^ij  ßii  Vi  Stehen  skid,  ist  hestimmf  dwrcli: 

(11)  cos  V  =  cos  «0  cos  «1  +  cos  ß(,  cos  ß^  +  eos  y^  cos  y^. 
Sind  die  Linien  parallel,  so  ist  cos  v  =  1,  also  wegen  (10): 

(cos  ctg  —  cos  «,)^  +  (cos  ßg  —  cos  ßyf  -\-  (cos  jig  —  cos  y^y  =  0, 

und  folglich  «o  ==^  '*ii   ßn'^  ßu   ^o  ^  /li  ^^  "^^^  That  müssen  ja  die 
Richtungswinkel  paralleler  Linien  Übereinstimmen. 

Sollen  die  Linien  einen  rechten  Winkel  einsckliessen,  so  mitss  cos  j;  =  0 
sein,  oder: 

(12)  0  =  eos  «0  cos  «1  +  cos  (3^  cos  ß,  -j-  cos  y^  cos  y,. 

i.  Es  soll  der  Abstand  d  eines  Punktes  |,  ij,  £  von  einer  yegebcncn 
Geraden  bestimmt  werden. 

Letztere  sei  wieder  durch  einen  Punkt  x^,  y^,  s^  und  durch  ihre 
liichtungswinkel  «,  ß,  y  definirt;  so  dass  einer  ihrer  Punkte  x,  y,  a 
mittelst  eines  Parameters  r  gegeben  ist  durch; 

Ä  =  a^u  +  »-  cos  K,     y  =  i/o  ~!"  *■  ^^'^  ß>    ^  =  ^0  +  ^  cos  y. 
Analog   hat   man  für  einen  Punkt  des  von  |,  ij,  ^  auf   die   Gerade 
gefällten  Lothes,   wenn  A,  ft,  v  die  Richtungswinkel  desselben  sind: 

X  ^  i  -}-  r'  cos  l,     y  =  f]  -\-  r'  cos  f*,     s  =-■  t,-\-  r'  cos  v. 
Hier   bedeutet  r'  die   Entfernung   des    Punktes  x,  y,  z  von   %,  ij,  g; 
und  es  ist  nach  (12): 

(13)  eos  a  cos  A  +  eos  ß  cos  [i.  +  cos  y  cos  v  ^  0. 

Ist  nun  a;,  ji,  s  der  Fusspunkt  dieses  Lothes,  so  wird  r'  =  (?, 
und  es  sind  r   d,  X,  u,  v  so  zu  bestimmen,  dass: 
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IXf,  -j-  r  COS  a  =  ^  -{-  d  coa  A, 
j/[i  -j-  *"  '^^^  (5  =  ?i  -(-  rf  eoa  ji, 
2,  +  r  <!08  r  -  5  +  i  cos  V, 
cos^  A  +  coa^  ft  +  cos^  V  =  1, 
cos^  ß  +  eos^  ß  +  coä^  j-  ^  1. 
Multiplicirt  mau  die  drei  Gleichungen  (14)  bez.  mit  cos  re,  cos  j3, 
cos  y,  so  folgt  wegen  (13); 

r  =^(^  —  Xa)  coa  «  +  ()?  —  (/(,)  cos  ß  +  {t  —  ^o)  cos  y. 
Bildet   man    andererseits   die   Quadrate   von  ^  —  x^,,  tj  —  y^,  t'^^n< 
so  ergibt  aicb: 

d'  =  (g  -  x,f  +  {n-  yoY  +  {t-  <f  -  ^■'' 

=  (I  —  *o)*  sin^  «  +  (■*!  —  Vaf  siß^  (?  +  (£  —  ^o)^  sin^  y 

—  2(1  —  x^)  (ri  —  j/o)  cos  a  cos  ^  —  2(jj  —  f/o)  (S  —  s„)  cos  (3  cos  y 

—  2(£  —  i^o)  (S,  —  a^o)  cos  y  cos  a. 

Hierdurch   sind  r  und  d  bestimmt.     Durch  Einsetzen   dieser  Werthc 
in  (14)  ergeben  sich  X,  (i,  v. 

5.  Es  soll  die  Bedingung  dafür  aufgestellt  tserdtn,  dass  siA  sivei 
Gerade  im  Baume  schteiden. 

Die  beiden  geraden  Linien  seien  wieder  durch  (8)  und  (9)  ge- 
geben,    Soll  beiden  ein  Puukfc  x,  y,  s  gemeinsam  sein,  so  folgt: 

Xq  -j-  ro  cos  ct^  =  X^  -\-  r^  cos  «j, 

%  +  '■fl  cos  ß^  =  y^-\-  r^  cos  ß^, 

«0  +  r^  cos  j-j,  =  «^  +  r^  cos  y^, 
mid  hieraus  durch  Elimination  von  r^  und  r^■. 

I  ^0  —  ^1       cos  «Q       cos  «j 
(15)  I/o  —  y^       cos  /5(,       cos  |5^     =  0. 

)  s„  -  Sj        cos  ^0       cos  y, 
Dies  ist  die  gesuchte  Bedingung. 

6.  -Es  so^;  der  Jm-geste  Abstand  K  swekr  sich  nieht  sdmeidendeii 
Geraden  berechnet  werden. 

Die  beiden  Geraden  seien  durch  (8)  und  (9)  gegeben.  Es  gibt 
bekanntlich  eine  Gerade,  welche  gleichzeitig  auf  beiden  senkrecht 
steht;  ihre  beiden  Fusspunkte  mögen  bez.  die  Coordinaten  1,,,  tj^,  ^ 
und  Ij,  )jj,  £j  haben.  Dann  lassen  sich  zwei  Werthe  r^'  und  r/  so 
bestimmen  (vgl.  Fig.  4),  dasa: 

^x  =  *i  +  »"i'  cos  a, ,    ij,  =  1/,  +  r,'  cos  ß,,     g^  =  S,  +  >■/  cos  y, . 
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Puulit,  Ebene  lind  Gerade. 

Sind    ferner  X,  (t,  v  die    Riclitangswinkel    des 
dessen  Länge  mit  K  bezeichnet  war,  so  hat  m< 

IK  cos  X  =  li,  —  §^, 
^COS  Jt  =  tjß  1),, 
Kmsv==  t(,  —  S, , 
ferner  nach  (12): 

/COS  «D  cos  X  +  coa  |5n  cos  {t 

js  ^  +  cos  ßi  cos  ft 
l  -|" ''OS  ^1  cos  v  =  0, 

Durch     Auflösung    der    beiden 
letzten  Gleichiiugen  ergibt  sich: 


(18) 


'a,/o,Ji 


m  cos  X  =  cos  ß^  cos  y,  —  co3  yf^  cos  ;3i, 

(19)  )»  cos  [i  =  cos  ^-^  eos  «^  —  cos  «„  cos  yj, 
m  cos  V  =  cos  «0  cos  (5,  —  cos  ß^  cos  ß^. 

Der   Proportionalitäts-Factor  m  ist    bestimmt    durch    die    Bediugiiiig 
cos^  A  +  cos^  li  -\-  cos^  V  =  1.     Man  findet: 

m^  =  (cos^  «0  +  cos^  /3„  -f-  eos^  ^^p)  (cos^  «[  +  cos**  ^i  +  cos^  y^) 
—  (cos  «0  cos  Kj  +  cos  ^y  cos  ^1  -|-  cos  y^  cos  y^y, 
oder,  nach  (11),  wenn  v  der  Winkel  der  beiden  Geraden  ist: 

(20)  m^  =  1  —  eos^  v  =  sin*'  v. 

Es  sind  somit  X,  ft,  v  bekannt.     Um  K  zu  finden,  benutzen   wir  die 

Gleichungen  (16)  und  (17);  so  haben  wir: 

£  cos  J.  —  r^'  cos  «0  +  »-j'  cos  a^  ^  ^  —  ^^, 
Kcoa  fi  ~  r^  cos  ^g  +  r,'  cos  ^,  =  ^  —  »^i  ? 
i:  cos  v  —  r,,'  cos  7g  +  r,'  cos  y|  =  g,,  —  J;,. 

Diese  Uleichungen  multipliciren  wir  bez.  mit  eos  X,  eos  fi,  cos  v  und 

addiren;  dadii^eh  erhält  man  wegen  (18): 

-ff  =  (lo  —  li)  cos  A  +  (%  —  ijj  cos  ft  +  (^0  -■  gl)  cos  V. 

In   Rücksicht    auf  (19)  und  (20)  zvird   also   der   Jcürseste   Abstand  K 

gegeben  durch: 


■^ß. 


(21) 


yGoosle 


10  i'^i'ste  Abteilung. 

Nach  (15)  wird  K  ^  0,  wenn  sich  diö  beiden  gegebenen  Geraden 
sehneiden,  es  sei  denn,  dass  gleichzeitig  sin  ?;  ^  0  ist;  in  letzterem 
Falle  sind  die  Geraden  parallel,  ihr  Schnittpunkt  liegt  unendlich  ent- 
fernt, und  K  wird  unbestimmt  (nämlich  von  der  Form  -A. 

6.  Es  soll  die  Gldchmtg  einet-  Ebene  aufgestellt  werden,  wenn  die 
Länge  p  des  vom  AnfangspunJcte  auf  sie  gefällten  Lotlies  und  die 
Ricldmtgsti'inkel  et,  ß,  y  dieses  Lotlies  gegeben  sind. 

Das  Lotb  möge  die  Ebene  im  Punkte  |,  t^,  t,  treffen;  dann  ist 
(vgl.  Fig.  6): 

(22)  i  =  i?  cos  a,     vj  =  p  cos  ß,     g  =  ^  cos  y. 

Die  Ebene  entsteht  dadurch,  dass  man  auf  der  gegebenen  Linie  in 
I,  jj,  £  ein  Loth  errichtet  und  den  so  gebildeten  rechten  Winkel  um 
den  einen  Schenkel  p  rotiren  lasst.  Hat  das  in  S,  rj,  £  errichtete 
Loth  die  Richtungswinkel  ff^,  (3;,  j-j,  so  ist 

(23)  cos  ßj  cos  cc  -\-  cos  ß^  cos  ß  -\-  eoa  y^  cos  y  =  0, 

i'ig.  g.  und  ein  Punkt  x,  y,  8  dieses 

Lothes  (d.  i.  ein  Punkt  der 
dai'zustellenden  Ebene)  ist 
gegeben  durch: 

X  ^  ^  -\-  r  cos  a^ , 

!/  =  *J  -|-  )■  COS  ß^, 

S  ^  %  -\-  r  cos  y-i . 
Hiermit  ist  ein  Punkt  der 
^  Ebene,   dargestellt     durch 
zwei  Parameter,  nämlich  r 
und  einen   der  Winkel  a^, 
ßi>  Vü  ^^^  beiden  anderen 
Winkel  bestimmen  sich  dann  durch  (23)  und  durch  die  Gleichung 
cos^  «1  +  cos^  ßi  +  coa^  /i  =  1 . 
Miiltiplicirt    man    die   letzten   drei  Gleichungen    bez.    mit  cos «, 
eos  ^,  cos  7,  so  folgt  wegen  (23): 

(24)  (x  —  I)  cos  a  +  (;/  —  ij)  cos  /3  +  (2  —  £)  cos  7  =  0. 

Dies  ist  die  G-leichmg  der  Ebene;  sie  erscheint  gegeben  durch  die 
Richtungswinkel  des  vom  Anfangspunkte  auf  sie  gefällten  Lothes 
uad  durch  den  Fusapunkt  |,  ij,  i;  dieses  Lothes.    Nun  ist  wegen  (22) 

jj  =  I  cos  «  +  ij  cos  ß  -\-  %  cos  y . 
In  Folge  dessen  kann   man  (24)  auch  in  folgender  Form  achreiben: 

(25)  X  cos  «  +  y  cos  ß  -\-  s  cos  y  ~  p  ^=  0. 
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Diese  Gleiclmngstoim  bezeichnen  wir  im  Folgenden  (nach  Hesse) 
als  die  Normalfotm  dei  Gleichung  einer  Ebene*).  Letztere  ist  liier  be- 
stimmt dureh  ilne  Nejjmigi,u>tiilel,  d.  h.  durch  die  Neigungswinkel 
des  vom  Änfan^spunl  te  luf  sie  gefällten  Lothes  nnü  durch  die 
Liinge  des  Lothe  Mittelst  dei  t  leiehung  (25)  ist  also  die  gestellte 
Aufgabe  gelöst 

Die  Länge  p  wird  immer  als  positiv  hefy-achiet;  die  Winkel  k,  ß,  f 
vaviiren  von  0  bis  360".  Die  Neigungswinkel  zweier  Ebenen,  welche 
einander  parallel  und  TOm  Anfangspunkte  gleich  weit  entfernt  sind, 
unterscheiden  sich  von  einander  um  je  180" 

Der  Umstand,  dass  die  Vpi<indeiliuhen  j,  y,  s  in  den  bleichungen 
(24)  und  (25)  nur  linear  vorkommen,  ist  für  die  Ebenen  Gleichung 
charakteristisch.     Es  gilt  nämlich  auch  umgekehit  der  Satz: 

Jede  Gleichung,  tvelche  die  Vetandttliüien  nur  Imoat  enthält,  stellt 
eine  Ehme  dar. 

In  der  That  gehen  wir  von  dei  aligcmemsten  liueaten  Gleichung 
(26)  Ax-\-By-^Cs  +  D  =  0 

aus.  Wir  wissen,  jede  Ebene  kann  in  der  Form  (25)  dargestellt 
werden;  soll  also  (26)  die  Gleichung  einer  Ebene  sein,  so  mitss  sich 
(26)  durch  Multiplication  mit  einem  constanten  Factor  m  auf  die 
Normalform  bringen  lassen,  indem: 

inÄ  =  cos  ß,     mB  =  coa  ß,     mC  =  cos  y,     mD  =  —  jj, 
eos^  a  +  cos^  ß  +  ws^  7=1. 
Aus  der  letzten  Gleichung  ergibt  sich 


folglich  sind  a,  ß,  f,  p  bestimmt  durch: 


(27) 

Oca  -,,    =    -1 

Das  Vorzeichen   dei   lethten  Seiten  mues  so  gewählt  werden,  dass  p 

*)  Vt,l  hiu  und  fm  die  u  i-liBt  folgenden  Aufgaten:  Hesse,  Vorlesungen 
über  analytische  Geometrie  des  Eiu  nei  L  ij  n^  1861  (iüBwiKcIieu  sind  mehrere 
neue  Anflagen  eisohieuen) 
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12  Hrstü  Abtheilung, 

positiv  wird.  Die  reckten  Seiten  der  ersten  drei  Gleiehungeu  sind 
kleiner  wie  1;  die  Bestimmung  der  Grossen  a,  ß,  y,  p  ist  also  immer 
möglicb.     Damit  ist  unsere  Behauptung  bewiesen, 

Die  Gleichungen  (27)  lehren,  wie  die  Coefficienten  der  Normal- 
form gefunden  werden,  wenn  die  Gleichung  einer  Ebene  in  der  all- 
gemeinen Form  (26)  gegeben  ist. 

7.  ^s  soll  die  Entfermmg  P  eines  Funktcs  x^,  y„,  s^  von  einer 
gegebenen  Ebene  herechnet  werden.  Dabei  soll  P  in  Richtung  des  vom 
Anfangspunkte  auf  die  Ebene  gefällten  Lothes  positiv  und  vom  Fuss- 
puukte  dieses  Lothes  ab  gerechnet  werden;  es  ist  also  P  negativ, 
wenn  der  Anfangspunkt  mid  der  Punkt  Xt,,  Po,  B^  auf  derselben  Seite 
der  Ebene  liegen,  positiv  im  entgegengesetzten  Falle. 

Es  sei  zunächst  die  Gleichung  der  Ebene  in  der  Normalform  (25) 
gegeben.     Dann  ist 

a:  cos  K  +  y  cos  /i  +  £^  cos  ;<  —  p  —  P  =  0 
die   Gleichung    einer  Ebene,   deren  Entfernung    vom   Anfangspunkte 
gleich  p  -\-  F  ist.    Dieselbe  geht  durch  den  Punkt  x^^,  y^,  z^,  wenn  P 
im  angegebenen  Sinne  die  Entfernung  des  letztern  von  (25)  bedeutet; 
man  muss  also  haben: 

Sil,  cos  ß  +  j/q  cos  /5  +  «u  cos  j»  —  i>  —  P  ==  0 . 
Hieraus  berechnet  sich  die  gesuchte  Grösse  P: 

(28)  P  =  3^0  cos  a  +  y^  cos  ß  -\-  z^cosy  —  p. 

Die  linJce  Seite  der  Normalform  einer  Ebenen-Gleichung  ist  also  gleicit 
der  Ehtfemwig  des  Panktes  x,  y,  s  von  der  Ebene. 

Ist  die  Gleichung  der  Ebene  in  der  allgemeinen  Form  (26)  ge- 
geben, so  wird  wegen  (27) 

(29)  p^  +  ^^^±M±£^.±-^. 

'  "  ^A^  +  £'  ^  C^ 

8.  Mmt  soll  die  Neigung  u  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene  be- 
rechnen. 

Es  seien  «,  ß,  y  die  Richtungswinkel  der  Ebene  (d.  h.  ihres 
Lothes)  und  w',  ß' ,  y'  diejenigen  der  Geraden.  Letztere  möge  mit 
dem  vom  Anfangspunkte  auf  die  Ebene  gefällten  Lothe  den  Winkel  v 
bilden,  dann  ist  nach  (11) 

cos  V  ^  cos  a  cos  «'  +  cos  ß  cos  ß'  -f*  C03  y  cos  y'\ 
und  der  gesuchte  Winkelwist  bestimmt  durch  die  GleichungM  +  7;=90'', 
so   dass    sin  u  =  cos  v.     Ist   also    die  Ebene    durch    die   allgemeine 
Gleichung  (26)  gegeben,  so  wird  nach  (27) 

(30)  .;„.._ +  ^°°"'  +  ^"r  +  c...r-, 
^    '  —  Yä^  +  b^  +  c= 
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Ist  die  Gerade  nicht  durch  ihre  RicbtuMgawinlfel,  sondern  durch  die 
zwei  Punkt«  a^j  J/pj  ^o  ^^'^  "•ii  J/ii  ^i  heatimmt,  so  hat  man  nach  (4) 
und  (5) 
(31)    ain.-+    ,  M^,-'>.)  +  B(y.-,.)  +  Cl..-,.-,  , 

""  y^"  +  B' + 1?  1/(1,  - 1,)' +(,,-,,)■+(.,- .,)• 

Die  Gerade  steht  also  seiikrecM  m  der  Ebene,  wenn: 
[4K  -  X,)  +  Bis,  -  %)  +  C(»,  -  s.)]' 


-  «o)'  +  (V,  —  %}'  +  <A  -  2)'] 


-S,)-B(i,  -i,)?-0, 


-  (Ä' +  E' +  C')l(f 
oder: 
[B(2,  -  8.)  -  0(tl,  -  S,)r  +  [0(X, 

+  Wy, 

(l.  h.  weun  gleichzeitig: 

2)«e  Gerade  ist  der  Ehmte  parallel,  wenn: 

(33)  A{x,  -  X,)  +  ^(j/,  -  %)  +  C'(^,  -"  «o)  =  0. 

9.  i^s  soU  die  Gleichung  einer  Ebene  aufgestellt  werden,  dereti 
Schnübpurdste  mit  der  X-,  Y-  und  Z-Axe  vom  Anfangsputikte  wm  die 
Grössen  a,  h,  c  entfernt  sind. 

Haben  f,  a,  ß,  y  wieder  die  früheren  Bedeutuiigeii,  so  ist 

(34)  p  =  a  cos  K  ^  6  cos  /Ü  =  c  cos  y . 

Formt  man  mit  Hülfe  dieser  Relationen   die  Gleichung  (25)  um,  so 
ergibt  sich  als  Gleichung  der  gesuchtmi  Ehene: 

(35)  5  +  1  +  7-1- 

Wird  eine   der  Grössen  a,  b,  c  unendlich   gross,  so   wird  die  Ebene 
der  betreffenden  Goordinafcen-Ä.xe  parallel.     Es  ist  also 

die  Ebene  -  +  y  =  1  parallel  zur  Z-Äxe, 

„       1  +  1=1        ,^         ^,      F-Axo, 

„       J  +  J=i        ,^         ,,     Z-Äxe. 

Jn   der   That  ist   in   diesen   Fällen   auch   die  Gleichung  (33)  erfüllt; 
■i.  B.  für  eine  Ebene,  parallel  zur  2-Axe,  muss  man  setzen: 
3:^  =  0,    y^  =  0,    Xa  =  0,    y^  =  0,    (7=0. 
Werden  gleichzeitig  zwei  der  Abschnitte  a,  h,  c  unendlich  gross, 
so  wird  die  Ebene  einer  Coordinaten-Ebene  parallel.     Es  ist  so 
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die  Ebene  s^c  parallel  zar  X-F- Ebene, 

„         „       j;  =  ft       „  „      Z-Z-Ebene , 

„        „       3!  =  «       „  „      r-^-Ebene. 

Ist    einer  der  drei  Abschnitte   gleicb  Null,    ao  geht  die  Ebene 

dureli    den    Anfangspunlct;    es  müssen  also  auch  die  beiden   andern 

Abschnitte  Null  sein.    Es  stimmt  dies  mit  den  Gleichungen  (34)  öber- 

ein,  v/o  p  =  0  zu  setzen  ist.     Die  aus  (34)  folgende  Proportion 

,  111 

a  :  0  :  c  =  ■ — ~- :  — ^  : 

cos  «    cos  p     cos  y 

bleibt  aber  bestehen.  Setzt  man  nun  in  (25)  p  =  0,  so  wird  die 
Gleichung  einer  Ebene  durch  den  Anfangspunkt,  welcher  die  Rich- 
tungswinkel tx,  ß,  y  zukommen: 

X  cos  «■  -\-  y  cos  /5  +  ■^  cos  ]/  =  0. 
Es  ist  also 

(36)  !^  +  f  +  7  -  ° 

äiß  Gleichung  detjeKigen  EhmCf  welche  m  (35)  parallel  ist  und  durch 

am  Anfangspunkt  geht. 

Bezeichnet  man  mit  m  einen  veränderliehen  Parameter,  so  erhält 
man  alle  Ebenen,  welche  zu  (35)  parallel  sind,  aus  der  Gleichung 

(3')  I-  +  f  +  7  -  •». 

indem  man  für  m  alle  möglichen  Werthe  einsetat.  Denn  die  Ebenen  (37) 
geben  auf  den  Coordinaten-Axen  die  Abschnitte  ma,  mb,  mc,  und 
diese  sind  proportional  zu  den  Abschnitten  der  Ebene  (35).  Für  m  =  0 
erhält  man  insbesondere  wieder  die  Ebene  (36),  welche  den  Anfangs- 
punkt enthält. 

10.  Es  soll  die  Gleichung  einer  Ebene  aufgestellt  werden,  welclte 
durch  drei  gegebene,  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  geht. 

Die  Coordinaten  der  drei  Punkte  seien  bez.  X(^,  y,^,  ff„;  x^,  «/„  s,; 
^'v.'  V'i)  ^2-   I^iß  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  muss  von  der  Form  sein; 

Ax-\-  By-\-C^-\-  D==0. 
Die  Coefhcienten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen : 

Ax^  +  Bya  +  C^o  +  ö  =  0, 

Ax,  -f  By^  +  C«,  +  i>  =  0, 

AXi,  +  By,  +  (72a  +  D  =  0. 
Dies   si]id    drei  homogene  lineare   Gleichungen   für    die   Verhältnisse 
A  :  B  :  C :  D:  statt  letztere  zu  berechnen  und  in  die  erste  Gleichung 
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einKusetzen,  kauii   man   aus   allen  vier  Gkithunoen  die  Ünbekamiteu 
Ä,  13,  C,  I)  eliminircn.    Dies  gibt  als  GJcicImnq  tfit   qtsiichteii  Ebene: 
x        y        s        \ 


(38) 


% 


1 


=  0, 


Hieraus   kann   man    nachträglieh    die  Werthe   von  A,  B,  C,  D  ent- 
nehmen; es  ist 


y^ 


il 


1 1 


1 1 


Vi 


Wegen  der  Gleichung  (5)  sind  diese  vier  Determinanten  einzeln  Null, 
wenn  die  drei  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen;  dann  ist  die  Lösung 
unbestimmt. 

Die  Determinante  (38)  selbst  ledeutet  den  sechsfachen  Inhalt  des 
durch  die  vier  Punkte 


^>  P,  ^;     3'ü'  Vo' 


.  Vu 


,   y-^y  «i 


als  Ec) 

Bezeichnet  nämlich  F  den  Inhalt  des  durch  die  Punkte  {x^,  «/„,  s^, 
(*ii  Vi!  ^i)i  (^j  2^21  ^a)  gebildeten  Dreiecks,  und  bedeutet  h  die  Eiit- 
femung  des   Punktes  x,  y,  z  von   der  Ebene  dieses  Dreiecks,  so  ist 
der  Inhalt  J  des  Tetraeders  gegeben  durch  die  Formel: 
(39)  J^^F-h. 

Setzt  man  die  Determinante  der  linken  Seite  von  (38)  gleich  n, 
so  ist  n=0  die  Gleichung  der  Ebene  des  Dreiecks  F,  und  folg- 
lich nach  (29): 

h^  +  - 


(40) 

wo  zur  Abkürzung 
Sa     «0 
A  —     Dt     «1 

'Ja     22 


-yA.  +  B>+P' 


1 
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Siad  ferner  F-^,  F^,  F^  bez.  die  Flächen  der  Dreiecke,  welche  durch 
Projection  von  F  auf  die  Y-Z-,  Z-X-  und  X-F-Ebene  entstehen,  so 
ist  nach  einer  bekannten  Formel  der  ebenen  Geometrie  (ßd.  I,  p.  25); 

A  =  4:2^1,     B^±2F^,    r  =  ±2F^. 
Andererseits  hat  man,  wenn  a,  (3,  y  die  Richtungswinkel  des  Lothes  h 
bed  eilten : 

Fl  =  1^  cos«,     F.,^Fcosß,     Fg^^Fcosy, 
folglich; 

F^  =  F^^  +  F^^  +  F/, 
oder: 

A'+  B'+  r''^4F\ 

Die  Gleichungen  (39)  und  (40)  ergeben  also  in  der  That*); 
77=4:6/,    q.  e.  d. 

11,  Man  soll  den  oov  stvei  Ebenen  gebildeten    Winl:eJ  n  l&"echncn. 
Der  Winkel   zweier  Ebenen   ist  gleich  dem  Winkel   zweier  auf 

ihnen  errichteten  Lothe.     Seien  also  a,  ß,  y  die  Richtungswinkel  der 

einen,  und  «',  ^',  y    die  der  andern  Ebene,  so  ist 

(41a)        cos  u  =  cos  a  cos  a   -\-  cos  /5  cos  j5'  +  cos  ;■  cos  y  , 

oder,  wenn  die  Ebenen  durch  die  Gleichungen 

^x  4-  B;/  +  Cs  +  i>  =  0, 

A'x  4-  B'y  +  G's  +  D'  =  0 
gegeben  sind,  nach  (27): 
(41b)  CO,  ..  -  +  , AA^+BB-XÜ^^^^ 

Die  Ebenm  sind  also  auf  einander  senkrecht,  wenn: 

(42)  AA'  4-  BB'  +  f?(7'  =  0. 
Sie  sind  einander  p(wallel,  wenn: 

(^2   +  BS  _|_  CfSJ  ^^'S  _J.  JJ'2  ^   (J',^   _    ^^^'  ^  JJJj'  _|_   (.f;--)2 

orfer: 

(^B'  —  BAJ  +  (J:Jf7'  -  CBJ  +  (6'^'  —  ^C")'  =  0, 

d.  h.  wimK  gleichseitig: 

(43)  ^:b' -  i^ j.' =  0,   sc'-c;iJ'  =  b,   cj'-^c'  =  o. 

12.  Es  sollen  die  liichtungstvinJKl  der  Schnittlinie  swcier  Fhenen 


*)  In  Betreff  der   Litteratui*  iibor   diese   wichtige    Formol   vgl.  Baltzf 
Theorie  der  Determinanten  §  15  und  Crelle's  Journal  Bd,  73. 
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Es  seien  A,  ((,  v  die  gesuchten  Winkel  und  a,  ß,  y  bez.  a',  ß',  y' 
die  Riehtungswiukel  der  Ijeideii  Ebenen.  Die  Schnittlinie  der  letzteren 
steht  senkrecht  auf  jeder  Linie,  die  zu  einer  der  beiden  Ebenen  senk- 
recht ist;  folglich  bat  man: 

coa  X  cos  a   +  cos  ^  cos  /5   +  cos  v  cos  j-  =  0, 

cos  A  cos  a'  +  cos  fi  cos  ß'  -\-  cos  v  cos  y'  =  0. 

Hieraus  ergibt  sich,  wie  bei  Auflösung  der  Gleichungen  (18): 

m  cos  A  =  cos  ß  cos  y'  —  cos  y  cos  ß' , 

m  cos  ;i  =  cos  j"  cos  a'  —  cos  a  cos  y' , 

m  cos  V  =  cos  ce  cos  /3'  ^  cos  ß  coa  k', 

wo: 

m^  ^  1  —  (cos  K  cos  a'  -\-  eos  ^  cos  ß'  -\-  cos  y  cos  y'f. 
Es  ist  aJso  )K^  =  1,  wenn  die  beiden  gegebenen  Ebenen  auf  ein- 
ander rechtwinklig  stehen.     Sind  ihre  Gleichungen  in  der  allgemeinen 
Form 

Ax  +  By-l-Cs-^D^O,     A'x -\-  B'y  +  C'f. -\- B'  ^0 
gegeben,  so  findet  man  wegen  (41a)  und  (41h): 

a  _  {AB-  —  BA'Y  +  [BO-  —  CBy-\-  {GA'—AG')'^ 
»'    —  (^ä  +  B'  +  C')  U"  +  B-'  +  C'^) 

Es  wird  also  nach   (27) 

±(BG'  -  OB') 


cos  A  =  — =; 

(44)      cos  (( 


y  {AB'~—  BA'f  -\-  {Bc  —  GBy  +  (GA'  —  Äoy 

±  (CA-  -  AG') 


■[/{AB-  —  BAy  +  (BO'  -  ÜB'/  +\GA''—  AG'y 
+  (AB'  -  BA')  _    

cos  V  —  yp^-_  ^^y  ^  i^^Q'  _  Q;ßy  ^  (GA^^  AÜ")^' 

Nach  (4b)  werden  «,  ß,  y  unbestimmt,  wenn  die  beiden  Ebenen 
einander  parallel  verlaufen. 

Sind  die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  insbesondere  in  der  Form 

(45)  (x  —  X^)  cos  ß  =  (0  —  0a)  cos  a,      {x  —  Xa)  cos  y  ^=  (s  —  S^)  cos  « 
vorgelegt,  wo  cos^  «  +  cos^  ß  +  cos^  y  =  1,  so  hat  man: 

A  ^  cos  ß,     B  =  —  cos  ß,     0=0,     D  =  y^  cos  a  —  x^  cos  ß, 
A'  =  coa  y,    B'  =  0,     C  =  —  cos  «,     B'  =  0^  cos  a  ~  x^  coa  y. 
Folglieh  wird 

ebenso:  cos  A  =  +  cos  /5,  cos  (t  =  +  cos  y.     In   der  That   stinimeu 
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die  Gleichungen  (45)  mit  <3en  Gleichungen  (6)  im  Wesentlichen  über- 
ein,  denn  sie  ergeben  durch  Elimination  von  x  —  x^  die  dritte  Gleichung: 
(46)  {ij  —  %)  cos  y  =  {s  —  So)  cos  ß. 

Auch  in  (6)  ist  aber  die  Gerade  gegeben  als  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  (45);  durch  letztere  geht  die  Ebene  (46)  ebenfalls  hindurch. 

IL  Das  Princip  der  Dualität. 

In  der  Geometrie  der  Ebene  wurde  eine  gerade  Linie  dargestellt 
durch  eine  lineare  Gleichung  in  den  Coordinatea  Xj  y.  Indem  wir 
den  letzteren  feste  Werthe  beilegten,  die  Coijfficienten  der  linearen 
Gleichung  aber  als  veränderlich  betrachteten,  gelangten  wir  zu  der  Auf- 
fassung des  Punktes  als  Mittelpunkt  eines  Strahl büschels  und  gleich- 
zeitig zu  dem  Begriffe  der  Linienco ordinalen.  Punkt  und  gerade  Linie 
wurden  durch  Einführung  der  letzteren  sieh  dualistisch  gegenüber 
gestellt:  das  Princip  der  Dualität  war  damit  begründet 

Im  Baume  stellt  eine  in  x,  y,  0  lineare  Gleichung  eine  Ebene 
vor.  Eine  der  früheren  analoge  Ueberlegung  wird  deshalb  dazu  führen, 
deni  Pimlcte  die  Ebene  als  dualistisch  entsprechend  gegenüber  su  stellen, 
indem  die  Coefflcienten  der  linearen  Gleichung  als  Veränderliche  (als 
Ebenen- Gom'dinaten)  gedacht  werden. 

In  der  That,  es  sei  die  Ebene  durch  ihre  Abschnitte  a,  b,  c  auf 
den  Coordinaten-Axen  gegeben;  ihre  Gleichung  sei  also  nach  (35): 

f  +  f  +  7-l-O- 
Die  negativen  reciprohen   Werthe  der  Ahsdmiüe  a,   6,  e,  d.  h.  die 
drei  Grössen 


nennen  wir  die  Coordinaten  der  Ebmte;  sie  sind  die  Coeffieienten  von 
Xy  y,  0  in  ihrer  Gleichung,  wenn  das  constante  Glied  gleich  -|-  1 
gemacht  ist.  Die  Gleichung  einer  Ebene  mit  den  Coordinaten  u,  v,  w 
ist  also 

(1)  t,x  +  v,j  +  wi  +  i.  =.  0. 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  der  Punkt  x,  y,  s  in  der  Ebene  u, 
V,  tv  liegt,  oder  dass  die  Ebene  u,  v,  w  den  Funkt  x,  y,  s  enthält. 
Sind  also  m,  v;  w  gegebene  Grössen,  so  wird  die  Gleichung  befriedigt 
von  allen  Punkten  x,  y,  c  dei  Ebene  mit  den  Coordinaten  u,  v,  w; 
sind  umgekehrt  die  Coordinaten  r,  y,  g  gegeben  und  fasst  man  m, 
V,  w  als  veränderliche  Grossen  auf,  so  wird  die  Gleichung  befriedigt 
von  den  Coordinaten  aller  Ebnntn,  welche  durch  den  Punkt  x,  y,  b 
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gelegt  werden  könneo:  es  ist  daan  (1)  die  Qlekhimg  des  Ftmlites  x, 
y,  s  in  Elmten-CooräMtaim*). 

Die  GleieliuHg  (1),  die  Bedingung  der  vereinigten  Lage  von  PunM 
lind  Ebene,  ist  röllig  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  beiden  Arten  von 
Ooordinatea;  darauf  beruht  das  Prmeip  der  Dualität  im  Baume,  ver- 
möge dessen  aus  jedem  Satze  über  Lagen  Verhältnisse  von  Punkten  ein 
anderer  über  Lagenverhältniase  von  Ebenen  unmittelbar  abgeleitet 
werden  kann**).  Die  Erörterung  dieses  Prineipes  in  seinen  wichtigsten 
Zügen  soll  uns  zunächst  beschäftigen;  das  Veratänduiss  wird  dadurch 
erleichtert  werden,  dass  ein  ganz  analoges  Dualität«  -  Verhaltniss 
zwischen  den  Punkten  und  geraden  Linien  einer  Ebene  besteht  und 
'als  bekannt  angenommen  werden  kann  (vgl.  Bd.  I,  p.  28);  Beispiele 
für  die  Anwendung  des  Prineipes  finden  sich  zahlreich  in  allen  folgen- 
den Untersuchungen. 

Wir  heginnen  mit  den  einfachsten  Aufgaben  über  Punkte  und 
Ebenen  und  stellen  die  einander  entsprechenden  sogleich  neben  ein- 
ander. 


Die   Gleiclumg   der  Ebene 


,  ist: 


=  0. 


(2)  Uf)X  -\-  «0«/  -\-  tVf^s  -\-  1 
Die  Gleichung 

(3)  ^a:  -f  JJy  +  (7s  +  D  =  0 
stellt  eine  Ebene  dar  mit  den  Coor- 
dinaten; 


(4) 


Die  Gleichung  des  Punktes  x^, , 
y„,  2o  ist: 

ux^  +  ^"^0  +  '^■^0  +1^0. 

Die  Gleichung 

Au -{-  Bv -i- Cw -j-  D  ^^  0 
stellt   einen   Punkt    dar    mit    den 
Ooor  dinaten : 


(4). 


*)  Fnr  eine  Gleiclumg  der  Form  aa  -\-  ll  +  itc  =  0  lat  diP  Betiacttung 
des  Testes  nicht  unmittelbat  anwend'b'ii ,  di  s  e  Ltme  i  eigentlii-hea  Punkt  dai 
stellt,  aie  entstett  aus  (11  indem  man  >  =  »  cos  a,  i/  =  i  cos  ß  s  ==  j  co  ^ 
setzt  (wobei  a  )i  c  =^  cos  a  cos  j3  cos  y)  und  j  uoendlicli  gioss  weiden  Hsst 
Sie  wnd  aho  befriedigt  von  den  Cooidmatea  allei  El  encn,  die  cinei  geiiden  Lime 
mit  den  Kn-htungswinkeln  ß  ß,  i  paiallel  '.in  i,  und  stellt  (wil  wii  apatei  kurz 
s-tgen  weiden)  einen  uuendliLh  fpineu  Punkt  dar 

**)  Duell  Emtuliiiing  der  Ebenen  Cooidinaten  waide  dis  Piincip  begiundet 
lon  Plnckei  (  reib s  Toutnal  Bd  5  (18S0)  nihei  ^^lsgefdlllt  in  desaei  'sjatem 
dei  Crtornttiie  dcsklumes   Di  bielloif  lb4b  (beeondi'ihM'i  25'^)    vgl  audi  Mi^rj  u 
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Ri-ste  Abtlieiluiijr. 


Die  anderen  Gleiehungsformeii  äer  Ebene  haben  für  die  dua- 
listische Betrachtung  keine  einfache  Bedeutung;  überhaupt  liönDcn 
Relationen,  in  denen  Winkel  und  Strecken  vorkommen,  nicht  ohne 
Weiteres  auf  Ebenen-Coordinateu  überti-agen  werden;  es  gelingt  dies 
unmittelbar  nur  bei  denjenigen  Sätzen  und  Aufgaben,  welche  auf 
Anwendungen  der  fundamentalen  Gleichung  (1)  beruhen.  Hierfür 
noch  einige  Beispiele: 


Die   Gleichung   der   Ebene   u, 
V,  w,  welche  durch  die  drei  Punkte 


3^0»  Vo,  ■ 


^uVu^i'^ 


geht,  ergiebt  sieb  durch  Elimina- 
tion von  u,  V,  IV  aus  den  vier 
Gleichungen 

ttx  +  »?;/  -(-WS  -j-  1  =  Ü, 
MiC(|  +  nj/o  +  «f  Sq  -j-  1  =  0, 
MXi  -|-  vy^  -j-  wis^  -]-  1  =  0, 
uXi  -\-  vy^  +  WB2  +  1=0 
und  ist  daher  (vgl.  p.  15) 


y^ 


1 


e  sind 


Die  Coordinaten  derEbf 
die  Coeffleieuten  von  x,  y,  s  in 
dieser  Determinante,  jeder  dividirt 
durch  die  Determinante  (vgl.  p.  15) 

^0     ä/o     ^0 


Die  Gleichung  des  Punktes,  in 
welchem  sich  die  drei  Ebenen 


%.« 


w^;  «5,  %,  MJj 
sich  durch  Eli- 
3  aus  den  vier 


schneiden 

mination  von 

Gleichungen 

ux  +  i"?/  -\-  WS  -j-  1  ^  0, 
U^X  -f-  Vr,y  -]-  Wf^S  +1^0, 
^%«  +  v^y  -\-  w^z  +  1=0, 
n^x  +  v.^y  +  w^e  +  1=0 

und  ist  daher: 

V      w       \ 


Die  Coordinaten  des  Punktes 
sind  die  Coefficienten  von  n,  v,  w 
in  dieser  Determinante,  jeder  divi- 
dirt durch  die  Determinante 


Sammlung-  von  Aufgaben  und  Lelirsätzen  aus  der  Geometrie  des  Raumes,  erste 
Abtheilung,  Berlin  1837,  §  26,  sowie  Chaalea,  Mömoire  de  geometrie  snr  deux 
pirincit)es  g^netftux  de  la  science;  la,  dnalite  et  rhomographie,  a!s  Äoliang  zu 
dem  Aper9u  histotiqne,  Bruxelles  1837.  Das  PrJncip  der  Dualität  selbst  war 
fceilicli  schon  1827  von  Möbius  ancb  für  den  Raum  anegesprocheii,  wenngleich- 
anders  begründet;  vgl.  den  Sohluaa  von  dessen  „barjcentriechem  Caioul"  (Ge- 
sammelte Werke,  Bd.  1,  p.  387).  Vgl.  ferner  die  Note  in  Bd.  I,  p.  23,  Ger- 
gonne's  Darstellung  (1818)  liess  das  Princip  melir  als  gebeimniss volles  Asiom, 
denn  als  fest  begründetes  Gesetz  erscheinen. 
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Mao  evkennt  so,  dasa  dem  Scknittpiinlcie  dreier  Ebenen  die  durch  drei 
Puiüäe  hesHmmie  Ebene  dualisUscli  entspricht,  also  wieder  dem  Punkte 
die  Ebene. 

Die     beiden     Gleichungen     in  1        Die     beiden     Gleichungen     in 
Punkt  CO  ordinaten  1  Ebenencoordiuaten 


^((,a;  -f"  v^y  -\-  iv^z  -{-  1  ■^='  0, 
tt^x  -\-  v,y  +  w,ä  4-1  =  0 
werden  befriedigt  von  allenPunkten, 
welche  gleichzeitig  in  den  Ebenen 
%,  «!,),  Wu  und  Ml,  «Jj,  Wi  liegen, 
d.  h.  von  allen  Punkten  auf  der 
Schnittlinie  beider  Ebenen. 


«3^0  +  »I/o  +  tVSff  +1=0, 
UXi  -\-  VPi  -\-  lOB^  +  1^0 
werden  befriedigt  von  allen  Ebenen, 
welche  gleichzeitig  die  Punkte  x^,, 
y^,  gg  und  a^i,  »/i,  0^  enthalten,  d.  b. 
von  allen  Ebenen  durch   die  Ver- 
bindungalinie  beider  Punkte. 
Der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  entspricht  daher  die  Schnitt- 
linie   zweier   Ebenen:    die  gerade  Linie  ist  su   sich   seihst  dttalistisch; 
sie  kann   entweder  dm-ch  zwei  lineare  Gleichungen   in  Punkteoordi- 
naten    oder   durch   zwei   lineare   Gleichungen    in   Ebenencoordinaten 
dargestellt  werden.    Die  gerade  Linie  nimmt  somit  eine  ausgezeichnet o 
Stellung  in  der  Geometrie  des  Eaumes  ein;  neben  Punkt  und  Ebene 
kann  sie  als  durchaus  selbständiges  Elementargebilde  aufgefasst  werden ; 
in  diesem  Sinne  werden  wir  sie  später  ausführlich  behandeln. 

Eine  Gerade  liegt  in  einer  Ebene,  wenn  zwei  ihrer  Punkte  in 
der  Ebene  liegen;  sie  geht  durch  einen  Punkt,  wenn  zwei  der  durch 
sie  zu  legenden  Ebenen  den  Punkt  enthalten.  Bei  diesen  elemen- 
taren Sätaen  kommt  es  nur  auf  vereinigte  Lage  von  Punkten  und 
Ebenen  an;  man  hätte  daher  auch  den  einen  aus  dem  andern  durch 
das  Prineip  der  Dualität  ableiten  können.  Weiter  folgt  aber;  Den 
iit  einet  Ebene  gelegenen  getaäen  Lim&n  (einem  Linienfelde)  entsprechen 
die  durch  anm  Punkt  gehenden  Getaden  (ein  Li/nierAimdel).  Da  nun 
den  Punkten  einei  Ebene  die  durch  einen  Punkt  gehenden  Ebenen 
entsprechen,  ao  l\<mn  m<m,  mtttdst  des  Priadpes  der  Dualität,  aus  jedem 
Satze  über  Puntte  und  gerade  Ltmen  in  eiwer  Ehene  (also  aus  jedem 
Satze  defi  ebenen  Geomeitie)  emen  aiid&m  über  Ebenen  imd  gerade  Linien 
duich  mntn  Punlt  ableiten  Den  Tangenten  einer  ebenen  Curvc  G 
entspiechen  dabei  die  Eizeugenden  (d.  h.  Seitenlinien)  eines  gewissen 
Kpgels  A,  denn  eine  emfaeh  unendliche  (d.  h.  von  einem  Parameter 
abhängende)  Reihe  von  Ueiaden  durch  einen  Punkt  bildet  eben  einen 
Kegelmantel  Den  Punkten  dei  (Juive  C  entsprechen  dualistisch  die 
Tangentenebenen  des  Kei^els  K.  Bin  Punkt  der  Cnrve  C  nämlich 
i%t  dehniit  aU  Schnittpunkt  z^\eiei  benachbarten  Tangenten;  ihm  ent- 
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spricht  dahßr  die  Ebene,  welche  durch  zwei  henachbai'te*)  Erzeugende 
des  Kegels  K  gelegt  werden  kann,  also  in  der  That  eine  berührende 
Ebene  von  X.  Die  Theorie  der  Kegel  kann  sonach  in  gewissem 
Sinne  ahgeleitet  werden  aus  der  Theorie  der  ebenen  Curven. 

Durch  eine  Gleichung  zwischen  Punktcoordinateu  war  eine  Fläche 
dargestellt;  es  soll  jetzt  untersucht  werden,  welches  geometrische  Ge- 
bilde durch  eine  Gleichung  zwischen  Ebenencoordinaten  gewonnen 
wird.  Die  zu  dem  Zwecke  nothwendigen  Ueberlegi  ngen  fuhien  wu 
gleichzeitig  in  beiderlei  Coordinaten  neben  emandei  duieh 

Duich  einen  beliebigen  Punkt 
einei  Ebene  B,  welche  einer  Glei 
ehung  J'  ( (  ü,  «)  =  0  genügt, 
gehen  unendlich  viele  Ebenen, 
welche  deiselben  Gleichung  ge 
nügen  und  als  emfach  unendliche 
Schaai  emenKe^el  umhüllen  iiwe 
Eraeugende  eines  jeden  solchen 
Kegels  hegt  msbeaondeie  m  dei 
Ebene  B  Alle  bo  %n  E  cmstru 
irton  Einengenden  gehen  dmch  eimn 
^nkt  F,  bilden  also  einen  ebenen 
Sti  ahlbuschel  Andernfalls  nara 
lieh  wuiden  sie  eine  ebene  Cuive 
umhüllen.  Durch  jeden  in  fliegen- 
den Punkt  würden  also  mehr  als 
eine  der  betrachteten  Erzeugenden 


Durch  einen  beliebigen  Punkt 
F  der  Fläche  f  (x,  y,  s)  ==  0  kann 
man  unendlich  viele  Ebenen  legen; 
jede  derselben  schneidet  die  Fläche 
in  einer  ebenen  Curve.  Jede  dieser 
Curven  hat  im  Punkte  F  im  All- 
gemeinen eine  bestimmte  Tangente. 
Alle  so  in  F  construirten  Tcmgenten 
liegen  in  emer  Ebene  E,  bilden 
also  einen  ebenen  Strahlbüsehel. 
Andernfalls  nämlich  würden  sie 
einen  Kegel  bilden.  In  jeder  durch 
F  gehenden  Ebene  würden  also 
mehr  als  eine  der  betrachteten 
Tangenten  liegen,  was  im  Allge- 
meinen nicht  möglich  ist**).  Die 
in  F  construirten  Tangenten  sind 
die  Verbindungslinien  von  P  mit  i  gehen,  was  im  Allgei 


nicht 

möglich  ist**}.  Die  inJEkonstru- 
irten  Erzeugenden  sind  die  Schnitt- 
linien von  E  mit  den  zu  E  unend- 
lich benachbarten  Ebenen,  welche 
der  Gleichung  F  =  0  genügen. 

Denken  wir  uns  einen  Punkt 
F'  construirt,  welcher  in  gleicher 
Weise   einer    zu   E   benachbarten 


*)  Die  liier  zunacliBt  folgenden  allgemeinen  Erörterungen  stützen  sich  auf 
die  Grundbegciffe  der  Differentialrechnung;  letztere  wird  für  die  Theorie  der 
Pfehen  zweiten  Grades  sonst  nicht  voransgeeetzt  werden. 

**)  Dies  würde  nur  in  „singulären  Funkten"  der  Fläche  (bez.  in  „singu- 
lären  Ebenen")  eintreten,  wie  in  der  ailgemeinen  Theorie  der  Flächen  näher 
gezeigt  wird. 


den  zu  F  unendlich  benachbarten 
Punkten  der  Fläche  / 


Denken  wir  uns  in  gleicher 
Weise  die  Tangentenebene  E' 
eines  zu  P  unendlich  benachbarten 
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PuEktes  P'  coDstruii't;  die  Ebenen 
E  und  E'  schneiden  sich  dann  in 
derjenigen  Tangente  von  P,  welche 
P  mit  P  verbindet.  Die  Tangenten 
der  Fläche  f  (x,  y,  js)  =  0  sind 
also  nicht  nur  Verbindungslinien 
benachbarter  Punkte,  sondern  auch 
Schnittlinien  der  zugehörigen  be- 
nachbarten Ebenen,  welche  die  von 
dem  Punkte  gebildete  Fläche  f=  0 
umhüllen. 


Ebene  E'  zugeordnet  ist;  die 
Schnittlinie  beider  Ebenen  ist  dann 
gleichzeitig  die  Verbindungslinie 
von  P  mit  P'.  Die  Geraden, 
welche  so  in  den  einer  Gleichung 
.  F{ii,  V,  tv)  =  0  genügenden  Ebenen 
eonstruirt  wurden,  sind  also  gleich- 
zeitig Schnittlinien  benachbarter 
Ebenen,  u^jd  Verbindungslinien  der 
zugehörigen  benachbarten  Punkte, 
welche  eine  von  den  Ebenen  ^=^0 
umhüllte  Fläche  bilden. 
Man  erkennt  hieraus  Folgendes:  Jeder  Ebene,  welche  einer  Glei- 
chung F  (ts,  V,  w)  =  0  genügt,  ist  ein  in  ihr  liegender  Punkt  zu- 
geordnet; die  Beziehung  zwischen  ihm  und  der  Ebene  ist  genau  die- 
selbe, wie  die  Beziehung  zwischen  einem  Punkte  der  Fläche  f  {x,  y,  s) 
=  0  und  seiner  Tangentenebene.  Eine  Fläche  Icann  also  im  Allge- 
meinen entwed&r  durch  eine  Gleichung  in  I'unktcoordiimten  oder  dm-ch 
eine  Gleichung  in  Ebenencoardinaten  dargestellt  werden;  im  ersten  Falle 
erscheint  sie  gegeben  als  Ort  ihrer  Punkte,  im  andern  Falle  als  um- 
hüllt von  ihren  Tangentenebenen*). 

Dieser  Satz  erleidet  indessen  Ausnahmen.  Es  gibt  Flächen,  die 
nicht  durch  eine  Gleichung  in  Ebenencoordinaten  darstellbar  sind. 
Ein  Beispiel  ist  uns  bereits  in  den  Kegeln  bekannt;  ein  solcher  wird 
von  zweifach  unendlich  vielen  Punkten  gebildet  besitzt  aber  nur  ein 
fach  unendlich  viele  Tangentenebenen  indem  allen  Punkten  einei  Ei 
zeugenden  dieselbe  Tangentenebene  zukommt  duich  ene  (bleich  mg 
in  Ebenencoordinaten,  welche  ja  immei  duicl  zweifach  mendhch  viele 
Ebenen  befriedigt  wird,  kann  dal  ei  ein  Ke^el  nicht  daigestellt  werden 
Das  Entsprechende  tritt  ein  bei  einer  ebenen  Guiwe-  dieselbe  besteht 
aus  einfach  unendlich  vielen  Punkten,  bebitzt  aber  zweifach  unendlich 
viele  Tangentenebenen;  denn  den  Punkten  finer  Eizeugenden  eines 
Kegels  entsprechen  dualistisch  die  Ebenen,  weLhe  duich  eine  Tangente 
einer  ebenen  Ourve  hindurchgehen,  da  ^ich  Tangente  der  Curve  (als 
Verbindungslinie  unendlich  benachbarte!  Punkte)  und  Eizeugende  des 
Kegels    (als   Schnittlinie    unendlich    bemchhaitei    Tangentenebenen) 


*)  Ande^e^seits  stoht  einer  Fläche  f  (x    y 
meinGn   von    ihr    verschiedene  Fläche  f  {«,    ! 
Diese  Art  des  Eatspreohens  zweier  Flächen  mui 
merkt,  vgl.  Chasles,  Apercu  hbtorique,  Note  . 


)  =  0  eine  audcii,,  im  AJlgo 
)t)  ^^  0  duahstiech  gegLnubei 
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dualistisch  gegenüberstehen.  Eine  ebene  Curve  kann  daher  nicht 
durch  eine  Gleichung  io  Punlctcoordinaten ,  wohl  aber  durch  eine 
Gleichung  in  Ebenencoordinaten  dargestellt  werden. 

lu  ähnlicher  Weise  kommen  überhaupt  die  Ausnahmefälle  bei 
einer  Fläche  dadurch  zu  blande,  daas  je  unendlich  viele  Punkte  der 
Fläche  eine  gemeinsame  Tan  Renten  ebene  haben,  so  das?  es  im  Ganzen 
nur  einfach  unendlich  viele  Tangentenebenen  dei  Fläche  gibt.  .  Alle 
Punkte  von  dieser  Beschaffenheit  nius^sen  dinn  eine  m  dei  Tangenten- 
ebene liegende  ebene  C,ijtive  bilden,  und  zwar  eine  geiade  Linie,  denn 
diese  Curve  muas  gleichzeitig  in  der  unendlich  benachbarten  Tan- 
gentenebene  liegen.  Die  Flächen,  um  welche  es  sich  handelt,  ent- 
j,,.^  1-  halten  also  einfach  unend- 

lich viele  gerade  Linien, 
sie  bilden  eine  gewisse 
Klasse  von „Liuienflächeu"; 
die  sogenannten  cä)mckel- 
barm  Flächen"').  Dieselben 
sind  vor  anderen  soge- 
nannten windschiefen  Li- 
nienfläehen  dadurch  aus- 
gezeichnet, dass  je  zwei 
unendlich  benachbarte  Li- 
nien derselben  (als  in  der- 
selben Tau genten ebene  lie- 
gend) sich  schneiden  (was 
z.  B.  bei  den  geradlinigen 
Flächen  zweiten  Grades 
nicht  der  Fall  äst).  Jeder 
Tangentenebene  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  ist 
hierdurch  ein  in  ihr  üegen- 
dei  Punkt  zugeoidnct,  ndmlich  dci  Sdinittpunkt  dei  beiden  in  ihr 
liegenden  (oinandei  unendlich  beni^hb alten)  Eizeugenden  derFUche 
(vgl   Fjg  b)      Alle  diese  einlach  unendlich  vielen  Punkte  bilden  Line 


JJer  Nime  i  ihrt  dabei  daas  d  ese  T'l  cliea  oliBe  Delmung  auf  eine  Lbone 
ibyewiokelt  werden  können  ihre  Etiatecz  ■wuido  ■von  Buloi  entdeckt  (Noia 
Commentaiii  Pet  opolitani  t  16  1771  sie  können  nach  Monge  diicli  e  ne 
p'Wtielle  Difierentialgleiohung  chaval  taiHirt  weiden  (Mcraoiiea  presentgi  1''80, 
t  9  und  10)  Dnich  Auasck neiden  eme^  nicht  geschIos'<eiien  ebenen  Puhgons 
md  Einkn  flen  des  iapiera  liogs  der  Veikngeii ngen  dei  Seiten  veisobafEfc  man 
Bitli  leicbt  öine  An^tliaiung  von  dei  Qe&tilt  dei  Unke 
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Curve,  imd  die  Erzeugenden  der  abwiekelbarea  PlSehe  sind  {als  Ver- 
bindungslinien unendlicli  benachbarter  Punkte)  die  Tangenten  der  Curve. 

Eine  nicht  cba^e  Curve  ist  mgleick  dasjenige  gemnetrische  Gebilde, 
iveldtes  einer  abwickelbaren  Fläche  dualistisch  gegenübersteht.  In  der  That 
entspricht  einer  einfach  unendlichen  Reihe  von  Ebenen  eine  einfach  unend- 
liche Reihe  von  Punkten,  also  eine  Curve.  Den  Schnittlinien  eonsecu- 
tiver  Ebenen  (Erzengenden  der  abwickelbaren  Fläche)  entsprechen  die 
Verbindungslinien  consecutiver  Punkte,  also  die  Tangenten  der  Curve, 
Den  Punkten  der  abwickelbaren  Fläche  (d.  i.  den  Punkten  ihrer  Er- 
zeugenden) entsprechen  die  Ebenen,  welche  durch  die  Tangenten  der 
Curve  gelegt  werden  können.  Alle  diese  zweifach  unendlich  vielen 
Ebenen  genügen  einer  Gleichung  F{ti,  v,  w)  =  0,  Eine  nicht  ebene 
Curve  hann  daher  durch  eine  Gleichimg  stvisclien  Ehenmicoordiimten 
dargestellt  werden.  Die  so  einer  Curve  dualistisch  zugeordnete  ab- 
wickelbare Fläche  ist  indessen  im  Allgemeinen  nicht  dieselbe,  welche 
von  den  Tangenten  der  Curve  gebildet  wird;  dies  wird  nur  bei  be- 
sonderen Curven  möglich,  wie  spätere  allgemeine  Untere uchungen 
a eigen  werden. 

Aus  der  abwickelbaren  Flüche  entsteht  inabesondere  ein  Kegel, 
wenn  alle  Erzeugende  durch  einen  Punkt  gehen;  aus  der  Curve  ent- 
steht insbesondere  eine  ebene  Curve,  wenn  alle  Tangenten  in  einer 
Ebene  liegen. 

Diese  allgemeinen  Bemerkungen  werden  genügen,  um  das  Princip 
der  Dualität  und  seine  Anwendung  im  Wesentlichen  zu  veranschau- 
lichen. Die  folgenden  Untersuchungen  werden  von  selbst  zum  voll- 
ständigeren Verständnisse  des  Vorstehenden  beitragen.  Ehe  wir  zu 
speeielleren  Fragen  weiter  gehen,  geben  wir  eine  Uebersicht  über 
die  gegenseitige  Zuordnung,  welche  nach  dem  Principe  der  Dualität 
zwischen  den  geometrischen  Gebilden  des  Raumes  als  bestehend  or- 
Itannt  wurde;  dabei  führen  wir  gleichzeitig  einige  Bezeichnungen  ein. 
Es  entsprechen  sich: 


Funkt 
Gerade  lAnie. 
Fimhtreihe  (d.  i.   alle  Punkte 
auf  einer  Geraden). 

Strahl  (d.  i.  die  Gerade  als 
gebildet  von  Punkten,  als  Träger 
der  FunMreihe). 

Funktfeld   {d.   i.    alle    Punkte 


Ehene. 
Gerade  Linie. 
Ebetienhiischel  (d.  i.  alle  Ebenen 
durch  eine  Gerade), 

Axe  (d,  i.  die  Gerade  als  um- 
hüllt   von   Ebenen,    als   Axe    des 


Ebenenhünäel  (d.i.  alle  Ebenen 


einer  Ebene).  ;  durch  einen  Punkt). 
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StrahlenUisckel  (d.  i.  alle  Ge-  SfrahMnischel  (d,  i.  alle  Ge- 

raden  in  einer  Ebene   und  durch  raden  durch   einen  Punkt  nnd  in 


einen  Punkt), 

Strahlenhimdel  (d.  i.   alle  Ue- 
radeu  durch  einen  Punkt). 
Kegel. 

Erzeugende  eines  Kegels. 

Tangenteiiebene  eines  Kegels. 

Punkt  eines  Kesels. 


Fläclie  als  Ort  von  Punkten. 

Tangente  der  Flüche. 

Tangentenebene    der    Fläche, 

Raitmcune  (d.  i.  nicht  ebene 
Curve). 

Tangentenebene  einer  Eaum- 
curve  (d.  i.  Ebene  durch  eine  Tan- 
gente derselben). 

Tangente  einer  Kaumem'Te. 

Punkt  einer  ßauincurve. 

Treffgerade  einer  Curye,  d.  i. 
Gerade  durch  einen  Punkt  der- 
selben. 


einer  Ebene). 

Strahlenfeld  (d.  i.  alle  Geraden 
in  einer  Ebene). 

Mhene  Curve. 

Tangente  einer  ebenen  Curve. 

Punkt  einer  ebenen  Curve. 

Tangentenebene  einer  ebenen 
Curve  (d.  i.  Ebene  durch  eine 
Tangente  der  Curve). 

Fläche  als  umhüllt  von  Ebenen. 

Tangente  der  Fläche. 

Punkt  der  Fläche. 
Abwickelbare  Fläche. 

Puulit  einer  abwickelbaren 
Fläche  (d.  i.  Punkt  auf.  einer  Er- 
zeugenden derselben). 

Erzeugende  einer  abwickel- 
baren Fläche. 

Tangentenebene  einer  ab- 
wickelbaren Fläche. 

Tangente  einer  abwickelbaren 
Fläche,  d,  i.  Gferade  in  einer  Ebene 
derselben. 


Die  einzige  krumme  Fläche,  deren  Gleichung  wir  bereits  kennen 
gelernt  haben,  ist  die  Kugel.  Sind  a,  h,  c  die  Coordinaten  ihres  Mittel- 
punktes und  ist  r  ihr  Radius,  so  war  ihre  Gleichung  (vgl.  p,  4): 


die   Gleichung 


cf-r 


Es  ist  leicht,  die  Gleichung  der  Kugel  in  Ebenencoordinaten 
aufzustellen.  Alle  Tange nteuebenen  derselben  sind  vom  Mittelpunkt« 
um  die  Strecke  r  entfernt;  die  Coordinaten  m,  v,  tv  einer  solchen 
Ebene  genfigen  also  nach  Gleichung  (29),  p.  12,  wenn  man  die  Rela- 
tionen (4)  benutzt,  der  Bedingung: 
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Die  Gleichung  der  Kugel  in  Ehenmwoordinaten  ist  daher  (vgl. 
Bd.  I,  p.  30  f.): 

^  («ä  +  !;ä  _|_  jysj  _  (-,(^  _(_(,;,  _|_  w;c  +  l)^ 

Die  Kugel  ist  also  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Klasse.  Man  versteht  nämlich  unter  Ordnung  einer  Fläche  den  Grad 
ihrer  Gleichung  in  Punktcoordinaten,  unter  Klasse  derselben  den  Grad 
ihrer  Gleichung  in  Ebenencoordiuaten. 

Liegt  insbesondere  der  Mittelpunkt  im  Anfangspimlito,  so  hat 
man  «  =  6  =  c  ^  0,  also: 

Alio  Ebenen,  welche  die  Kugel  berühren  und  der  Z-Axq  parallel  sind, 
genügen  ausserdem  der  Gleichung  to  ^  0.  Es  werden  somit  die 
Gleichungen 

M^  +  v'^  =  -7j    und    «1=0 

befriedigt  von  allen  Ebenen,  welche  die  Kugel  in  ihrer  Schnittcurve 
mit  der  X-Y-Ehene  berühren  und  der  Z-Aso  parallel  sind.  Lässt 
man  w  beliebig,  so  ist  folglich 


die  Gleichung  eines  Kreises  in  Eienmcoordinaten,  welcher  in  der  X-Y- 
Ebene  liegt,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Anfangspunkte  zusammen- 
fällt und  dessen  Radius  gleich  r  ist. 

III.   Projeetivische  &ebilde  und  deren  Erzeugnisse. 

Wie  in  der  Ebene  Punktreihe  und  Strahlbüschel,  so  stehen 
sieh  im  Haume  Punktreihe  und  Ebenenbüschel  gegenüber.  Für  die 
Theorie  der  Punkireihen  ist  es  gleichgültig,  ob  man  dieselben  in 
einer  bestimmten  Ebene  denkt  oder  beliebig  im  Räume.  Die  analy- 
tische Behandlung  derselben  mit  Hülfe  der  Ebenencoordinaten  er- 
fordert indessen  eine  kurze  Auseinandersetzung.  Auch  die  Behandlung 
der  Ebenenbüsehel  im  Räume  ist  derjenigen  der  ebenen  Straiilbüschel 
durchaus  analog;  wir  können  uns  deshalb  auf  das  Wichtigste  be- 
schränken*), 

*)  Die  zunächst  folgenden  ]i]iitwickliingen  beruhen  auf  der  Methode  der 
sogenannten  „ahgekücaten  Bezeichnung",  -wie  sie  von  Bobillier  und 
Plücker  eiugefUlirfc  (vgl,  Bd.  I,  p.  35)  und  besondera  von  F.  Serret  (Geo- 
metrie de  direction,  Paria  1869)  und  Hesse  (Vorlesnngen  über  analytische  Geo- 
metrie des  Raumes,  Leipzig  1861,  3.  Auflage  1876)  mit  Erfolg  ausgebildet  wurde. 
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Es  seien  niit  7'7  und  -E'  zwei 
liueiii'e  Ausdrücke  iu  x,  y,  ä  be- 
zeichnet, etwa 
JS  =  ^ic  +  üj/  +  6'2  +  D, 
E'  =  ^'3;  +  B'y  +  C'2  +  i)', 
so  dass  ^  =  0  und  M'  =  0  die 
GleicliungeJi  zweier  Ebenen  sind. 
Durch  die  Schnittlinie  beider 
Ebenen  geht  auch  jede  Ebene, 
deren  Gleichung  von  der  Form 

(1)  i^+A-E'  =  0 

ist,  wo  X  einen  Parameter  be- 
deutet; denn  für  einen  auf  der 
Scbuittliuie  gelegenen  Punkt  ist 
gleichzeitig  i' ^  0    und   H'  =  <d. 

Die  GMcMmg  (1)  stellt  aber 
auch  alle  Eimen  des  durcli  die 
Schnittlinie  von  B  =  0  imd  E'  ^0 
lesümmten  Büschels  dar. 

In  der  That,  eine  Ebene  des 
Büschels  ist  bestimmt,  wenn  sie 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen 
soll,  welcher  nicht  auf  der  Axe 
des  Büschels  liegt,  Ist  x,,,  %,  s^ 
ein  solcher  Punkt,  und  ist 
E^  =  Äx^  +  B«/u  +  f?2o  +  -D, 
E^'  ==  A'x^  +  B'y^  +  C'so  -|-  D', 
so  geht  die  Ebene  (1)  durch  diesen 
Punkt,  wenn  A  aus  der  Gleichung 

(2)  £;  +  XE^'  =  0 
berechnet  wird.  Durch  jeden  Punkt 
des  Raumes  geht  also  eine  Ebene 
der  Schaar  (1);  und  damit  sind 
alle  möglichen  Ebenen  des  Büschels 
erachöjjft. 

Fällen  wir  von  dem  Punkte 
^oj  y{\>  ^n  Iiotbe  auf  die  Ebenen 
E  =  0,  E'  =  0  und  nennen  ihre 


Es  seien  mit  P  und  P'  zwei 
lineare  Aiisdnicke  in  u-,  v,  w  be- 
zeichnet, etwa 
P  ^  Au  -\-  Bv  -i-  Cw  -\-  D, 
P'  =  A'u  +  B'v  +  C'w  +  D', 
so  daas  P  ^  0  und  P'  ^  0  die 
Gleichungen  zweier  Punkte  sind. 
Auf  der  Verbindungslinie  beider 
Punkte  liegt  auch  jeder  Punkt, 
dessen  Gleichung  von  der  Form 
(1)*  P+XP'  =  0 

ist,  wo  A  einen  Parameter  bedeutet; 
denn  für  eine  durch  die  Verbin- 
dungslinie gelegte  Ebene  ist  gleich- 
seitig P=0  und  P'  =  0. 

Die  Gleichung  (1)*  stellt  aber 
auch  alle  Btmläe  der  durch  die 
Punhte  P  =  0  und  P'  =  0  6e- 
stimmten  Heike  dar. 

In  der  That,  ein  Punkt  der 
Reibe  ist  bestimmt,  wenn  er  in 
einer  gegebenen  Ebene  liegen  soll, 
welche  nicht  durch  den  Träger  der 
Reihe  geht.  Ist  u^,  »0,  %  eine 
solche  Ebene,  und  ist 
Po  =^M  +£i'o  +Cwo  +Z>, 
P(,'  =  A'u^  +  B'v^  +  C'w^  +  B', 
so  liegt  der  Punkt  (1)*  in  dieser 
Ebene,  wenn  X  aus  der  Gleichung 
(2)*  Po  +  A7-'o'  =  0 

berechnet  wird.  In  jeder  Ebene 
des  Raumes  giebt  es  also  einen 
Punkt,  welcher  durch  (1)*  dar- 
gestellt wird;  und  damit  sind  alle 
möglichen  Punkte  der  Reihe  er- 
schöpft. 

Fällen  wir  von  den  Punkten 
P  =  0,  P'  =  0  Lothe  auf  die  Ebene 
Hr.,  .Vr,,  iVr,  und  nennen  ihre  Längen 
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Längen  bez.  p  und  p' ;  dann  ist  nach 

Gleicliung  (29)  p.  12  bei  passender 

Wahl  des  Vorzeichena  der  Wurzel: 

_  ^a!o  +  ^y»  +  C^a  +-P 

^  ~         VA'  +  B^  +  C" 

^  yA''  +  B''  ->rC"        ' 

also  nach  (2); 


1--tA 


J/2-- 


■  £'+  G^ 


oder,  weiiu  m  eine  von  x^,  «/„,  Sp 
unabhängige    Conatante   bedeutet: 

Es  ist  also  der  in  (1)  auf- 
tretende Parameter  l  gleich  dem 
Producte  einer  Constanten  in  den 


bez.  p  und  js';  dann  ist  nach  Glei- 
chung   (29)    p.    12   bei   passender 
Wahl  des  Vorzeichens  der  Wurzel; 
Au^  +  Bv^  4-  Cjw„  +  D 


A'u^  +1 


ilso  nach  (2)*: 


oder,  wenn  m  eine  von  u^,  v^,  w^ 
unabhängige   Constante   bedeutet; 

Es  ist  also  der  in  (1)*  auftretende 
Parameter  l  gleich  dem  Producte 
einer  Constanten  in  den  Quotienten 


Quotienten  der  Abstände  eines 
Punktes  in  der  durch  (1)  darge- 
stellten Ebene  von  den  beiden 
Ebenen  E  =  0 ,  E'  =  0  (den 
Grundebmen  des  Büschels).  Dieser 
Quotient  ist  unabhängig  davon, 
wo  der  Punkt  a:„,  y^,  z,^  in  der 
Ebene  (1)  gewählt  wird,  wie  man 
georaetriseli  leicht  bestätigt  (Fig.  7); 


der  Abstände  einer  durch  den  Punkt 
(1)*  gehenden  Ebene  von  den  beiden 
Punkten  P==0,  P' =  0  (den 
Grund^^'ikUn  der  Reihe);  Dieser 
Quotient  ist  unabhängig  davon, 
wie  die  Ebene  %,  %,  w^  durch 
den  Punkt  (1)*  gelegt  wird,  wo- 
von ein  Blick  auf  die  Figur  über- 
zeugt (Fig.  7  a);  er  soll  i 
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er  soll  deshali  als  AbstandsverMlt- 
niss  der  Ebene  (1)  von  den  ieiden 
Onmddimm  bezeichnet  tcerden. 

Jedem  Wertlie  des  Abstands- 
verhältnissea  oder  des  Parameters 
X  entspricht  eine  Ebene  des 
Büschels.  Insbesondere  gibt  j?  =  0 
oder  X  =  0  die  Ebene  ^=0,  imil 
p'  =  0  oder  it  ^  oo  die  Ebene 
E'  =  0.  Wächst  A  von  0  bis  +  CO, 
so  überstreicht  die  Ebene  den  einen 
Winkelraum  zwischen  den  beiden 
Grandebenen;  variirt  l  zwischen 
~  oo  und  0,  so  überstreicht  sie 
den  andern  Winkel  räum. 


Die  Cooi'dinaten  der  durch  (1) 
dargestellten  Ebene  sind  iia.ch  (4) 
p.  19: 

14-  lÄ' 


D  +  ID-' 

B  -l-XB' 

""        D  +  ID-' 

C'  +  lC 

^"       V  +  ID-- 

Sind  also  %,  %,  w^  die  Coor- 

dinaten  von  E  ==  0  und  u^, 

V^,   Ws 

dieje 

nigen  von  E'  =  0,  so 

ind  die 

Cooi 

dinaten  der  beweglichen  Ebene 

(t): 

«1   +  f  «S 

l  +  C     ' 

(4) 

1  +  ^    ' 

iMnUes  (1)* 
den   beiden   Grundputikten   be- 
iden. 

Jedem  Werthe  des  Äbstands- 
verhältnisaes  oder  des  Parameters 
X  entspricht  ein  Punkt  der  Reihe. 
Insbesondere  giebt^^  0,  oder  1^0 
den  Punkt  P=0,  und  p'  =  Q  oder 
A  =  «3  den  Punkt  P'  =  0.  Setzt 
man  fest,  daas  die  Abstände  p  und 
p'  für  einen  zwischen  P  und  P' 
gelegenen  Punkt  beide  positiv  ge- 
nommen werden  sollen*),  so  liegt 
der  Punkt  (1)*  zwischen  den  beiden 
Grundpunkten ,  wenn  *L  positiv, 
ausserhalb  derselben,  wenn  il  ne- 
gativ ist. 

Die  Coordinaten  des  durch  (1)* 
dargestellten  PtmJäes  sind  nach  (4)'* 
p,  19: 

_  B  +  XB' 

^      n  +  xi)-' 

^  ~"  d'+  xd'' 
Sind  also  x^,  j/i,  «^  die  Coor- 
dinaten von  P^  0  und  x^,  J/g,  ^^ 
diejenigen  von  P'  '^  0 ,  so  sind 
die  Coordinaten  des  beweglichen 
Punktes  (1)*: 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p,  33.  Im  Ebenenbüschel  ist  eine  solche  Festsetanng  nicht 
nöthig,  wenn  man  die  Vorzeichen  von  j5  nnA  p'  durch  die  fvflhei'en  Pestsetzungen 
(p.  12)  beBtimmt  sein  lässt,  wobei  dann  allerdings  die  Lage  des  AnfangEpirnktes 
dev  Coordinaten  in  Betracht  kommt;   vgl.  Näheres  hierüber  bei  Hease  a.  a.  0. 
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wo  ji  =  A  ■  -^  einen  neuen  Para- 

w„, =  l.^e 

nen  neuen  Pai'a- 

meter  bedeutet;  es  ist  wieder,  wie 

meter  l)edeutet; 

s  ist  wiecler,  wie 

in  (3): 

in  (3)«: 

(f>)               .-..-^5, 

(■'')•             ,.-» 

i'  ■  — ) 

wenn  m'  eine  Oonstante  bezeichnet. 

Die  Gleichungen  (4)  gciett  eine 
Pa/rameteräarstelhmg  des  Ebenm- 
liüschels,  d.  li.  der  Coordiuaten  einer 
beliebigen  Ebene  des  Büsebela  aus- 
gedrückt durch  einen  Parameter 
(und  durch  die  Coordinaten  zweier 
festen  Ebenen). 

Der  Parameter 
Grösse    (einem 


wenn  m'  eine  Constante  bezeichnet. 

Die  Gleichungen  (4)*  gdien  eine 

Farameterdarstellung  der  Punkfreihe. 

Dieselbe  ist  hier  durch  zwei  ihrer 

Punkte  bestinjmt,  während  sie  in 

den   Gleichungen   (7)    p.   4    durch 

einen   Punkt    und    ihre    Itichtung 

gegeben  war. 

st  gleich  einer   rein   geometrisch    definirten 

multiplicirt   in    einen   Factor 


analytischen  Charakters.    Wir  erhalten  eine  rein  geometrische  Grösse, 
wenn  wir  zu  den  drei  Elementen 

seien  es  nun  Punkte  oder  Ebenen,  ein  viertes  Element  li  -j-  vS  ^ 
hinzufügen  und  den  Quotienten  f^  ;  v  bilden,  wo 


wenn  m'  die  in  (5)  oder  (5)*  vorkommende  Constante  bedeutet,  und 

wenn  q,  q'  entsprechende  Bedeutung  haben  wiej),  p'.    Der  Quotient 

i?  =  £  .  i 

V  p      q 

ist  danu  roiu  geometrisch  durch  Ab stands Verhältnisse  defiairt;  wir 
nennen  ihn  das  Doppelverhältniss  der  vier  Elemente  (Ebenen  oder  Rmhte) 
i;  =  0,  S  =  0,  JJ  +  ftS  =  0,  E-\-vS  =  Ö. 
Bei  der  hier  gegebenen  Bildung  des  Doppel  Verhältnisses  sind 
die  Grundelemeute  B  =^  0,  5=0  ausgezeichnet;  als  Quotient  zweier 
Abstands Verhältnisse  kann  dasselbe  aber  auch  für  beliebige  vier  Ele- 
mente der  Reihe  i?-J--liS  =  0  gebildet  werden.  Wir  betrachten  die 
vier  Elemente 

T,  =^  n  +  !t.,S  ^  0,         3'^  =  Jf  -i-  (igS  =  0, 
i;  =  K  +  fi^S  =0,         y;  =  iJ  +  ^^S  =  0. 
Aus   den  ersten   beiden   Gleichungen   lassen   sich  li  und  S  durch  Tj 
und  Tg  berechnen;  es  wird: 
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Cs  -  Ci       '  Cs   —  Ci  ' 

und  dann  ergibt  sich: 

^  fa   —  Ci  ' 

*  (^i  —  ,"i 

Die  vier  Elemente,  um  welche  es  sich  handelt,  sind  jetzt  dargestellt 
durch  die  GleichungcD: 

T,  =  0,  i;  =  0, 


'        ft  —  f 3  '       Cs  —  f.i    ^ 

Es  sind  hiermit  T,  =  0  und  2;  =  0  an  Stelle  von  .ß  =  0  und  S  =  O' 
als  neue  Gruudölemente  eiugeführt;  in  Eezug  auf  sie  kommen  den 
Elementen  1'^  =  0,  1\  =  0  die  Parameter 

—  fh (%  ^^^  _  1^1  ~  f  1 

Ih—l^i  N—l^, 

zu.     2)as  D(^pelver}iäUniss  der  vier  klemmte  wird  also: 

^   -^  f^a  —  f^j      f'l  —  f^4 

Der  Werth  desselben  ist  seiner  Definition  nach  nicht  eindeutig  be- 
stimmt, sondern  kann  ein  anderer  werden,  wenn  man  hei  seiner  Bil- 
dung die  vier  Elemente  in  anderer  Anordnung  benutzt.  Im  Ganzen 
kann  man  nur  sechs  verschiedene  Werthe  erhalten,  wie  in  der  Geo- 
metrie der  Ebene  gezeigt  ist  (Bd.  I,  p.  38);  dieselben  sind,  wenn  cc 
durch  (6)  definirt  ist: 

Die  Einführung  des  Doppel  Verhältnisses  führt  für  den  Raum  über- 
haupt zu  Betrachtungen,  welche  denen  der  ebenen  Geometrie  über 
einander  projectiviaehe  Gebilde  ganz  analog  sind,  und  welche  mit 
den  Grundlagen  der  neueren  synthetischen  Geometrie  in  Zusammen- 
hang stehen. 

Wir  nennen  zwei  lineare  Gebilde 

R^XS=0     und     if'-fAÄ'  =  0 
(Punktreihen   oder   Ebenonbüachel)    einander  projectivisch,    wenn    sie 
Eleuient  für  Element  einander  so  zugeordnet  sind,  dass  je  zwei  Ele- 
mente mit  gleichem  Parameter  l  aJs  entsprechende  betrachtet  werden. 
Hieraus  folgt  unmittelbar: 

Entsprechende  Elemente  projedwischer  Gebilde  haben  dasselbe  Doppel- 
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Stnd  awei  GebiMe  imtm  dnttm  ptojeäiviscli,  so  sinJ  alle  drei 
unier  etnandm  ptqjedtvisdi 

Die  gegebene  Definition  ist  zunäclist  aaalj  tischei  Natiiv.  Es 
fragt  sich,  wie  man  geometnsdi  emo  Zuoidnuiig  der  VPildnwteii  Art 
bescliafieti  kann      Dies  geschieht  in  iolgendei  Weise. 

um  zundch&t  die  Zuoidnung  hei  zu  st  eilen,  kann  man  die  drei 
Elemente 

E  =  0,     S  =  0,     R-\-]iS  =  0, 

welche  der  Reihe  E-]-AS  =  0  angehören,  bez.   den  drei  Elementen 

R'^O,  S'=0,  Jt'-\-lS'^0 
der  andern  Reihe  zuordnen;  dann  ist  die  projectivisclie  Beziehung 
beider  Eeihen  festgelegt.  Bin  beliebiges  Element  der  letzteren  Reihe 
ist  nämüch  durch  die  Gleichung  li'  +  mKS'  =  0  dargestellt,  wenn 
m  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.  Nun  soll  das  Element 
.ß  +  /cS  ^  0  dem  Elemente  E'  +  IS'  =  0  entsprechen;  es  luuss  da- 
her m  h^l  sein.     Setat  man  also 

so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Reihen 

lt-\-l8^()    und    Tt'-\-lS"^0 

in  dei   obigen  A\  ei^t,  gew  onuen 

Zti&i  Elemenfmt&iJien  -yind  also  piojiUivibch  auf  etnandet  belogen, 
sobald  man  dreieit  JJlemmteit  der  einen  lifiJie  drei  hdiehtge  Elemente  der 
andern  migeoidnei  hat*) 

Insbesondere  können  die  beiden  Elementenreihen  auf  demselben 
lidger  liefen  (veieiaigt  liegen),  dann  folgt  dei  Satz 

Jpj(,?nigt  gelegene  ptojectwitclie  Gchthlt  ''tnd  identisch,  snbakl  drei 
ctKöMffe»  entweichende  Elcnunte  t^ttsamtnenf allen 

*)  Zeichnet  man  nn,ht  die  beiden  Gran  tele mente  du  Luiden  Eeihen  di 
durch  aus  daas  man  sie  emandPi  anordnet  sj  i^t  die  iiojeetiyiache  Be/ieJiung 
det  Elementeaieihen  B  +  1 S  =  0  und  Jf  +  fi  S  =  0  in  all^emcmEtei  Wei&e 
dujcli  eine  hneaie  Uleichung  dei  Form 

til/t  -\~  H  -]-  cji  -\-  il  =  0 
voimittelt     Dieselbe  entsteht  z  B    duect  duich  die  Foideiung   daw  dieDopiel 
yeih^tnisse    entspiechendei   Elemente  (1    l      7,     l    und  jj.    fi      /t      /i  )  eimndei 
^luch    eien    d    h     la  s 

;  —  J       I    —  J     __    t  _^t         f-    —  f 
%    ~  X        }  . — .  l  fx    —  f  fi  —  fjj 

V„l    Bd   I    p   198      In   Uebiipmitimmunn    mit  dem   Siti'e    des  Testes   sind   die 
Verhiltniflse  dei  blossen  a    1)    c   it   luich  di-e:  Badm^uUnen  la  beetirara  n 
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Dies  Resultat  werden  wie  bei  den  folgenden  geometrisclieii  ünter- 
suciumgen  wiederholt  benutzen  müssen,  Ea  soll  dureli  dieselben 
gezeigt  werden,  dass  projectivische  Gebilde  immer  dadurch  erzeugt 
werden  können,  dass  man  sie  aus  der  sogenannten  perspectivischen 
Lage  durch  Verschiebung  entstehen  lässt. 

Insbesondere  heisseu  eine  Funkireihe  und  ein  Ehmmbüschel  pe}-- 
spectivisdt,  wenn  jeder  Punkt  der  Eeihe  mit  der  ihm  entsprechenden 
Ebene  des  Büschels  vereinigt  liegt.  Die  dadurch  hergestellte  Be- 
ziehung zwischen  Punkten  und  Ebenen  ist  eine  projectivische.  In 
der  That,  es  sei  E  +  XE'  =  0  die  Gleichung  des  Ebenenböachels, 
und  es  sei  eine  beliebige  Gerade  als  Schnitt  der  Ebenen  A^  0  und 
B  =  0  gegeben.  Von  ihr  wird  die  Ebene  E  +  IE'  =  0  in  einem 
Punkte  getroffen,  dessen  Gleichung  sich  durch  Elimination  von  x,  y,  s 
aus  den  vier  Gleichungen 

^  +  Ai."  =  Ü,  ^  =  0,  if  =  0,  ux^vxj-\-wz^\  =  Q 
ergiebt.  Man  findet  dadurch  eine  Gleichung  von  der  Form  P  +  ^  -P'  =  0> 
wenn  P  und  P'  lineare  (von  K  unabhängige)  ganze  Functionen  von 
M,  «,  tv  sind.  Die  projectivische  Beziehung  der  beiden  Elementen- 
reilieu  auf  einander  ist  nunmehr  aus  der  Form  ihrer  Gleichungen 
einleuchtend.     Es  gilt  daher  auch  der  Satz: 

Vier  PtinMe  mier  Reihe  haben  dasselbe  Do^elverhältniss,  toie  vi&r 
iee.  durch  sie  gehende  Ebenen  eines  Ebenenbüschels. 

Ist  eine  beliebige  Punktreihe  auf  einen  beliebigen  Ebenenbüsohel 
projectivisch  bezogen,  so  kann  man  beide  Gebilde  im  Räume  so  ver- 
schieben, dasa  sie  sich  in  perspectivischer  Lage  befinden.  Die  Ebenen 
des  Bftachels  bestimmen  nämlich  durch  ihren  Schnitt  mit  einer  be- 
liebigen nicht  zu  ihnen  gehörigen  Ebene  einen  ebenen  Strahl büschel, 
welcher  durch  Vermittlung  des  Ebenenbüschels  projectivisch  auf  die 
gegebene  Punktreihe  bezogen  ist;  denn  so  gut  man  Punktreihen  und 
Ebenenbüschel  projectivisch  auf  einander  bezieht,  wird  man  dies 
auch  mit  Strahlbüschel  und  Bbenenbüschel  thun  können,  indem 
der  ebene  Strahlbüachel  nach  den  Regeln  der  ebenen  Geometrie  zu- 
nächst auf  eine  Punktreihe  bezogen  wird.  Die  gegebene  Punktreihe 
verlegen  wir  nun  zunächst  in  die  Ebene  des  Strahlbüschels  und  bringen 
sie  sodann  mit  ihm  in  perspeetivische  Lage,  was  nach  den  Sätzen  der 
ebenen  Geometrie  möglich  ist  (Bd.  I,  p.  45).  Damit  liegt  die  Punkt- 
reihe von  aelbst  auch  zu  dem  Ebenenbiischel  perspectivisch,  was 
erreicht  werden  sollte. 

Dass  man  zwei  projectivische  Punktreihen  immer  in  perspeeti- 
vische   Lage   bringen  kann,   ist    aus    der  ebenen  Geometrie  bekannt. 
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soll  deshalb  nicht  mehr  erörtert  werden.  Dasselbe  gilt  auch  für 
EhmmUlschel,  weuji  die  perspectivische  Lage  solcher  Büschel  dahin 
definirfc  wird,  dass  ihre  Äsen  sich  schneiden,  und  dass  die  durch 
heide  Axen  gelegte  Ebene  sieh  selbst  entspricht.  Es  mögen  die 
Ebenen  1,  2,  3,  4  . . .  des  einen  bez.  den  Ebenen  I,  II,  III,  IV  . . .  des 
andern  Btiehels  entsprechen.  Wir  verschieben  den  zweiten  Büschel 
so,  dass  die  Ebene  I  mit  1  zusammenfällt,  ohne  dass  die  Axen  beider 
Büschel  zusammenfallen.  Diese  Axen  schneiden  sich  dann  in  einem 
Punkte;  durch  letzteren  geht  auch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  2 
und  II,  sowie  überhaupt  die  Schnittlinie  je  zweier  entsprechender 
Ebenen,  Alle  diese  Schnittlinien  liegen  in  einer  Ebene.  In  der 
That,  durch  die  Linien  2-II  und  3-lII-ist  eine  Ebene  E  be- 
stimmt; in  dieser  erhalten  wir  durch  ihren  Schnitt  mit  den  Ebenen 
der  beiden  Büschel  zwei  projectivische  Strahlböschel  mit  gemein- 
samem Mittelpunkte;  bezeichnen  wir  nun  den  Schnitt  der  Ebene  K 
mit  der  Ebene  1  (die  ja  mit  I  identisch)  durch  l-I,  so  entspricht 
in  den  vereinigt  gelegenen  Strahlb fischein  jeder  der  Strahlen  l-I, 
2-II,  3-III  sich  selbst;  die  beiden  Strahlbüschel  fallen  demnach 
vollständig  zusammen;  d.  h.  die  Schmitilmien  misprecfmider  Ebenen 
der  beiden  Süschel  liegen  in  einer  Ebene.  Die  Büschel  sind  also  in 
perspectivische  Lage  gebracht.  Die  Ebene  E  heisst  ihr  perspecUviscJier 
Dwrehselmitt.  —  Allgemeiner  können  wir  nun  den  Satz  aussprechen: 

ProjecUvische  Gebilde  lassen  sich  immer  durch  congruente  Orts- 
vermtderung  in  perspectiviscJie  Lage  bringen. 

Umgekehrt  folgt  hieraus: 

Je  zwei  pr((jecUvische  Gebilde  erster  Stufe  (d.  h.  deren  Elemente 
von  einem  Parameter  abhimffen)  kann  }mm  sich  aiis  der  perspecUvischcn 
Lage  entstandet  denJcen. 

Es  liegt  nahe,  zu  untersuchen,  welche  Gebilde  durch  projectivische 
Reihen  und  Büschel,  die  nicht  perspectiviseh  liegen,  erzeugt  werden. 
In  Betreff  derselben  gelten  folgende 


Sie  Schnittlinien  ent^echender 
Ebenen  projecHvischer  (nicht  per- 
spectivischer)  Büschel*)  sind  die  ,,© 


Die  Verbindungslinien  entsp-e- 
chendcr  Punkte  prcijecUvischer  (nicht 
pct spectwtscher)  Ptmltteihen  sind  dtc 


")  Steiner  nenot  projectavische  Ebenpnbiiiohel,  welche  mi,lit  peisppc 
tivisch  sind,  schiefliegend.  Die  hiei  besprocheop  Erzeugungaweiee  tler  Flachen 
zweiter  Ordnung  und  »weiter  Klasse  ist  von  Steinei  entdeclit  und  zur  Uiundli^e 
ihrer  synthetischen  Behandlung  (vgl  Bd  I,  j>  46)  gematht  (Sj  htemniische  Entwictf 
lang  der  AbhLiagiglieit  geometriachei  Qestilten,  Beilin  1832,  §  &!,  Gesammdtc 
Ahliandhmgoii,  Bt5.  I).     Vgl.  aucli  Ch-tsles,    Ai^li,u  hibUriiue   Notf  IT     Tui  die 
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0mgenä^'  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung; d.  h.  die  Punkte  dieser 
Schnittlinien  bilden  in  ihrer  Ge- 
Bammtheit  eine  Fläche,  deren  Glei- 
chung in  Pnnktcoordinaten  vom 
zweiten  Gfrade  ist  (vgl.  Fig.  8). 

Es  ergiebt  sich  dies  durch  Eli- 
mination von  A  aus  den  Gleichungen 
der  projectivisehen  Büschel: 


einer  Fläche  äweitcfi- 
Klasse;  d,  h.  jede  Ebene,  welche 
durch  eine  solche  „Erzeugende" 
hindurchgeht,  berührt  eine  gewisse 
Fläche,  deren  Gleichung  in  Ebenen- 
coordinaten  von  der  zweiten 
Klasse  ist. 

Es  ergiebt  sich  dies  durch  Eli- 
mination von  l  aus  den  Gleichungen 
der  projectivischen  Reihen: 


F-j-XF'^O, 
indem  eine  Gleichung  zweiten  Gra- 
des 

(9)  EF'  —  FE'  =  0 

resultirt. 

Dieselbe  Fläche  (9)  vfird  auch 
erzeugt  durch  die  Schnitte  ent- 
sprechender Ebenen  aus  den  bei- 
den Büscheln 


(8)« 


inde 


P+1P'  =  0, 
1  eine  Gleichung  zweiten  Grs 

-  Qi"  -  0 


(9)*       PQ- 

resultirt. 

Dieselbe  Fläche  (9)*  wird  auch 
erzeugt  durch  Verbindung  ent- 
sprechender Punkte  aus  den  beiden 
Reihen 


rein  geometrische  Behandlung  dieser  F^chon  vgl.  von  Staudt,  Beihüge  nur 
Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1356;  Reye,  Die  Geometrie  der  Lage,  2"  Ab- 
theilang,  Hannover  1368;  Cremona,  Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der 
OberflUchen,  deutsch  von  Ciirt7.e,  Berlin  1870;  Schröter,  Theorie  der  Ober- 
flächen Kweiter  Ordnung  und  der  llaumcnwen  dritter  Ordnung,  Leipzig  1880. 
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(10) 


E-\-ttF=^0, 


E-  -\.  jiF  =  0. 
Auf  jenei'  Fläche  gibt  es  daher 
zwei  von  einander  verschiedene 
Sehaaren  von  Erzeugeuden  (geraden 
Linien).  Man  sieht,  dass  die  Axen 
der  Büschel  (8)  unter  den  Erzeugen- 
den der  Schaar  (10)  enthalten 
sind  (nämlich  für  X  =  Q  und  X  =  oo), 
und  dass  umgekehrt  die  Axen  der 
Büschel  (10)  unter  den  Erzeugen- 
den (8)  vorkommen.  Allgemein 
gilt  der  Satz: 

Jede  Erzeugende  der  einen  Sehaar 
wtrd  von  jeder  Ergettgenäen  der 
aitdem  Scham  gesdmiUen.  Zwei 
Eizeugende  deiselben  Sehaar  aber 
bdineiden  bith  niemals. 

Zam  Be\ieise  zeigen  wir  zu- 
nächst, das-i  je  zwei  beliebige  Er- 
zeugende der  einen  Schaar  als 
Bdschelaxen  benutzt  werden  dürfen, 
um  die  PI  iche  als  Ort  der  Er- 
zeugenden der  andern  Schaar  zu 
t,onstruiren 

Bedeuten  «j  und  ft^  Constante, 
unl  int  p  ein  variabler  Parameter, 
so  stellen  die  (rleichungen 
(-L  +  ,.,r)  +  o(£'  +  fi,J^')  =  0, 
(7.  +  ^,J.)+p(^'  +  ^2n  =  0 
KW  ei  projectivische  Ebenenbüschel 
dar,  deren  Axen  der  /.weiten 
Sehaar  von  Erzeugenden  angehören. 
Schreibt  mau  dieselben  in  der  Form 

^+p_£"  +  ^(2''+0-F")  =  O, 

so  erkennt  man,  dass  für  die  Schnitt- 
linien beider  Ebenen  auch  die  Glei- 
chungen 


(10)* 


P'  +  j^f^'-O. 
Auf  jener  Fläche  gibt  es  daher 
awei  von  einander  verschiedene 
Seh  aar  en  von  Erzeugenden  (geraden 
Linien).  Man  sieht,  dass  die  Träger 
der  Reihen  (8)*  unter  den  Erzeugen- 
den der  Schaar  (10)*  enthalten  sind 
(nämlich  für  A^^Ound  A^oo),  und 
das 3  umgekehrt  die  Träger  der 
Reihen  (10)*  unter  den  Erzeugen- 
den (8)*  vorkommen.  Allgemein 
gilt  der  Satz: 

Jede  Erzeugende  der  einen  Schaar 
mrd  von  jeder  Ergeugenden  der 
andern  Schaar  gescJmitlen.  Zwei 
Erzeugende  derselben  Schaar  aber 
schneiden  sich  niemals. 

Zum  Beweise  zeigen  wir  ku- 
n'ächat,  dass  je  zwei  beliebige  Er- 
zeugende der  einen  Schaar  als 
Träger  von  Punktreihen  benutzt 
werden  dürfen,  um  die  Fläche  als 
Ort  der  Erzeugenden  der  andern 
Schaar  zu  eonstruiren. 

Bedeuten  (i^  und  fi^  Constante, 
und  ist  9  ein  variabler  Parameter, 
so  stellen  die  Gleichungen 

(^  +  ,".«)+?(-p'  +  fce')-o 

zwei  projectivische  Puuktreihen  dar, 
dcreiiTräger  der  zweiten  Schaarvon 
Erzeagenden  angehören.  Sehreibt 
mau  dieselben  in  der  Form 

so  erkennt  man,  dass  für  die  Ver- 
bindungslinie beider  Punkte  auch 
1  die  Gleichungen 
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i'+S-E'..  0, 

erfüllt  sem  müssen ,  da  ja  ,«,  vod 
(Xg  verschieden  ist.  Die  Elimina- 
tion von  p  aus  den  letzteren 
Gleichungen  führt  auf  dieselbe 
Fläche  (9),  die  sich  ans  (8)  ergab, 
wie  behauptet  wurde*). 

Da  hiernach  jede  Erzeugende 
der  ersten  Hchaar  als  Axe  für  er- 
zeugende Ebenenbüschel  benutzt 
werden  kann,  so  mnss  auch  jede 
mit  jeder  Erzeugenden  der  zweiten 
Schaar  in  einer  Ebene  liegen,  w. 
z.  b.  w. 

Dasa  zwei  Erzeugende  derselben 
Art  sich  nicht  schneiden,  folgt  dar- 
aus, dass  die  Gleichungen 
:E+  IE'  =0,  F-\-  XF'  ^0, 
j?,^X'E'  =  0,  F+  l'F'^0 
nur  zusammen  bestehen  können, 
wenn  gleichzeitig 
E<=0,  -E'  =  0,  ^"=-0  F'  =  0; 
dann  aber  müssten  sith  &chon  die 
Äxen  der  ursprünglichen  Ebenen- 
büscbel  schneiden 

Wie  aus  Vorstehendem  erhellt, 
schneiden  irgend  zw«  zur  Eizeu- 
gung  der  Flache  benutzte  Ebenen- 
büschel, deren  Axen  Ei/eugende 
der  ersten  Art  ■^lud,  auf  irgend 
einer  Erzeugenden  der  eisten  Art 
ein   und   dieselbe  Pnnkticihe  aus. 


P-f  pP'  =0, 

Q^^(/  =0 
erfüllt  sein  niusseu,  da  ja  [i^  von 
ft^  verschieden  ist.  Die  Elimina- 
tion von  Q  au'5  den  letzteren  Glei- 
chungen führt  auf  dieselbe  Fläche 
(9)*,  die  sich  aus  (8)*  ergab,  wie  be- 
hauptet wurde. 

Da  hiernach  jede  Erzeugende 
der  ersten  Schaar  als  Träger  für 
erzeugende  Punktreihen  benutzt 
werden  kann,  so  muss  auch  jede 
von  jeder  Erzeugenden  der  zweiten 
Art  geschnitten  werden,  w.  z,  h.  w. 

Dass  zwei  Erzeugende  derselben 
Art  sich  nicht  achneiden,  folgt  dar- 
aus, dass  die  Gleichungen 
P+  AP'  =  0,  ^+  A(2'  =  0, 
p+rP'  =  0,  0+  X'Q'  =  0 
nur  zusammen  bestehen  können, 
wenn  gleichzeitig 

P  =  Ö,  P'  =  0,  Ö  =  0,  Q'  =  0; 
dann  aber  müssten  schon  die  Träger 
der  ursprünglichen  Punktreihen  in 
einer  Ebene  liegen. 

Betrachten  wir  irgend  zwei  zur 
Erzeugung  der  Flache  benutzte 
Punktreihen,  deren  Träger  zu  den 
Erzeugenden  erster  Art  gehören. 
Legt  man  durch  einen  Punkt  der 
einen  Reihe  und  eine  beliebige  Er- 
I  zeugende    der    zweiten    Art    eine 


*)  Blin 


i  Q    lirpct   lus  den  Gleiohungeu 

I  J']  +  uj  F      E-  +  ft,  f" 


=  0 
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denn  in  jedem  Pnubte  der  Reihe 
schneiden  sieh  zwei  Ehenen  dei' 
benutzten  Büschel,  und  durch  ihn 
geht  also  eine  Erzeugende  zweiter 
Art.  In  gleicher  Weise  schneiden 
beide  Büschel  auf  einer  zweiten 
beliebigen  Erzeugenden  erster  Art 
mittelst  derselben  Reihe  von  Er- 
zeugenden zweiter  Art  eine  Punlit- 
reilie  aus.  Diese  Erzeugenden 
zweiter  Art  erscheinen  also  als 
Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  zweier  projecti  vis  eher 
Keihen.     Somit  folgt: 

Die  Ereeugendm  der  eine)i  Art 
werden  von  dm  Predigenden  der 
andern  AH  in  projeciivischm  Fimkt- 
rethen  geschnitten;  durch  jeden 
Funkt  der  Fläche  geht  eine  Er- 
zeugende jeder  Art. 


Und  hieraus: 

Die  Fläche  (9)  hann  mich  er- 
zeugt werdm  als  Ort  der  Verbin- 
duitgslimen  entsprech&id^  IPunJcte  in 
stoei  projectimschen  PtiriMreihen. 

DieYonuns  betrachteten  Flächen 
zweiter  Ordnung  sind  also  auch 
von  der  zweiten  Klasse. 

Daraus  geht  ferner  hervor, 
dass  jede  Ebene,  welche  durch 
irgend  eine  Erzeugende  gelegt  wird, 
eine  Taugentenebene  der  Fläche 
ist.  Ihr  Berührungspunkt  ist  leicht 
anzugeben.  Die  Ebene  muss  näm- 
lich die  Fläche  in  einer  ebenen 
Ourve  zweiter  Ordnung  schneiden, 
da  sie  aus  den  beiden  Ebenen- 
biisehelu  zwei  einander  projecti- 
vische  StrahlbÜschei  aueschneidet; 


Ebene,  so  geht  dieselbe  nach  dem 
Vorstehenden  von  selbst  durch  den 
entsprechenden  Punkt  der  andern 
Reihe.  Jede  Erzeugende  der  zweiten 
Art  kann  man  also  als  Axe  eines 
Ebenenbüscliels  benutzen,  welcher 
auf  jede  der  beiden  betrachteten 
PunktreiLen  projectivisch  bezogen 
ist.     Somit  folgt: 


Diu  Hbeitenbiisclid,  toeldte  ge- 
bildet werden  von  aUeii  Mienen,  die 
irgmd  eine  Ersettgenäe  der  einen 
Art  und  alle  Ereeiigenden  der  andern 
Art  enthalten,  sind  unter  eina/nder 
prc^ecHvisch;  in  jeder  Tangenten- 
ebene  der  Fläche  liegt  eine  Er- 
zeugende jeder  Art. 
Und  hieraus: 

Die  Fläche  (9)*  ?cann  OMch  er- 
zeugt werden  als  Ort  der  Schnitt- 
linien   entsprechender    Ehenen    aus 

i  projectimschen  EhenenUischeln. 

Die  von  uns  betrachteten  Fiäclien 
zweiter  Klasse  sind  also  auch  von 
zweiten  Ordnung. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  jeder 
Punkt,  welcher  auf  irgend  einer 
Erzeugenden  gewählt  wird,  ein 
Punkt  der  Fläche  ist.  Die  zu- 
gehörige T  an  geten  ebene  findet 
man  in  folgender  Weise.  Alle 
TangentenebenenderFläche,welche 
durch  den  Punkt  gehen,  müssen  in 
zwei  Ebenenbüschel  zerfallen,  deren 
Axon  sich  schneiden;  denn  dies  ent- 
spricht  dualistisch   dem  Zerfallen 


y  Google 


40  Erste  AI- 

diese  Curve  besteht  iiier  aus  zwei 
sich  schneidenden  Geraden;  die 
eine  ist  die  gegebene  Erzeugende; 
die  ajidei'e  muss  also  eine  Er- 
zeugende der  andern  Art  sein.  Ihr 
Schnittpunkt  ist  der  Berührungs- 
punkt; denn  seine  Tangentenebene 
ist  ja  durch  irgend  zwei  von  ihm 
ausgehende  Linien elemente,  die  auf 
der  Fläche  Hegen,  bestimmt  (p.  22), 
insbesondere  also  auch  durch  die 
beiden  Erzeugenden. 


eines  Kegelschnittes  in  zwei  Gerade. 
Die  eine  Äse  ist  die  gegebene  Er- 
zeugende; die  andere  muss  also 
eine  Erzeugende  der  andern  Art 
sein.  Die  durch  beide  Äxen  be- 
stimmte Ebene  ist  die  Tangenten- 
ebene;  denn  ihr  Berührungspunkt 
ist  ja  definirt  ala  Sehnittpirntt 
irgend  zweier  Kanten  der  von 
ihren  Punkten  ausgehenden  Tan- 
gentenkegeln; und  als  solche  Kau- 
ten muss  man  die  beiden  Erzeugen- 
den auffassen. 

Der  dualistische  Charakter  der  durch  projectivische  Punktreihen 
bez.   Ebeueubüachel   erzeugten   Flächen  zweiter  Ordnung  und  Klasse 
lässt  sieh  analytisch  auf  folgende  Art  nachweisen. 
Aus  (8)  und  (10)  erhält  man: 

E :  F  i  E' :  F'  =  Xii :  —  X  :  —  (t :  1. 
Diese  Proportion  repräsentirt  drei  lineare  Gleichungen  in  x,  y,  s; 
aus  ihnen  kann  man  also  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fläche 
als  quadratische  Functionen  zweier  Parameter  bereclujen.  Die  Glei- 
chung des  beweglichen  Punktes  der  Fläche  ergibt  sich,  wenn  man 
aus  den  Gleichungen 

<;f"=  1, 


die  Grössen 

die  Form 

(U) 

wo    P,    Q, 

Daher  sind 

oder 


;  =  A,«,  fli''=-A,   ßF/ = 

ux  +  ^y  +  w^  +  1  =  0 
ö,  X,  y,  s  eiiminirt;   die   so    entstehende   Gleichung 

P  +  ir  -f  f(.(2  +  Aj^g'  =  0, 
P',  Q'    ganze    lineare   Functionen    in  ?(,  »,  w    bedei 

P  +  AP'  =  0,     y  +  A  y  =  0 


P+^g  =0,  P'  +  ^(?':=U 
Reihenpaare  auf  der  Fläche,  nämlich  projectivische  Punktreihen, 
deren  Träger  Erzeugende  derselben  8chaar  sind.  Die  Fläche  ent- 
steht also  auch  als  Ort  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
dieser  Reihen  paare,  wie  oben  auf  anderem  Wege  bereits  erkannt 
wurde. 

Die  Tangentenebene    des    böweglicheu  Punktes,    der    durch    die 
Parameter  l,  (i  licstimnit  wird,   geht   sowohl   durch    die   Schnittlinie 
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iler   Ebuneu   (8)   als    durch    die    Schnittlinie    der   Ebeaen  (10);    ibre 
Gluieliung  ist  daber: 

i'  +  XE'  +  f^(F  +  IF')  =  -K  ^  (iF  +  X(E'  +  iiF')  =  0 
oder: 
(11)*  F  +  XF'  +  aF-\-l!iF'  =  0. 

Die  Analogie  dieser  Gleichung  mit  (11)  zeigt  wiederum  den 
dualen  Cbaraliter  der  Fläche;  letztere  wird  offenbar  ebenso  erbalten, 
wenn  man  davon  ausgebt,  liass  ihre  Tangentenebenen  diejenigen 
Büschel  bilden,  deren  Äxen  als  Verbindungalinien  entsprechender 
Punkte  der  Reihen  (8)*  oder  (10)*  gegeben  sind. 

Es  liegt  nahe  zu  fragen,  ob  die  allgemeinste  Fläche  zweiter 
Ordnung  bez.  Klasse  durch  die  hier  bebandelten  Erzeugungsweisen 
erhalten  werden  kann.  Diese  Frage  wird  im  Laufe  der  weiterhin 
folgenden  eingehenden  Untersuchungen  über  jene  Flächen  beant- 
wortet werden,  und  zwar  im  bejahenden  Sinne. 

Was  den  Ausnahmefall  angeht,  wo  die  Ti'äger  reap.  Axen  der 
benutzten  Gebilde  sich  schneiden,  so  ist  aus  der  ebenen  Geometrie 
zu  entnehmen,  dass  in  derselben  Ebene  liegende  Punktreihen  eine 
ebene  Curve  zweiter  Klasse  erz;eugen.  Hieraus  folgt  nach  dem  Prin- 
cipe der  Dualität,  dass  mvei  projeciivische  Ehenmbüschel,  deren  Azejt 
sich  sdmeiäen,  einen  Kegel  stcdter  Ordimng  erzeugen,  dessett  Spitze  im 
Schnittpunkte  der  Aocen  liegt.  Dieser  Kegel  artet  weiter  bei  perspecti- 
vischer  Lage  in  ein  Ebenenpaar  aus,  gerade  wie  sich  die  ebene  Curve 
aweiter   Klasse   im   entsprechenden  Falle  in   ein   Punktepaar  auflöst. 

IV,  Die  gerade  Linie  und  der  lineare  Comples. 
Wie  schon  mehrfach  hervorgehoben,  nimmt  die  gerade  Linie  im 
llaume  gegenüber  Punkt  und  Ebene  eine  ausgezeichnete  Stellung  em, 
indem  sie  zu  sich  selbst  dualistisch  ist,  und  indem  sie  sich  neben 
Punkt  und  Ebene  stellt  als  gleichberechtigtes  eizeugendes  Element 
für  geometrische  Gestalten.  In  der  That  kanu  man  z  B  eine 
Fläche  auch  auffassen  als  Umbüllimg^gebilde  ihrer  t><imratlicben  Tan- 
genten; und  dies  gilt  für  alle  Flächen,  seien  sie  allgememei  Natur, 
oder  abwickelbar  oder  endlich  Kegel  Eine  allgemeine  Flache  hat 
immer  dreifach  unendlich  viele  Tangenten,  da  m  jedei  Tangenten- 
ebene einfach  unendlich  viele  liefen  (einen  ebenen  Htrahlbuachel 
bildend),  und  da  es  zweifach  uneudlith  viele  Tangentenebenen  gibt 
Eine  abwickelbare  Fläche  oder  ein  Kegel  hat  alleidmgs  nur  ein- 
fach unendlich  viele  Tangentenebenen;  aber  jede  berührt  langg  emei 
geraden  Linie,  also   in   einfach   unendlich  vielen  Punkten,  m   ledeni 
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Paukte  gibt  es  einfach  unendlich  viele  Taugenten,  so  tlasB  in  jcdiir 
Taugentenebene  zweifach  unentilich  Yiele  Tangenten  liegen;  das  er- 
gibt wieder  im  Ganzen  dreifach  unendlich  viele  Fläch entaugenten. 

Hieraus  folgt,  uach  dem  Principe  der  Dualität,  dass  auch  eine 
Curve  (sei  sie  eben  oder  nicht)  durch  dreifach  unendlich  viele  Gerade 
gebildet  werden  kann.  Eine  Tangente  einer  abwickelbaren  Fläche 
ist  delinirt  als  Verbindungslinie  zweier  unendlich  benachbarten  Punkte, 
welche  nicht  auf  derselben  Erzengenden  liegen;  die  entsprechende 
Gerade  für  eine  Curve  ist  also  die  Schnittlinie  zweier  unendlich  be- 
nachbarter Tangentenebenen  der  Curve,  welche  nicht  durch  dieselbe 
Tangente  der  Curve  hin  durch  geben,  d.  h.  als  Schnittlinie  irgend  zweier 
Tangenten  ebenen  zweier  benachbarten  Curveupuukte.  Diese  Schnitt- 
linie aber  ist  irgend  eine  Gerade,  welche  durch  den  betrachteten 
Ciirvenpunkt  hindurchgeht.  Durch  jeden  Punkt  gehen  doppelt  unend- 
lich viele  Gerade,  die  Curve  hat  einfach  unendlich  viele  Punkte:  die 
Curve  hat  also  dreifach  unendlich  viele  „Treffgerade".  Diese  ent- 
sprechen den  Tangenten  einer  abwickelbaren  Fläche  und  können  als 
erzeugende  Elemente  der  Curve  angesehen  \verden. 

Im  Eanme  gibt  es  überhaupt  vierfach  unendlich  viele  Gerade, 
denn  man  erhält  genau  sämmtliche  gerade  Linien,  wenn  man  jeden 
der  zweifach  unendlich  vielen  Punkte  einer  Ebene  mit  jedem  der 
ebenfalls  in  doppelt  unendlicher  Zahl  vorhandenen  Punkte  der  andern 
Ebene  verbindet.  Um  eine  gerade  Linie  festzulegen  hat  man  also 
vier  Eestimujungs stücke  nöthig,  die  als  Coordinaten  der  Geraden  an- 
gesehen werden  können.  Eine  Bedingung  zwischen  denselben  wird 
noch  von  dreifach  unendlich  vielen  Geraden  befriedigt;  sowohl  eine 
allgemeine  Fläche,  als  eine  abwickelbare  Fläche  oder  eine  Raumcurvc 
kann  deshalb  durch  eine  Gleichung  in  Linien  coordinaten  dargestellt 
werden.  Aber  nicht  gibt  jede  solche  Gleichung  eines  dieser  drei  bis- 
her betrachteten  Gebilde,  sondern  wir  werden  noch  andere  Systeme 
von  dreifach  unendlich  vielen  Geraden  zu  untersuchen  habenj  die  so- 
1  Complexe;   Flächen  und  Curven  werden  als  specielle  Fälle 

[ben  erscheinen.  Wie  man  in  der  Raumgeometrie  neben  den 
Flächen  die  Curve,  als  Gesammtheit  der  gemeinsamen  Punkte  zweier 
Flächen,  untersucht,  so  hat  man  auch  neben  dorn  Complexe  die  Gesammt- 
heit der  zweien  Complexen  gemeinsamen  geraden  Linien  gesondert  zu 
betrachten.  Man  sagt  von  solchen  doppelt  unendlich  vielen  Linien: 
sie  bilden  eine  Congrums.  Drei  Complexe  haben  im  Allgemeinen  nur 
noch  eine  einfach  unendliche  Schaar  von  Geraden  gemeinsam,  die 
sich  in  stetiger  Folge  an  einander  reihen,  und  so  eine  Oberfläche, 
eine   sogeuanntü  Linimfläche,   erzeugen  (die   Sehaar  dej'  Erzeugenden 
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einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gibt  ein  Beispiel).  Vier  Oompiexe 
endlich  bestimmen,  als  ihiiea  allen  gemeinsam,  im  Allgemeinen  eine 
mtdiicke  AnzM  discreter  Linieji.,  Wir  gehen  jetzt  nicht  weiter  auf 
diese  allgemeinen  Vorstellnngen  ein,  indem  wir  uns  vorbehalten,  sie 
an  Beispielen  zu  erörtern,  sobald  sieh  Gelegenheit  bietet. 

Die  vier  zur  Bestimmung  einer  geraden  Linie  nothigen  Grössen 
kann  man  verschieden  wählen.  So  ist  die  Linie  z.  B,  eindeutig  ge- 
geben, wenn  die  Coordioaten  ihrer  Schnittpunkte  mit  zweien  der 
Coordinatenebenen  bekannt  sind.  Bezeichnen  wir  mit  x^,  y^,  s^  und 
^%i  Vit  ^^  *^iö  Ooordinaten  zweier  gegebenen  Punkte  einer  Geraden, 
so  sind  die  Ooordinaten  eines  beliebigen  Punktes  derselben: 

■>.  _  A+-i^    «  —  'A  +  ^y-'    -  _  i'±lh 

Für  x  =  0  und  y  =  0,  d.  h.  für 

2-,  Vi 

ergeben  sich  bez.  die  Coordinateu  der  Schnittpunkte  unserer  Geraden 
mit  der   Y-Z-  und  der  .Z-X-Ebene,  nämlich: 


0 


Der  Symmetrie  wegen  wollen  wir  nicht  diese  vier  Grössen  als  Linien- 
coordinaten  einführen,  sondern  die  Ooordinaten  des  Schnittpunktes 
mit  der  X-lf'-Ebene  hinzufügen;  sie  sind: 


Wir  haben  so  sechs  in  gleicher  Weise  gebildete  Grössen,  von  denen 
je  zwei  durch  die  übrigen  bestimmt  sind,  Sie  sind  nichts  anderes 
als  die  Verhältnisse  der  sechs  Differenzen,  genommen  mit  passen- 
dem Vorzeichen: 

j  WJ  ==  ^ü  —  ■^1.         i^^  =  ''Ah  —  i/ü^ly 
(1)  Uq  =  i,3  —  y„       iin  =  s,x.,  —  s^a;,, 

wo  /t  Proportionalitäts facto r  ist.  Diese  secfts  Grössen  p,  q,  r,  %,  x^  q, 
auf  deren  Verhältnisse  es  alleifi  ankommt,  führen  wir  als  Ooordinaten 
tfcr  durch  die  Punkte  ic,,  y^,  gj  und  x^,  y^,  %  hestimmten  Geraden  ein"). 

*)  Die  Begründung  der  Liniengeometrie  ist  im  WesentHohen  Plückei''s 
Werk,  wenn  auch  die  Liniencooidiaaten  Biet  vorher  gelegentlich  in  Grassma.nn'3 
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Lefcztera  trifft  die  Coordinateuebeuea  x  =  0,  »/  =  0,  g  = 
Puiikteu  mit  den  Cooi'diuaten 


Ztmclim  am  sechs  Liniencoordinaten  hcsteht  die  Idenätät 
(3)  p7<:-i-q>i  +  r&  =  i}. 

Jn    dür  That   ist    wegen  (1)  die  liuke   Seite  von  (3)  gleiuli   dar   De- 
termiriaiitG 

I  ^2  —  ^       ^1       ^1   I 


d.  h.  identisch  Null,    ön  L 

vier  von  einander  unabh  b        te 


„AnsdehnnHgslehre"  (1344,  &        ö  Q        k 

durch  eine  eiiiaige  Glaichung 

verwirklicht  war  (18&7,  Qua  m 

erste  Mittbeiluugen  flmden       h  AN 

seines  Systems  der  Geomet  R  p      ü  T 

actions  von  1865  iiod  1866;         am  k 

gestellt  in  aeiner  „Nenen  G  m  d  B     -acli 

der  geraden  Linie  als  Raum  i         I    =  (  ■*■  oi 

arheitet  von  Klein,  erschien  nach  Plücker'B  Tode  1869).    Der  von  Plüoker  auf- 
gestellte Begriff  des  „Complexes"  war  ein  vollständig  neuer,  wenn  auch  manche 
specielle  Beispiele  gelegentlich  schon  früher  untersucht  waren,  so  in  Arbeiten 
n    Mah  h      1  Oajl   y      Sjl      ster,    Binet,     Hamilton,    Ahel 

TannPnt  fwlhw  pter  theilweiae  aufmerksam  machen. 
Vgl    1    Ib      Cl  h     h    Zum  &  da  htnis  Julius  Flacker,  Abhandlungen  der 

Kit.      Uhttd      W      nh  ften  Göttingen,    1872.    Dio    von  Plücker 

rsi  Ingl  h  g  b  hte  f  1  f  C  du  at  einer  Geraden  (r,  s,  q,  a,  jj)  sind 
w  g  ymm  t  hg  wählt  al  1  d  T  stes;  sie  ergeben  sich  aus  letzteren 
m  tt  i  t   1      F    m  1 

_^  ^j;  ^ 0  =  ~      „=-!■ 

h        1  b    t  ht     1       1      Id  ntt  t  CO  —  es-=?j.    Dio   folgenden  Be- 

thtg         bgdLnndh        e  Coraplexe  findet  man  der  Haupt- 

1  nach  dm  g  führten  W  k  Plücker's;  vgl.  auch  Battaglini, 
Itnaiistmd       ttl  inm       d        Rendioonto  delta  B.  Accademia  deUe 

n       fih         rat        thlB"ilt  ugno  1866   (auch  Giornale  di  mate- 
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Umgekelirt  Wenn  ttgend  secfe  Grossen  p,  g_  i  :t,  x,  q  der 
GUich.i'itg  (3)  (imugen  sc  Imnen  i/e  ah  Lmimcootätnateji  mifgefasst 
werden.  Alsdi.1111  namlich  Lanu  man  sieben  Grossen  fi  x^,  X2,  y^,  y^, 
Zi,  02  ^*>  bestimmen  dias  die  sechs  Gleichungen  (1)  bestehen,  aus 
welchen  sich  diich  Ijlimin ition  von  ft  funt  von  einander  unabhängige 
Gleichungen  eigebeii  von  letzteien  ist  e  no  die  iolge  der  übrigen 
wegen  (4)  man  hat  aKo  vici  Cleichun^en  fui  tjetht  Unbekannte,  so 
dass  Yon  letzteien  noch  zwei  willkdilich  lugenummcn  werden  können. 
Dies  stimmt  damit  überein,  dass  die  Punkte  x^,  j/,,  .s,  und  x^,  i/^,  0^ 
durch  die  Linie  p,  q,  r,  %,  x,  q  nicht  bestimmt  sind,  vielmehr  auf 
ihr  beliebig  liegen  können. 

In  der  That  ist  es  leicht  zu  sehen,  dass  die  Verhältnisse  der 
sechs  Linien  CO  ordinaten  nicht  geändert  werden,  wenn  man  die  Punkte 
x^,  3/17  ^1  TiH'i  ä^aj  J/s)  ^ä  durch  irgend  zwei  andere  Punkte  ihrer  Ver- 
bindnn^linie  ersetzt,  etwa  durch  |j,  %,  %y  und  Sa»  %,  %%i  w: 


I  +. 


6,- 


<A-i    '  1>  —  "  1  o-  ,     > 


Sei  nun 

J'i^'  =  lä  —  ^o        v%'  =  ih  ^2  —  'Ja  ^1  j 

•"•'-&-S.,      «p' -  l,%  -  feil, 
so  findet  sich 

„„■  —  (».  +  "=.)  (!  +  <■)-  (».  +  «J!.)  (1  +  ») 
'  '  (1  +  .)(1  +  .) 

_  (.-.)(»,-».)  _     _(._--_.) f 

(1  +  .)(1  +  .)  (i  +  ,)(i  +  ,)J' 

[  ;/i  +  «i/s    'ji  +  i!/s  I       I  1     «  I  ,  I  Vi     y^  I 
„.'  _  i  '■  +  "■     %  +  ".  I  „  1  1    'I    Ui     '.  I 
(1  +  •)(!  +  ■)  n  +  «)(i  +  «) 

(.  -  «)P 

(14-.)(1  +  .) 

Aehnliehe  Formeln  bestehen  für  5',  r',  x' ,  (>',  so  dass 
(4)  j)  .■{:  1-  :«:«;<)  —y'  :  5'  :.■■;«';«':  ()', 

wie  beiiauptet  wurde. 

Die  von  nus  eingeführten  Coordinaten  sind  auch  deshalb  praktisch 
gewählt,  weil  sie  aus  den  Coordinaten  zweier  die  Gerade  enthalten- 
den Ebenen   in   ganz   analoger  Weise  berechnet  werden  könneuj  wie 
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aus   den   Coordinateii   zweier  auf  ihr  liegenden  Punkte,  was  ja  nach 
dem  Principe  der  Dualität  verlangt  werden  muss. 

Es   seien  m,,  v,,  to^   und  u^,  v^,  «%   zwei  Ebenen,  -welche   durch 
die  Gerade  hindurchgehen,  so  dass: 

»1  X^^-{-V^y^  -\-  'W^S^  -\-  1  =  0 , 

"2^1  -H  «'aJ/i  +  %^i  +1=0, 

«iS^s  +  "i|/a  +  Wi^a  +1=0, 

Mä%  +  v^y^  +  w^s^  +  1=0; 
also  auch : 

%(^s  —  «i)  +  %{yü  —  Vi)  -f  «"1(^2  —  ^1)  =  ^. 

e(,(a:2  —  x^)  +  1^5,(2/2  —  ^0  +  «^2(^2  ^  ^0  =  ^■ 
Aus  den  letzten  beiden  Gleichungen  ergibt  sich: 

p  -  (a;^  —  x,)  ^  (t'iW's  —  "b*"!)  =  1'  ■  P, 
(5)  ft  ■  (j/s  —  i/i)  =  ^«3  -  %»'i)  =  »-  ■  2- 

ji  ■  (^3   —  ^i)  =  («1  ^3   —  Mglfi)  =  r  ■  )■. 

Aus  obigen  vier  Gleichungen  erhält  man  ferner: 


(«,0,  -  tl,D,)Ä  +  K«!  -  «>,»,)»,  +  («1 

-%)-o, 

{»,1),  -  B,«,)«,                                         +  (»,!),  ~  «.,«,)/!,  +  (r, 

-<g_o, 

(«J»,  -  «,«>,)l,  +  (»,<ll,   -  »,»2)91                                           +{th 

-»'.)-o, 

oder  wegen  (5): 

f^C^a    —   .^l)!/!    —    ft(y3    -    y.)«l  +  ("l    —  " 

O-o, 

-^(2,-a,)i,                           +p(i,-^.)'> +  {«.--. 

>)-o, 

(•(ife  ~  Si)«.  —  ete  -  «.)!/.                   +  ("i  -  " 

i)-0. 

Hierana  endlich  durch  Auflosung  der  Klammern; 

^  ■   (j/lS.    ~  J'ä^l)   —  «2  —   "l  ==V-%, 

(6)  ^  ■  {^^a^a  —  233;i)  =  «jg  ~  «1  =  v  ■  «, 

lidm  Ueiergartge  von  Pimktcooräinateii  m  Ebenencoordinatm  hleihen 
also  die  Grössen  p,  q,  r,  je,  k,  p  als  iMimcoordinatm  ei-halten;  es 
erscheinen  nur  p,  q,  r  bez.  mit  jr,  ;«,  p  vertauscht. 

Für  die  Verhältnisse  der  sechs  Coordinaten  lässt  sich  eine  geo- 
metrische Bedeutung  leicht  angeben,  Ist  eine  Gerade  durch  einen 
Punkt  x^,  y^,  0^  und  die  Richtnngswinkel  a,  ß,  y  bestimmt,  eine 
andere  durch  einen  Punkt  x^',  if{,  S-l  und  die  Richtungswinkel  «',  /5',  y' , 
so  hatten  wir  den  Ausdruck 
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J/  =      ^i  —  ?//       "^OS   ß       COS   ß' 
01   —  sl       COS  y       cos  y' 
als  das  Moment  der  beiden  Geraden   bezeichnet.     Dasselbe   soll  jetzt 
durch  die  Coordinateu  der  letzteren  ausgedrückt  werden. 

Ist  aig,  j/ä)  ^3  ^'"^  Punkt  der  ersten  Geraden,  m  dessen  Entfernung 
von  fl^i,  j/i,  ^1  und  haben  a^g',  y^,  e^ ,  m.'  entsprechende  Bedeutungen 
für  die  andere  Gerade,  so  ist; 

=    ^     -    ' ,       cos  ß    =  — — -     ,       cos  ;'    = ■ , 

'  =  ■  ^-    -,—--,     COS  (i'  =   - — 5-'-",     cos 
Es  sind  ferner  die  Coordinaten  der  beiden  Geraden 


{-') 


j,   =  --—„—-  ■ 


(ip  =  Xi  —  x^, 

v-'p  —  <  -~  <, 

M  —  v,  -Vi, 

ft'ff'  =Vi  —yy> 

(ir  =  3^  —  3,, 

(.>'  =  a,'  -  8,', 

f*-'Vi',  —  'JA, 

(*'!•' =  !/l'%'~S!'2l 

(.»  — 3,%-«,I„ 

(•'«'=  «/<  "  %'». 

(»?  — ^Si!/,  — l'i!/i, 

?*>'  =  *i'?A''  —  ■<?/ 

Man  findet  also 

-  Vi 


Vi      !/i  —  Vi     V, 


+  1"'  +««'  +  •■?')■ 


Nun  ist 

-  VÄ  ~  x,f  +  fe  -  af+Ii' 


(8) 


■«i)'--(>Vi'''+5'+<''. 


also  schliessücli 

(9) 


M  = 


g  +  pm'  +  q«'  +  >■ 


yi>'  +  9'  +  '-"  Vi''' +  2"+'''* 

In  ähnlicher  Weise  lasst  sich   auch  die  Neigung  v  der  Geraden 
gegen  einander  durch   ihre  Coordinaten  berechnen.     Man  bat  (p.  7); 
cos  V  =  cos  a  cos  a'  -\-  cos  ß  cos  ß'  +  cos  y  cos  j-', 
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also  wegen  (7)  und  (8): 

(10)  cos  V  =  —=^£±-^S^±^^^^_. 

Insbesondere  sind  die  Coordiiiaten  dür  X-Axo: 

H'p'  =  X.;  —  X,',     q   =  0,    )■'  =  0,    n   =  0,    %'  =  0,    p'  =  0. 
Das  Moment  Jlf^  der  Linie  p,  5,  r,  jt,  k,  p  iu  Bezug  aaf  die  X-Ase 
wird  also  nacli  (9): 


'      Vr" 

+  s 

:■  +  ' 

»yi- 

*"'      Vi.- 

+  ! 

[•  +  ■ 

■■ys" 

*■ 

'■> 

Vi-^  +  a'  +  '■'  y»'' 

Berechnen  wir  ferner  das  Moment  M,j!  der  gegebenen  Geraden 
in  Bezug  auf  die  unendlich,  ferne  Gerade  (Bd.  I,  p.  67)  der  X-F-Ebene. 
Die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  der  letztem  mit  der  F-Axe  und 
der  -Z-Axe  sind  bez. 

0,     0,     a, 

0,    ;.,   0, 

wenn  lim  0  =  00  und  lim  &  =  00  genommen  wird.    Wir  machen  (was 
allerdings  eine  willkürliclie  Festsetzung  involvirt)  «  ^  Zi;  dann  wird: 

;t'p'  =       0,      ^'  %'  =  —  a' , 

n'q'  =       a,      fi  je   =       0, 


ebenso: 

also: 


Vp'  +  3'  +  r'  V'la' 


m  ]/2 '  ^''■'         iii  ]/2 ' 


Hiermit  sind  die  Verhältnisse  der  Coordinaten  geometrisch  deflnirt: 
Die  Coordinaten  p,  q,  r  einer  Geraden  verhalten  sieJi  (wenn  jnan 
am  nothwendigen  Grensübergmtg  passend  ausfuhrt)  wie  die  ihrer  Mo- 
mente in  Bemg  auf  die  drei  mtendlich  fernen  Geraden  der  Coordinaten- 
ebenen,  die  Coordinaten  n,  x,  9  wie  ihre  Momente  in  Besv^  auf  die 
drei  Coordinatenaxe^. 

Die  Gerade  ist  auch  bestimmt,  wenn  die  absoluten  Werthe  der 
fünf  Grössen: 
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J)f,,  M„  M.,  ^,   ^ 

gegeben  sind,  zwischen  duneu  die  Relation 

M  M,,. 

bestehen  muss. 

Nach  (9)  ist  die  Bedingung  düfür,  dass  die  Geraden  p,  q,  r, 
n,  «,  p  und  p' ,  g',  r' ,  Ji\  x  ,  q'  sieh  schneiden  (oder  einander 
parallel  sind),  gegeben  durch  die  Gleichung 

(11)  p'ü:  -\-  q  X  -^  r' Q  -i-  px'  -ir  qx'  -\-  ^-q'  =  0. 

Sind  p',  q',  r' ,  ■x  ,  k  ,  p'  Coordinaten  einer  gegebenen  Geraden  und 
i'i  2i  *")  ^j  "i  Q  veränderiieh  (aber  so,  daas  sie  immer  der  Bedingung 
(3)  genügen),  so  ist  dies  äi&  Gleichung  der  gegebenen  Geraden  in  Linien- 
coordinateit,  d.  i.  die  Bedingung,  welcher  alle  Treffgeraden  derselben 
genügen  müssen  (vgl.  p.  42),  Insbesondere  ist  ;r  ^  0  die  Gleichung 
der  X-Äxe,  ß  =  0  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
r- 2- Ebene. 

Aus  (n)  ergeben  sich  leicht  die  Bedingungen  dafür,  dass  ein 
Punkt  auf  einer  Geraden,  oder  dass  eine  Gerade  in  einer  Ebene  liegt. 
Es  sei 

p'  -.q'  :r'  -.n'  -.x'  :(}'  =  x'  ~  x:y'  —  y  is'  ~  ä: 

:  y^'  —  y's  :  sx   —  s'x  :  xy'  —  x'y, 
wo  X,  y,  s  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  beider  Geraden  sind, 
indem  (11)  erfüllt  ist.     Wir  haben  also: 

(12)  {x-  -x)x-\-{y~y)x-\-  (^'  -  s)  q 

+  {$e'  —y'^)p  +  (2^'  —  ^'x)q  +  {xy'  —  x'y)r  =  0; 
und  diese  Gleichung  muss  für  alle  Werthe  von  x',  y ,  z'  erfüllt  sein, 
denn  die  Verbindungslinie  von  x,  y,  z  mit  jedem  Punkte  w' ,  y' ,  / 
schneidet  die  Linie  p,  q,  r,  m,  x,  p  (nämlich  eben  in  x,  y,  z).  Es 
müssen  dalier  die  Coefficienten  von  x' ,  y' ,  s'  in  (12)  einzeln  Null 
sein,  d.  h.  man  hat 

K  +  sq  —  yr  =  0, 

(13)  .  +  ..--.^  =  0, 
P  -i-yp  —  Bq^^), 

%x  ^  Ky  ^  QS  =  0. 
Durch  einen  Punkt  gehen  zweifach  unendlich  viele  Gerade;  die   ge- 
fundenen  vier  Gleichungen  müssen   also  mit  zweien  äquivalent  sein. 
In  der  That  folgt  die  letzte  aus  den   drei  ersten,  wenn  letztere  bez. 
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mit  X,  ij,  z  multiplieirb  und  dann  addirt  werden;  die  dritte  ergibt 
sich  aus  deo  beiden  ersten  vermöge  der  fundamentalen  Identität  (3). 
Also: 

-Die  Gleichungen  (13),  von  denen  je  swei  aus  den  beiden  andei-en 
folgen*),  sind  die  Bedingungen  dafür,  dass  die  Linie  p,  q,  r,  x,  n,  p 
durch  den  Punkt  x,  y,  s  hindu/rchgekt 

Ganz  analog  erledigt  sich  die  dualistisch  entsprechende  Aufgabe. 
Es  seien  u,  v,  w  die  Coordiuaten  der  Ebene,  welche  den  beiden  sich 
schneidenden  Geraden  gemeinsam  ist,  und  u  ,  v' ,  w'  die  Coordinaten 
einer  anderen  Ebene,  so  dass  nach  (5) 


p   -.q  : 


Dann  folgt  aus  (11)  für  alle  Werihe  von  m',  v' ,  iv': 
(12)*     {viv   —  v'w)  7t  +  {ivu'  —  w'u)  «.  +  {uv   —  u'v)  Q 

+  («'  -  u)p  Jr{v'-v)q  +  (w'  ~  w)  r  =  0. 
Also  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

p  -{-  wx  —  VQ   =  0, 

^^"'  r  +  v3t  -  u%   =  0, 

pu  +  qv  -\.rw  =0. 
Diese  Gleichungen,  von  denen  im  Allgemeinen  je  swei  aus  den  beiden 
anderen  folgen,  sind  die  Bedingungen  dafür,   dass  die  Linie  p,  q,  r, 
Ä,  X,  p  in  der  Ebene  u,  v,  w  liegt. 

Die  vorstehenden  Ueberlegungen  lassen  ferner  erkennen: 
Es  ist  (12)  die  Gleichung  einer  I  Es    ist   (12)*    die   Gleichung 

Ebene  in  Veränderlichen  x,  y,  s,  des  Punktes  in  Veränderlichen 
welche  durch  den  Punkt  «',  y' ,  z'  n,  v,  w,  in  welchem  die  Gerade 
und  durch  die  Gerade  p,  q,  r,  äiU,  q,  r,  a,  x,  q  von  der  Ebene 
X,  y  gelegt  wird.  '"■',  v' ,  tv'  geschnitten  wird. 


*)  Wenn  trotzdem  alle  vier  Gleichungen  beibehalten  und  niobt  zwei  von 
ibnen  a,iiegewählt  werden,  ao  gesehiebt  dies  tbeils  aua  Gründen  der  Symmetrie,  haupt- 
s'acblicb  aber  deshalb,  weil  in  besonderen  Fällen  die  Auswahl  nicht  gleichgültig  ist. 
Für  a;  =  0,  y  —  0,3=^0  sind  e.  B.  die  ersten  beiden  Gleichungen  und  die  letzte 
erfüllt,  sobald  nur  n  =  0  and  m  ^=  0;  die  Identität  ergiebt,  daas  dann  r  ■  q  ■=  0 
sein  muss;  aber  erst  aus  der  dritten  Gleichung  würde  man  erkennen,  dass  die 
Lösnng  Q  =  0  j,\\  wählen  ist.  Vgl.  über  solche  überzählige  Gleichangen  Bd.  I, 
p.  280,  389  und  691. 
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Es  war  (9)  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ia  Linieneoor- 
diiiaten.     Wir  können  also'  schliesaen: 

Eine  lineare  homogene  Gleichung  in  Linimcoordincdm : 

(14)  aj>  +  &2  +  cp  +  KW  +  ^%  +  yp  =  0 

ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  zoemt  die  Coeffieienten  der  Be- 
dingung 

(15)  aa-^hß^Cf^O 

genügen.  In  der  Tiiat  kaun  mau  dann  ja  die  Coeffieienten  als  Coor- 
dinaten  einer  gegebenen  Geraden  p' ,  q' ,  r' ,  %' ,  %' ,  q'  betrachten, 
indem 

(2  :  6  r  c  :  «  :  j3  :  y  =  ir'  :  k'  :  p'  :  jp'  :  5'  :  r'. 

Welches  Gebilde  aber  wird  dnrch  die  allgemeine*)  lineare  Gleichung 
(14)  dargestellt,  wenn  die  Bedingung  (15)  nicht  erfüllt  ist?  Jeden- 
falls erhalten  wir  ein  System  von  dreifach  unendlich  vielen  Linien; 
einen  allgemeineti  linearen  Comiilex,  während,  wenn  (15)  erfüllt  ist, 
alle  Treffgeraden  der  dargestellten  Linie  einen  sogenannten  „specielkn" 
lineareiz  Complex  bilden;  die  Linie  selbst  heisst  die  Äxe  des  specieUen 
Complexes.  Die  Gruppirung  der  Linien  eines  Complexes  im  Räume 
beurtheilen  wir  hauptsächlich  nach  den  Gebilden,  welche  erzeugt 
werden  von  allen  Geraden  des  Complexes,  die  in  einer  Ebene  liegen 
oder  durch  einen  Punkt  gehen.  Für  den  speciellen  linearen  Complex 
gelten  offenbar  die  Sätze: 


Alle  Linien,  welciw  in  einer 
Ebene  u',  v',  w'  liegen,  gekmi  durch 
einen  Punht;  IctBterer  iBt  0 
durch  Gleichmtg  (12)*. 


Alle  Linien,  welche  äwch  einen 
Punkt  x  ,  y',  /  gehen,  liegen  in 
(Aneif  Ebene;  letztere  ist  dargestellt 
durch  Gleichung  (12). 

Diese    Sätze   bleiben    aber    auch   für    den    allgemeinen    linearen 
Complex  bestehen;    denn  alle  Punkte  x,   y,   2,    deren  Verbindungs- 
linien mit  eiDem  festen  Punkte  x' ,  y' ,  s'  dem  Complexe  angehören, 
genügen  nach  (14)  der  Gleichung: 
(15)    a  ix'  -  x)  +  J)  (y'  —  ?/)  +  c  (s'  —  ß)  +  «  (ys'  —  y' s) 

+  ß  {sx'  —  b'x)  +  V  {xy'  -  xy)  =  0. 
Dieselbe  ist  linear  in  x,  y,  s,  stellt  also  in  der  That  eine  Ebene 
dar;  diese  geht  natürlich  durch  den  Punkt  x' ,  y' ,  /  selbst  hindurch. 

■*)  Ks  ist  dies  die  allgemeiDhte  liceaie  Gleichung  Bwisclien  Liaiencoordi- 
naten;  denn  letztere  sind  nur  VeibältniaBzablea,  alle  Gleichungen  zwischen  ihnen 
müssen  also  homogen  sein;  nicht  homogene  Gleichungen  haben  für  die  Geometrie 
keine  Bedeutung  (wohl  alter  fiic  die  Statik  nach  dpn  ^tlieitwi  von  MGhiiis 
imil  Poinsot) 
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Der  specielle  Complfx  lat  cUcUulIi  ausgezeichnet,  dass  alle  Ebenen, 
welche  den  Punkten  des  Raumes  ao  zugehoien,  einen  Büschel  bilden, 
indem  jede  Ebene  des  Büschels  allen  m  ihi  liegenden  Punkten  zu- 
georduet  ist.  Veimoge  der  allgemeinen  linearen  Gleichung  (15)  ist 
dagegen  jedem  Punkte  eine  besoudeie  Ebene  zugeordnet  und  umge- 
kehrt. Die  Cooidiu^ten  u  ,  i  ,  n  dei  Ebene  (15)  ergeben  sieh,  in- 
dem, man  die  Imke  Seite  dei  Weichun^  luf  die  Form  u'x  -j-  v'y 
-^  WS  -\-  1  bringt,  es  ist  dabei 

öm'=       *  -^yy'  —  ß^'  —  ^^ 

(16)  fli-'  =  — yx'+    *     -\-as'^h, 

stv'  ==  +  ßx'  —  ay'  +  ■  *    —  c, 

ß  =       ax'  -\-by'  -\'-cz'  +  *. 

Die  hierdurch  festgelegte  Beziehung  zwischen  den  Punkten  und 
Ebenen  des  Raumes  ist  ein  besonderer  Fall  der  sogenannten  duali- 
stischen oder  reciprokeii  Vertcandtschaß.  Die  allgemeine  Verwandtschaft*) 
dieser  Art  ist  gegeben  durch  die  allgemeinste  lineare  Beziehung  zwischen 
Punkten  und  Ebenen,  also  durch  vier  Gleichungen  der  Form  (vgl. 
Bd.  I,  p.  264): 

0U  =  »11  a:  +  (^läJ/  -f-  «ib:5  +  «14, 
ev  =  %a;  +  a^0  -f  a^s^  +  a^, 

ffW  =  a^iX  -j-   «32«/  +   «83«  +   «34, 

ff  =  a^^X  +  «,aJ/  +  «432  +  fl!,^. 

Für  den  Fall,  wo  an^ati,  ist  dies  die  Beziehung  zwischen  Pol 
und  Polarebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche 
wir  später  studiren  werden.  Stellt  man  die  Forderung,  dass  joder 
Punltt  in  der  zugehörigen  Ebene  liegt,  dass  also 


)  A  agelic  A  voq  diesem  Begriffe  der  Verwandtschaft  sind  die  geomoti-i- 
s  heu  Be  hun  n,  welche  aich  nach  Plücker  aus  Betraclitang  des  linearen 
Comilesea  e  gehen,  aclioii  früher  im  Aneoh.lusse  an  die  Gleichungen  (16)  studirt 
wo  leü  80  on  (liorgini  (Memoire  della  Societä  italiana  della  scienoe,  Bd.  20, 
8  7)  Mob  UB  (Crelle's  Journal,  Bd.  10,  p.  317,  1833  und  Lehrbnoh  der  Statit, 
Bte  The  1,  §  84  ff,  Leipzig  1837;  Gesammelte  Werke  Bd.  1,  p.  491  nnd  Bd.  S, 
p.  118),  Chasles  (vgl.  das  auf  p.  20  citirte  Memoire  de  gÖomötric,  g.  XXIV), 
Magnus  (Aufgabensammlung,  2.  ,Theil,  1S37).  Rein  geometrisch,  wurde  der 
lineare  Complei  definiii  von  Chasles  (Liouville's  Journal,  t.  4,  1839),  unter 
dem  Namen  „NullBystem"  von  von  Staudt  (Beiträge  zw  Geometrie  der  Lage, 
Nürnherg  1S56,  p.  Ü8),  von  Sylvester  (Comptes  rendus  t,  &2,  18G1). 
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{ux  +  iiJ/  +  WS  +  1)  ö  =  a,^x^  +  CL,.^f  +  «33^^  +  a.^^ 

+  («13  +  "äi)  ^y  +  («la  +  «3i)  *2  +  (flu  +  %,)  X 
+  («aa  +  ««a)  y^  +  («S4  +  04a)  **     +  C%4  +  «4:;)   S 

=  0, 
ao   folgt:   «11  =  (igg  =  «ag  =  ß^,j  =  0 ,     «1^  =  —  Oa, ,     «13  =  —  «si  > 
«M  ==  —  %,     «aa  =  —  'hi)     <hi  ==  —  '^■äi     «31  =  —  «4S- 

Die  (iwrcA  (?e»  linetwen  Complex  Jmgriindefe  redprolce  Verwandtschaft 
ist  also  (Ue  allgemein^ ,  hei  welcher  jede  Eheste  den  ihr  entsprechenden 
BimM  mtMU. 

Pör  jede  lineare  reeiproke  Verwandtschaft  gilt  tler  Satz:  Einer 
Ftmlcbreihß  entspricht  ein  ütr  prqjeciimscher  Eimenbüsehel.  lu  der  That, 
den  Punkten  der  Reihe 


. 

1  + 

y^ 

^a 

S„t 

+  u„ 

l  +  I 

entsprochen 

dic  Ebenen 

A,  + 

lÄ 

V  = 

■B. 

+  1B, 

.+  iO, 

A 

+  11),' 

+  1B, 

^,  =  a,j3:j  +  a,s,yi  +  ttjäSi  +  0,4,  2*,  =  «31%  +  dsa»/,  +  a^^z^  +  %j, 
A  =  aiia:ij  +  «isy2  +  «i3«ä  +  fflu,  -Ba  =  «ai^s4-«sayä  +  %i^2  +  «adj 
Ci  =  %ia:i  +aasS'i  +  «an^i  +  %>  A  =«4i'^i +  ««2/1 +  «4b^i +  «m> 
Ca  ^»Bia^  +  «8s!/ä  +  ^■ä's  +  «si.     öä  =  ß4iiCs  +  a4s2/ü -F«4s^s +  %4- 

In  unserem  Falle  tritt  die  Besonderheit  ein,  daas  Pwnktreihe  tmd 
sugehoriger  Ehenenlüschel  perspectimsch  liegen.  Es  ist  so  jeder  Geraden 
eine  andere  augeordnet,  und  diese  Zuordnung  ist  „involutorisch"  (d.  h. 
wechselseitig,  was  für  die  allgemeine  reeiproke  Verwandtschaft  nicht 
gilt,  wohl  aber  für  die  Polar  Verwandtschaft  bei  Flächen  zweiten 
Gfradea).  Die  eine  der  beiden  Geraden  heisst  die  conjugirte  Polare 
der  andern  in  Bezug  a/iif  den  linearen  Complex.  Dieser  involutorische 
Charakter  der  Beziehung  hört  sofort  auf,  wenn  die  Determinante 
der  linearen  Gleichungen  (16)  verschwindet,  d.  h.  wenn  (acc  -\- 
bß  +  cyy  =  0,  also  für  den  speciellen  Complex;  in  dem  Falle 
ist  jeder  beliebigen  Geraden  die  Äse  des  Complexes  als  conjugirte 
Polare  zugeordnet.  Im  Folgenden  soll  das  Versehwinden  dieser  Deter- 
minante ausgeschlossen  sein.  — -  Mittelst  der  Gleichungen  (16)  be- 
weist man  noch  leicht  folgende  Sätze: 

Bewegt  sich  eime  gerade  Linie  in  einer  Ebene,  so  dreht  sieh  ihre 
conjtigirte  Polare  um  den  der  Ebene  ^tgehörigmt  Punht. 

Jede  Linie  des  Complexes  ist  ihre  eigene  reciproJie  Polare. 
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Jede  Linie  des  C0mple3.es,  ivdclu  ^nei  anandei  coiißigule  Polaren 
schneidet,  gehört  dmn  Com^lexe  an 

Ebenso  wie  die  Ebenen  emes  Büschels  veilialteii  sich*)  alle  Ebenen, 
die  einer  festen  Ebene  parallel  sind  die  ihnen  eiitspiecb enden  Punkte 
bilden  eine  gerade  Linie  Bedeutet  namhch  A  einen  Paiameter,  so 
sind  bekanntlicb  alle  Ebenen  des  Systems 

(17)  ItX  4-  ^2/  +  !03  +  A  =  U 

unter   einander   parallel,   und  «war  parallel   zn   der  Ebene  ux  -{-  vy 
-|-  (y^  -j-  1  =  0.     Die  Gleielumgen  (IG)  ergeben  daher  für  die  Ooor- 
tlinaten  der  den  Ebenen  (17)  zugeordneten  Punkte; 
_    *_    -  c«  -f    hw  —  la 

(18)  y-"..+\+     y.  +  ^' 

_  -  hu  +  ««  +      *    -ly 
«»  +  ßf+     7*0+    * 
Diese  Gleichungen  können  in  der  Form 

x^  Xty-\-  d  cos  «',     y  =  'Ju  -{-  d  cos  ß' ,     0  ==  s,,  -\-  d  cos  y' 
geschrieben  werden,  wenn  d  einen  neuen,  zu  l  proportionalen  Pai'a- 
nieter  bedeutet,  nämlich: 

und  wenn: 

*o  =  ^M  +  ß^  +  y^v  '       '■'0  =   «»H-ßtJ  +  y«.  '       ^"  '^  ~;^+J^~+^w  ' 


cos  y'  ■ 


y„ä  +  ß"  +  i' 

Diu  hier  eingeführten  Grössen  a^^,  y^,  Sg,  cos  «',  cos  ^',  cos  y'  haben 
immer  endliche  augebbare  und  bestimmte  Werthe,  es  sei  denn,  dass 
die  Ebene  Jt,  v,  w  parallel  der  durch  (19)  bestimmten  Richtung  ist. 
Sollte  nämlich  der  Nenner  «^  +  ^^  +  y^  verschwinden,  so  müsaten 
a,  ß,  y  einzeln  Null  sein;  es  würde  also  auch  ace  -j-  b ß  -\-  cy  =  0 , 
d.  h.  wir  hätten  einen  speciellen  Comples,  was  wir  ausgeschlossen 
haben  (p,  53).  Der  Nenner  au  -i-  ßv  -\-  yiv  würde  Null  werden, 
wenn  die  Ebene  u,   v,  w  der  Geraden  mit  den  Eichtiingswinkeln  «', 
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ß',  y'  parallel  wäi'e;  dies  ist  aiao  durcli  passende  Walii  der  Grössen 
«,  V,  10  immer  zu  vermeiden.  Jede  Linie,  welche  iu  der  augegebenea 
Weise  einem  Systeme  von  Parallelebenen  entspricht,  heisst  ein  Durch- 
ineaser  des  Immren  Complexes.     Aus  (19)  folgt: 

Alle  Durchmesser  eines  linearen  Complexes  sind  unter  einander 
parallel. 

Unter  ihnen  ist  einer  dadurch  ausgezeichnet,  dass  er  senkrecht 
steht  auf  den  Ebenen,  welchen  seine  Funkte  angehören.  Dieser  Durch- 
messer heisst  die  Axe  des  Complexes;  für  die  entsprechenden  Ebenen 
muss  man  haben: 

■U,  -.V  -.W  =  cos  a'  :  cos  ß'  :  cos  /' , 
also  wegen  (10): 

Nach  (18)  sind  demnach  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Axe: 

„^  +  ,j^  4_  y^     ' 


(20) 


«'  +  fi-  +  y=     ' 


wo  X'   einen  Parameter  bezeichnet;   bei   einem   allgemeinen   linearen 
Complexe  sind  dies  immer  endliche  bestimmte  Grössen. 

Die  Gleichung  des  Complexes  wird  besonders  einfach,  wenn  wir 
die  soeben  bestimmte  Axe  als  ^-Axe  des  Coordinaten Systems  ein- 
führen. Es  muss  dann  für  alle  Werthe  von  X'  x  ^  ()  und  j/  =  0 
sein,  also: 

ff  =  0,     /5  =  0,     hy  —  cß^O,     ca  —  ay  =  0, 
folglich,  da  y  nicht  Nnll  sein  kann: 

a  =  Q   und    f)  =  0. 
Die   Gleichung  des   Complexes,  bezogen  auf  ein  Coordinaten  System, 
dessen  2- Axe   mit  der  Axe  des  Complexes  Kusammenfällt,  ist  somit 
(21)  yp  +  cr  =  0. 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  seiner  Axe  sind 

'    *         '  y 

Die  Gleichungsl'orm  (21)  kann  auf  unendlich  viele  Weisen  hergestellt 


y  Google 


56  Erste  Abthoilnng. 

werden*),  da  nur  die  2- Äse  festgelegt  ist,  wälireud  X-  uud  y-Axe 
nebst  dem  Aufaugspuokte  noch  unbestimmt  bleiben. 

Die  Beduigung   dafür,   dass   die  Verbindungslinie  zweie:-  Punkte 
ic,  y,  s  und  x',  y',  s'  dem  Complexe  angehört,  wird  jetzt 
(22)  j,(a;/-a.'3/)  +  c(/-^)  =  0. 

Diese  Gleichung  bleibt  ungeändert,  wenn  man  gleichzeitig  %  durch 
s  -\-  l  und  g'  durch  s'  +  l  ersetzt.  Also:  Gekört  eine  Lmk  L  dem  Com- 
plexe an,  so  gilt  dies  auc/t  von  jeder  Linie,  loelche  aus  ihr  durch,  Yeasehiehung 
in  BicMung  der  Z-Axe  entsteht,  d.  h.  durch  eine  Bewegung,  bei  welcher 
jeder  Punkt  von  L  auf  einer 
Parallelen  zur  X-Äxe  fort- 
rückt, während  L  immer 
zu  sich  selbst  parallel 
bleibt  (so  sind  in  Fig.  9 
die  Linien  L' ,  L"  aus  L 
entstanden). 

Der  Ausdruck  xy' 
—  x'y  ist  gleich  dem 
doppelten  Inhalte  des  Drei- 
ecks, welches  vom  Anfangs- 
punkte und  den  Projec- 
tionen  der  Punkte  x,  y,  z 
und  x' ,  y' ,  s'  auf  die  X- 
Y-  Ebene  gebildet  wird. 
(Bd.  I,  p.  12).  Dieses  Dreieck  kann  nicht  geändert  werden,  wenn 
man  beide  Punkte  sich  auf  Kreisen  um  die  if-Axe  bewegen  lässt, 
ohne  ihre  gegenseitige  Entfernung  und  ihre  ^-Coordinaten  zu  ändern. 
Alle  Linien,  welche  dadurch  aus  L  erhalten  werden,  genügen  also 
auch  der  Gleichung  (22) :  Mme  Linie  des  Complexes  geht  tmeder  in  eine 
solche  über,  werm  man  sie  um  die  Z-Axe  rotiren  lässt. 

Um  sich  eine  Vorstellung  von  der  Anordnung  der  Oomplex- 
linien  im  Räume  zu  machen,  genügt  es  hiernach,  alle  Linien  des 
Complexes  zu  untersuchen,  welche  eine  Gerade  treffen,  die  zur  Äxe 
des  Complexes  senkrecht  steht  und  dieselbe  schneidet.  Diese  Gerade 
braucht  man  dann  nur  um  die  Z-AxB  rotiren  zu  lassen  und  längs 
derselben  zu  verschieben,  um  alle  Linien  des  Complexes  zu  erhalten**). 


*)  Auf  die   vollständige    algebraische   Erledigung    dicäor   Transformation 
in   der  Folge   tiei  UnterBuchuug   der  Beziehungen   Bwiaehen   einem 
linearen  Complexe  und  einer  Fläche  (boa.  Curve)  zweiter  Ordnung  zurück. 

**)  Plucker   consti'uirt  a.  a,  0.   alle  Complexlinien  als  Tangenten  gewisser 
Schraubenlinien;  auch  hierauf  gellen  wir  später  ein. 
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Als  solche  Gerade  wählen  wir  insbesondere  die  X-Äxe.     Eiuem  Punkte 
x  ,  0,  0  derselben  ist  nach  (22)  die  Ebene 

yx'y  +  CS  =  0 
zageorduet,  also  eine  Ebene,   welche   selbst  durch  die   X-Axe  hin- 
durchgeht; folglich:  Jed&  Linie,  welche  sur  Äxe  smlcreckt  steht  und  die- 
selbe schneidet,  gehört  dem  Oomplexe  an'''). 

Bewegt  sich  der  Punkt  x',  0,  0  auf  der  X-Axe,  so  dreht  sich 
die  zugehörige  Ebene  um  diese  Axe.  Ihre  jedesmalige  Neigung  ^ 
gegen  die  X-T-Ebene  ist  bestimmt  dm"ch  die  Gleichung: 

tang  9»  =  -  =  ^  ■ 


Dem  Anfangspunkte  {x'  =  0)  entspricht  also  die  Ebene  s  =  0,  wie  es 
nach  der  Definition  der  Complexase  sein  muss;  90  wächst  mit  wachsen- 
dem x';  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  X-Ase  entspricht  die 
X- 2'- Ebene.  Ist  das  Verhältniss  y  :  c  gegeben,  etwa  gleich  S,  so 
kann  man  die  zu  x'  gehörige  Ebeno  leicht  construiren  (vgl.  Fig.  10). 
Es  sei  OA  =  x'  und  OB  =  d;  man  ziehe  BC\\  OA  und  GD=OA 
=  x'   senkrecht  zur  X-F-Ebene;   dann  ist  der  Winkel  BBC  gleich 

*)  Es  ergibt  sioli  diea  aiict  daraus,  daea  alle  die  erwähnten  Linien  auch 
die  unendlich  entfernte  conjugitte  Polare  der  Äxe  treffen;  denn  die  »urAse  aenk- 
rechten,  einandei-  parallelen  Ebenen  verhalten  sich  analytisch  wie  ein  Ebenen- 
bnschel  mit  unendlich  ferner  Axe;  vgl,  die  Note  zu  p.  54  und  unten  p.  88f. 
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q>,  die  gesuchte  Ebene  also  durch  die  Linie  AD  und  die  X-Axe  be- 
stimmt. Alle  ComplesliDien,  welche  durcli  A  geheu,  liegen  in  der 
so  construirtea  Ebene. 

Führt  man  diese  CoDstruction  für  alle  Punkte  der  X-Axe  aus, 
so  erhält  man  unendlich  viele  Linien  AD,  welche  eine  Fläche  bilden. 
Diese  Fläche  ist  von  der  zweiten  Ordmmg.  In  der  That,  die  Punkte 
A  der  X-Axe  sind  perspectivisch  durch  einen  Büschel  you  Parallelen 
auf  die  Punkte  der  Linie  JBC  bezogen,  die  letzteren  aber  sind  wieder 
perspectivisch  zu  den  Punkten  der  Linie  SD;  also  die  Punktreihe 
OA  ist  projectivisch  zu  der  Reihe  J5D;  somit  bilden  die  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Klasse*). 

Diese  Fläche  muss  man  sich  für  jede  zur  Z-Aub  senkrechte  Treff- 
gerade derselben  construirt  denken;  dann  kennt  man  alle  Complex- 
linien. 

V,    Systeme  von  zwei  und  drei  linearen  Complesen. 

Das  einfachste  Beispiel  einer  Congniens  (p.  42)  liefern  die  Oe- 
radeu,  welche  gleichzeitig  zwei  linearen  ComplexenC=0  und  C  =  Ooder 

I  G  ^.ap   +  hq   -{^  er  ^  a^   i- ßx   +  y?   =0, 
■^  -'  l  C'  =  a'p+b'q  +  c'r  +  a'a:  +  ß'-A-\-y'(}  =  0 

angehören.  Sind  beide  Complexe  specielle  (p.  51),  so  hat  man  ein- 
fach die  Geaammtheit  der  Geraden,  welche  zwei  gegebene  Gerade 
schneiden;  aus  einem  solchen  Systeme  von  zweifach  unendlich  vielen 
Geraden  besteht  aber  auch  die  allgemeinste  Congruenz,  welche  durch 
zwei  lineare  Complexe  bestimmt  werden  kann. 

Betrachten   wir  die   von   einem  Parameter  l  linear   abhängende 
Sebaar  von  Complexen 
(2)  C+W'  =  0, 

denen  allen  die  durch  die  Complexe  (1)  bestimmte  Congruenz  ge- 
meinsam ist.  Jeder  Complex  der  Schaar  ist  durch  einen  Parameter 
l  bestimmt,  dessen  geometrische  Deutung  uns  später  beschäftigen 
wird.  In  dieser  Schaar  sind  im  Allgemeinen  zwei  specielle  Complexe 
enthalten;  die  Parameter  derselben  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung 

(a-\-ka)(a^U-)  +  (b  +  ?.b'){ß  ^  Iß')  ^(c-i-U')ir  +  ^y')-0 
oder  nach  Potenzen  von  l  geordnet; 


*)  Und  zwiir  hier  ein  sogenanntes  hyperbolisches  Paraboloid,  wio  man  auf 
Gi'uud  dei'  später  zu  gebenden  Definition  einet  solchen  Fläche  leicht  nachweist. 
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{aa  +  hß  +  cy)  -f-  ^  (aa'  +  bß'  +  cy'  +  a  a  +  h' ß  +  c» 
t^)  +  !i'  («'«'  +  ^.',3'  +  c'y')  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  werden  im  Allgemeinen  von  einander 
verschieden  sein;  sie  seien  X'  und  X",  so'dass 

r=G'+A'C'  =  0  und  r'  =  C  +  X"C'  =  0 
die  Gleichungen  der  beiden  speciellen  Complexe  darstellen.     Nun  ge- 
hört die  den  Complexen  (2)   gemeinsame  Congruenz  auch  den  Com- 
plexen  r  =•  0  und  T' =  0  an,   und  umgekehrt,   denn  die  Gleichung 
(2)  kann  auch  in  der  Form 

(4)  ■     .r+ftr'=0,   wo  (i.=>^_£=j4. 

dargestellt  werden.  Die  Gongrumg  bestehi  also  ans  allen  geineviisanien 
Treffgeradm  der  beiden  Geraden,  loelche  die  in  d&r  Schaar  (2)  enthal- 
tenm  speciellen  Gümplexe  darstellen*).  Diese  Geraden  heissen  Leitlinieit 
oder  Dkechicen  der  Congrtiens;  dieselben  werden ,  sich  im  Allgemeinen 
nicht  achneiden  (vgl.  unten).     Offenbar  gilt  der  Sata: 

In  jeder  Ebene  liegt  eine  tmd  diirch  jeden  PiiM  geht  eine  lAnie 


Erstere  Gerade  ist  der  Ort  derjenigen  Punkte,  welche  vermöge 
(2)  der  betrachteten  Ebene  zugeordnet  sind;  letztere  ist  gemeinsame 
Schnittlinie  derjenigen  Ebenen,  welche  mittels  (2)  dem  Punkte  ent- 
sprechen.    Hieraus  erhält  man  ferner  den  Satz: 

Die  beiden  Direciricen  sind  einander  conjugwte  Polaren  in  Besag 
oAif  jeden  Complex  der  Schaar  (2). 

Ausgenommen  sind  hier  die  Punkte  der  Leitlinien  selbst;  durch 
einen  solchen  Punkt  gehen  unendlich  viele  Gerade,  sie  bilden  die 
durch  ihn  und  die  andere  Leitlinie  gelegte  Ebene.  Ebenso  liegen  in 
jeder  durch  eine  Leitlinie  gehenden  Ebene  unendlich  viele  Gerade 
der  Congruenz;  dieselben  schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  andern 
Leitlinie. 

Untersuchen  wir  noch  die  Lagenverhältnisse  der  Durchmesser 
und  Äxen  unserer  Complexe  (2).  Zunächst  fuhren  wir  ein  ausge- 
zeichnetes Coordinatensystem  ein.  Als  Z-Axe  wählen  wir  diejenige 
Gerade,  welche  auf  beiden  Directricen  senkrecht  steht;  Anfangspunkt 
soll    der   Mittelpunkt    des   kürzesten   Abstandes    beider   Linien   sein; 

*)  Das  Studium  der  Strahlensysteme  (Systeme  toq  iweifact  uuendlicli 
vielen  Geraden)  wurde  schon  vor  Plüokei'  vonHamiltou  und  Kummer  (Crelle's 
Journal  Bd.  57,  1869)  in  Angriff  genommen.  Das  im  Texte  zu  behandelnde 
Strahl easystem  erster  Ordnung  und  erster  Klasse  insbesondere  ist  schon  von 
0.  Hermes  {Crelle's  Journal  M.  67)  untersucht. 
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dieser  Äbataud  mag  mit  21  bezeichnet  werden;  die  X-  und  Y^Ase 
sollen  80  liegen,  dass  sie  die  Wiatel  halbieren,  welche  von  den  Pro- 
jectiouen  der  beiden  Direetricen  auf  die  X-i^-Ebene  eingeschlossen 
wei'den.  Ist  T  =  0  die  GI_eichurig  der  Directrix,  deren  Projection  die 
Winkel  zwischen  den  positiven  Richtungen  der  Coordinatenaxen  hal- 
birt,  90  genügen  die  Coordinaten  irgend  zweier  ihrer  Punkte  den  Be- 
dingungen: 

wenn  &■  die  gegenseitige  Neigung  der  beiden  Direetricen  bezeicliEet. 
Ihre  Coordinaten  siud  also  nach  Gleichung  (1),  p.  43: 

5  ^a'  '     X  °  2      ^  '  ^'  ^' 

und  folglieli  wird  ihre  Gleichung: 

r=i(2<»tg|-y)  +  »  +  «  «otg  I  _  0 . 

Aendert  man  die  Vorzeichen  von  l  und  &,  so  ergiebt  sich  die  Glei- 
chung der  zweiten  Direetrix: 

r'  =  l{ii  cotg  I  +  |i)  +  j£  -  31  cotg  I  =  0. 

Die  Congruenz  erscheint  jetzt  nur  noch  von  der  einen  Conatanten 
l  abhängig,  dem  Farameter  der  Congruens;  er  ist  gleich  der  halben 
kürzesten  Entfernung  beider  Leitlinien. 

Die]   Richtungscosinus    der    Äxe    des    Complexes    r-J-ft^'  =  0 

werden  jetzt  nach  (19)  p.  54: 

& 
(^  -  1)  cos  - 


-  (,«  +  1)  äin  2 
cos  si'  =      -■  ,    Cüs  y'  =  0. 

l/l  —  2  fi  cos  Ö  +  ((.' 

Also:  Die  Axen  aller  Complexe  der  linearen  Sckaar  (2)  sind  einer  festen 
Ebene  parallel;  dieselbe  steht  senkrecht  auf  der  kürzesten  Entfernung 
beider  Leitlinien,  Da  nun  in  jedem  Complexe  alle  Durchmesser  der 
Axe  parallel  smd  (p.  55),  so  folgt  auch:  Die  Dtwchmesser  aller  Gom- 
ple(re  einer  linearen  Schaar  sind  einer  festen  Ebene  parallel. 

Emen  Punld;  der  Axe  des  Complexes  F  ~\-  fiF'  '^O  erhält  man 
nach  (30)  p    'J5  mitteist  der  Gleichungen; 
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.^  +  1)  s^ 


(ß)  ___  _^ 1,  _ 

*  ~     1  —  2  fi  cos>  +  ^^    '      ^  ~    1  ^  a  f^  coe  ö  +  (i*  ' 

_       Z  (ft^-  ~^) 

1  -  2  ^  cos  Ö  +  (i^ 

Da  ^  von  A'  unabbängig  ist,  so  folgt  wieder,  dass  alle  Axeii  der 
Ebene  s  =  0  parallel  siad.  Die  Gleichung  der  yon  den  einfach 
unendlich  vielen  Axen  gebildeten  Fläche  ergibt  sich  durch  Elimi- 
nation von  A'  und  jt  aus  den  drei  Gleichungen  für  x,  y,  ?..  Man 
findet: 
(6)  s  {x"  +  if)  sin  %-  —  2lxy  =  Q. 

Die  Ax&it  der  Complexe  einer  linearen  Schaar  iilden  eine  FVidic 
dritter  Ordnung. 

Auf  dieser  Fläche  liegt  auch  die  2-Axe;  sie  vfird  von  allen 
Axeu  der  Schaar  getroffen,  denn  nach  (5)  wird  gleichzeitig  x  =  0 
und  y  =  0  für  k'  =  0,  Unter  den  Linien  der  Fläche  sind  auch  die 
Directriceü  der  Congrnenz  enthalten,  deren  Funkte  sich  aus  (5)  für 
ji  ^  0  und  ft  ==  oo   ergeben,  nämlich: 

X  ==  —  l-  ).'  sin  9',     y  =  —  A'  sin^  -^  '9-,     s  =  —  l, 
mid: 

X  =^  -{-  -^  l"  sin  & ,    */  =  —  A"  sin^  -^  ^  j    s  =  -\-  J , 

wo  A'  =  k"ji.  Aus  der  Gleichung  für  s  geht  ferner  hervor,  daas  ; 
für  keinen  Punkt  der  Fläche  unendlich  werden  kaun.  Alle  anderen 
Linien  der  Fläche  Hegen  zwischen  diesen  beiden  Leitlinien,  so  dass 
sich  die  Fläche  nicht  über  letztere  hinaus  von  der  X-Y"-Ebene  ent^ 
fernt;  es  nimmt  nämlich  ^  den  grÖssten  Werth  -|-  l  für  ft  =  oo  und 
den  kleinsten  Werth  —  l  für  ft  =  0  au.  In  jeder  Parallelebene  zur 
X-Y-Ebene  liegen  zwei  Linien  der  Fläche,  denn  aus  der  Gleichung 
g  =  Const.  ergeben  sich  zwei  Werthe  von  [i,  welche,  in  die  Gleichung 
(1  -j-  ji)  X '=  (1  —  (i)  y  eingesetzt,  zu  den  Gleichungen  jener  beiden  Ge- 
laden  fühlen,  Fig.  11  (p.  62)  giebt  ein  Bild  von  der  Gestalt  der  Fläche*). 

*)  Zur  Erklärung  von  Pig.  11  sei  noch  Folgendes  bemerkt.  Dieselbe  be- 
zieht sich  Diiht  eigentlich  auf  Gleichung  (6),  sondern  auf  die  Gleichung,  welche 
entsteht  wenn  sicli  daa  Coordiaateasystem  um  die  Grösse  +  l  nach  unten  verschiebt 

^  +  V 
und   um   l'i    dioht,   d.  h.   wenn   man   s  durch  e  —  l  ersetzt;   x  durch  — t—  -,  y 

'  y2    ■^ 

durch   — -1=^  .     Man  erhält  dann  (wenn  noch  B'  =  y  genommen  wird); 

Von  der  Ebene  a  =  0  wird  die  Plilche  längs  der  T-  Ase  berülirt  (indem  a:'  =^  0, 
o.tisserdem  in  der  unendlich  fernen  Geraden  geschnitten);  von  der  Ebene  z=  2?  wird 
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Insbesondere  kaun  es  eintreten,  dass  die  eine  Leitlinie  unendlich 
■weit  Hegt,  wo  i3aini  alle  Linien  der  Congruenz  eine  feste  Gerade 
sclmeiden   (die   im   Endlichen   gelegene   zweite   Directrix)    und    einer 


festen  Ebene  parallel  sind.  Dieser  h'aii  der  sogenannten  parabolisdim 
Congrums  erledigt  sich  einfach  mittelst  der  später  einzufahrenden 
homogenen  Ooordinaten. 
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Eiöe  besondere  Besprechung  verlangt  noch  der  Fall,  wo  die 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (3)  imaginär  sind,  denn  dann 
verlieren  die  vorstehenden  Betrachtungen  ihren  geometrischen  Inhalt. 
Wir  werden  darauf  erst  eingehen,  wenn  wir  die  imaginären  Geraden 
allgemein  untersuchen. 

Es  bleiben  uns  jetzt  noch  die  Ausnähmefälle  m  betracliteii: 
1.  Die    beiden    Wwseln   der   quadratischen    Gleichung    fallen    zu- 
sammen, indem: 

(7)  4,(a«  +  bß  +  cr)(aa   +Vf' +cr) 
-  (aa  +  tß'  +  cr  +  aa  +  Vß  +  er)', 

während  die  einzelnen  Coefflcienten  in  (3)  nicht  Null  sind.  In  diesem 
Falle  sind  die  Direetrieen  einander  unendlich  benachbart;  die  Con- 
gruenz  hat  nur  eine  tesUmmie  Directrix,  die  Axe  des  eiiten  speciellen 
Complexes  unserer  Schaar. 

Diese  Axe  führen  wir  wieder  als  Z-Axe  ein,  so  dass 
r^  Q  ^.  xy'  ~  x' y  =  0 
die  Gleichung  dieses  speciellen  Complexes  wird.    Nimmt  man  zunächst 
r"  in  der  allgemeinen  Form 

äp  +  h'q  +  c'r  +  a'jr  +  ß' x  +  r> 
und  bildet  dann  die  quadratische  Gleichung  (3)  für  ^,  so  ergibt  sieb 

Ic   +  X^  {äa   +  Vß'  +  eV)  =  0. 
Da  beide  Wurzeln  dieser  Gleichung   den  speciellen  Complex  ergeben 
sollen,   hier  also   beide  gleich  Null  sein   müssen,   so  hat  man   auch 
c  =  0,  so  dass 

(8)  r+ir'  -i  (»>  +  Vq  +  «■«  +  /r«  +  ,'<>)  +  s. 

Iit  >lj(  =  1  +  3 '/,  so  ist  also  die  lineare  Sehaar  in  unserm  Falle 
duich  the  Gleichung 


Tcansactious  Ißfa'^,  p  9Ö1),  ebenso  Parent  (la  dorn  p  A  citiiten  Werke,  t.  II, 
jj  645  und  t  III,  p  470)  Auch  eine  aus  zwei  nicht  paiallelen  Schnitten  eines 
Cybndeis,  die  gegen  emandei  veidreht  sind,  duioh.  Veibindnng  entsprechender 
Punkte  entstehende  Limenßache  wird  Cylicdioid  jipnannt  (vgl  Fiedler,  Dar- 
stellende Geometne,  Bd  2,  p  410,  3.  Auflage)  Eine  sehr  anschauliche  Abbil- 
dung unaeieii  Flache  lindet  man  in  Ball's  Werke  Ihe  theoty  of  sciews,  Dublin 
1876  —  In  (6)  haben  wii  nach  doi  soeben  angegebenen  Constructionsmethode 
ofi^enhar  einen  speciellen  Fall  einer  allgemeineien  Linienflache,  welche  entsteht, 
wenn  mm  emea  Kej^elschnitt  und  eine  ihn  trefiende  Gerade  eindeutig  (projec- 
tivi&ch)  luf  einander  bezieht  nnd  dann  entsprechende  Punkte  Terbindet.  Ein 
Gjpämodell  einer  solchen  Fläche  findet  man  m  Sein,  VJI,  Kx.  31  der  von 
L  Biill  in  Daiin^tadt  heiau'igegebenen  „Matlifimti sehen  Modelle". 
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(9)  ap  +  h'q  +  a^  +  ^'«  +  J^f  =  0 

darstellbar.     Niui  sind  die  Coordinatcii  der  2-Axe: 

p  =  0,    g  =  0,    «  =  0,    )(  =  0,    4)  =  0,    wäliieudr^O; 
durch   dieaelbeo   ist   (9)   befriedigt   unabhängig  von    dem  Parameter 
(t,  also: 

Fallen  in  einer  Congntenz  äie  beiden  Dvrectiicen  in  eine  gerade 
Linie  zusammen,  so  ist  diese  Linie  selbst  eilte  getneinsckaftliche  Linie 
aller  Con^lexe  der  linearen  Schaar,  d.  h.  eine  Linie  der  Congrumz. 

Hiernach  erhält  man  eine  Congruenz  der  hier  betrachteten  Art, 
indem  man  alle  Geraden  nimmt,  welche  einem  gegebenen  linearen 
Complexe  angehören  und  eine  Linie  desselben  Complexes  treffen. 
Die  Geraden  der  Congruenz  ordnen  sich  folglieh  in  unendlich  viele 
ebene  Strahlbüsehel  an;  die  Mittelpunkte  derselben  liegen^  auf  der 
Direcfcrix,  die  zugehörigen  Ebenen  gehen  durch  dieselbe  und  bilden 
einen  Ebenenbüschel,  welcher  der  von  den  Mittelpunkten  gebildeten 
Punktreihe  projectivisch  ist.  Wir  haben  also  eine  Punktreihe  und 
einen  ihr  projectivischen  Ebenenbüsehel  der  Art,  dass  der  Träger 
der  lieihe  zugleich  Ase  des  Büschels  ist:  während  der  Punkt  auf  der 
Leitlinie  fortrückt,  dreht  sich  die  zugehörige  Ebene  um  die  Leitlinie. 
Eine  solche  Congrucnz  haben  wir  schon  früher  in  dem  besonderen 
Falle  construirt,  wo  die  Leitlinie  derselben  die  Axe  eines  linearen 
Complexes,  dem  sie  und  alle  anderen  Linien  der  Congruenz  ange- 
hören, trifft  und  zu  ihr  senkrecht  steht  (vgl.  p.  57,  besonders  Fig.  10). 

Dasselbe  erkennt  man  durch  Aufstellung  der  Gleichung  deijenigen 
Ebene,  welche  einem  Punkte  x',  y',  z'  der  2-Axe  in  den  Complexen 
der  Schaar  (9)  zugehört.  Für  einen  solchen  Punkt  ist  a;'  ^  0, 
(/'  =  0,  und  (9)  geht  über  in 

a  X  +  Vy  —  g'  (ft')/  —  ^' X)  =  0; 

in  der  That  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  die  ^-Axe 
geht,  und  deren  Coordinaten  linear  von  z',  dem  Parameter  der  Punkt- 
reihe, abhängen,  dagegen  von  ft  unabhängig  sind, 

2.  Die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (3)  sind  mbesUmmt, 
indem  gleichzeitig: 

\  aa    +6ß    -\-Cf    =0, 

(11)  aa'  -i-  hß'  -I-  cy'  +  ö'a  +  ö'/i  -\-  c'y  =  0. 

Die  Gleichungen  (10)  sagen  aus,  dass  die  beiden  ursprünglichen 
Complexe  C=0   und  C  =  0   specielle   sind;   wegen  (11)   schneiden 
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sich   die  Aseu   derselben;   dann  ist  aber  jeder   Oomiilex  der  Schaar 
C -\- iC  =  0  eiu  speeiellei',  denu  die  Relation 
(a  +  la)(a  + >.„■)  + (1  + IV  ){ß  +  lll')+(c  +  lc)(r  +  l.r')  =  0 
ist  für  alle  Werthe  von  A  identisch  erfüllt. 

Die  Axen  aller  dieser  speeiellmt  Complexe  bilden  einm  ebenen  Strahl- 
büschel, geheu  also  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  C=0, 
C  ^  0  und  liegen  in  der  Ebene  derselben.  Seien  nämlich  §,  tj,  t, 
die  Coordinaten  des  Schnittpunktes,  so  bestehen  nach  (13)  p.  49  die 
Gleichungen : 

a  +  £/5  -  JJ]-  =  0,       a   +  i(i'  —  ny'  =  0, 

h  +  iy  -i,a=  0,        b'  +  iy-  -  ia    =  0, 

c  +  9j«  —  1(3  =  0,        c'  +  ijß'  —  iß'  =  0, 

ff§  +  ^+c£=0,     i,a'  -\-b'7!  ^c'i^O. 

Dann  bestehen  aber  auch  identisch  die  Gleichungen: 

(a  +  Xa')  +  §(J3  +  Iß')  -n(.7'  +  ^7)  ■=  0, 
(b  +  A6')  +  Ky  +  Xy')  -  £(«  +  ^<^')  =  0, 
(c  +  Ac')  +  »)(«  +  Aß')  -  Kfl  +  A^')  -  0, 
I  (a  4-  ^a')  +  ^  (6  +  IV)  +  £  (c  +  Ac')  =  0, 
d.  h.  die  Axen  der  Complexe  C  +  AC  =  0   gehen  sänimtlich   durch 
den  Punkt  §,  jj,  ^,     Ebenso  ergibt  sich  mittelst  der  Gleichungen  (13)* 
p,  50,  dasa  diese  Äsen  mit  denen  der  Complexe  (7=0  und  0'  =  0 
iü  einer  Ebene  liegen;   w.  z.  b.  w.     Beiläufig  folgt  hieraus  der  Satz: 
Sind  p,  q,  r,  nt,   x,  q  und  p' ,  q  ,  r' ,  %' ,  v! ,  q'  die  Coordinai&t 
Mveier  sich  schneidenden  Geraden,  so  bilden  die  Geraden  mit  den  Coor- 
dinaten 

p  +  Xp',     q  +  Aq',    r  +  Ar',     re  +  Air',     «  +  Xx' ,     p  +  A^»' 
den  durch  jene  beiden  bestimmten  ebenen  Straklbüschel 

Eine  Gerade  nun,  die  gleichzeitig  den  beiden  Complexen  (7=0, 
C'  ^  0  angehört,  muss  gleichzeitig  die  Axen  beider  treffen.  Das 
ist  aber  nur  möglich,  wenn  sie  durch  ihren  Schnittpunkt  geht,  oder 
wenn  sie  mit  beiden  Axen  in  einer  Ebeuo  liegt 

jOw.  Conytiims  besteht  daket  m  nnsetm  Falle  aus  allen  Linien, 
die  durch  dm  Schnittpnnlct  da  Axm  von  C  =  i '  und  C  =  0  gehen  und 
aus  allen,  die  tn  thret  Ebene  liegen 

Um  die  Gleichung  dei  Complex  S^chdii  zu  veiemfachen,  liegt  es 
nihe,  hiei  den  Mittelpunkt  des  ausgezeichneten  Strahlbüsehels  zum 
Anfangspunkte  zu  wählen  und  senie  Ebene  zui  X  J"  Ebene.  Irgend 
eine  Gerade,  die  durch  den  Anfang-ipunkt  i^eht  und  durch  einen  Funkt 
a,  b,  0  der  X  y  Ebene    hat  dann  die  Cooidmaten 
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[ir  =^  c,      ftp  =  0. 
Sie  ist  also  rlargestellt  durch  die  Gleiclmng 

(12)  a%  +  bx  =  0. 
Ebenso  ist 

(13)  o'.  +  !/«  _  0 

die  Gleichung  eiues  zweiten  speciellen  Complöxea,  dessen  Äse  durch 
den  Anfangspunkt  und  einen  Punkt  a' ,  6',  0  geht. 

Soll  eine  Gerade  gleichzeitig  den  beiden  Gleichungen  (12)  und 
(13)  genügen,  so  muss  re  ^  0  und  x  ^  0  sein,  denn  ah'  —  ha'  würde 
nur  Null  sein,  wenn  die  beiden  Geraden  zusammenfielen.  Dann  folgt 
vermöge  der  fundamentalen  Identität  pst  -\-  gx  -\-  tq  '=  0,  dass  auch 
,-p  =  0,  d,  h. 

»■  ^  0     oder     p  =  0, 

Die  Congrums  verfällt  also  in  zwei  getrennte  Syateme  von  je  doppelt 
unendlich  vielen  Geradejt;  nämlich  ihr  gehören  alle  Linien  mit  den 
Coordinaten  ac  ^  0,  k  =  0,  »■  ■=  0  an,  d.  h.  alle  Linien,  welche  die 
X-  und  T-Axe  und  die  unendlich  ferne  Gerade  der  X-F-Ebene  treffen 
(vgl.  p,  49),  welche  also  in  letzterer  Ebene  liegen;  und  andererseits 
gehören  ihr  auch  alle  Geraden  mit  den  Coordinaten  ir  =  0,  x  =  0, 
p  ^  0  an,  d.  h.  alle  Linien,  welche  die  X-,  Y-  und  Z-Axe  treffen, 
welche  also  durch  den  Anfangspunkt  gehen;  dasselbe  Resultat,  welches 
bereits  die  obigen  Ueberlegungen  ergaben. 

3.  Besonders  hervorzuheben  ist  auch  der  Fall,  wo  die  beiden  Com- 
plexe  zwar  der  Gleichung  (11),  nicht  aber  den  Gleichungen  (10)  ge- 
nügen. Allerdings  wird  die  Congruenz  dadurch  nicht  beeinflusst, 
denn  in  einer  linearen  Schaar  wird  man  zu  jedem  Complexe  C+  i.'C' 
^=  0  einen  andern  G  -\-  l"C"  =  0  so  bestimmen  können,  dass  beide 
durch  die  Bedingung  (II)  aneinander  gebunden  sind,  d.  h,  dass: 
(o  +  J'o/)  («  +  1"»')  +  (6  +  l'V)  {ß  +  J"/i') 

+  (c  +  l'c'){y  +  l"r)  +  (o  +  i"«')  (»  +  !'■<■) 

+  {b  +  i"i'){ß  +  i.'f)  +  {c  +  i"<,')(r  +  i.'r')-o. 

Gleichwohl  soll  auch  dieser  Fall  hier  erwähnt  werden,  da  er  in 
späteren  Anwendungen  häufig  vorkommt. 

Die  Bedeutung  desselben  ergibt  sieh  leicht,  wenn  wir  zuvor  die 
geometrische  Bedeutung  des  Parameters  i  in  der  Gleichung  (7+AC  =  0 
festgestellt  haben.  Durch  diese  Gleichung  ist  nach  (16)  p.  52  einem 
Punkte  X,  y,  z  eine  Ebene  u,  v,  w  so  zugeordnet,  dass: 
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ir  +  : 

W) !/  -  (( 

l  +  lf) 

!-(a  +  Ia-l 

+  "■) 
,  +  I.-) 

(o  +  lo 

,  +  1.) 

5  +  (t  +  '0«' 
y  -  (c  +  Ic') 

Diese  Relationen  kann  man  in  der  Form 

_    M^    4-    ft%  i'o    +   ,1t "l  _   ^"o    +    IJ-ie, 

1    4    r  "     1   +   ^      '         '^  1    +    P 

schreiben,  wenn  u^,  v,,,  zy,,  imd  «,,  üj,  «(Ij  bez.  die  dem  Punkte  x, 
y,  z  Yermöge  C-^=  0  und  C  ^  0  zugehörigen  Ebenen  bedeuten,  und 
wenn  a'x  +  Vy  +  c'e 

!'"''■     a.  +  Ss  +  o.    • 
Es  ist  daher  ja  das  Äbstandsverkältniss  (p.  30)  der  Ebene,  welche  einem 
Punkte  X,  y,  z  vermöge  G  +  XC  =  0  zugeordnet  ist,  von  den  Ebenen, 
welche  demselben  Punkte  vermöge  C=0  und  C  =  0  zugehöreu;  und  l 
ist  diesem  Abstands Verhältnisse  proportional.     Folglich  ist 

das  üoppelverhältniss  der  vier  Ebenen,  welche  dem  Punkte  x,  y,  k 
in  den  vier  Complexen 

0=0,  C"  =  0,  C  +  AC  =  0,  C  +  l'C  =  0 
zugeordnet  sind.  Es  ergiebt  sich  hierbei:  Bks  I)oppelverMli)iiss  ist 
unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  x,  y,  b;  und  ebenso  dualistisch 
entsprechend:  Das  DoppelverJiältniss  der  vier  Funkle,  welche  dner  be- 
liebigen Ebene  in  vier  Complexen  einer  linearen  Sckaar  mgehören,  ist 
tvmhhängig  von  der  Lage  der  Ebme. 

Sind  nun  X' ,  X"  insbesondere  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  (3),  so  sind  C  +  A'C  =  0  und  C  +  X" G'  =  0  die  Glei- 
chungen der  beiden  speciellen  Oomplexe  der  linearen  Schaar.  Wenn 
(11)  erfüllt  ist,  hat  man  einfach 


k'    : 


+  h_l±cy__ 


■  +  &-p'+c'y"  y   a'a    -irb-^'  +  c 

also  X'  :  /L"  =  ~  1.     Hieraus  folgt: 

Wenn  zwei  lineare  Complexe  der  Bedingung  (11)  genügen,  so 
ordnen  sie  einer  beliebigen  Ebene  zwei  Punkte  zu,  welche  harmonisch 
liegen  zu  den  Schnittpunkten  ihrer  Verbindungslinie  mit  den  Direc- 
tricen  der  durch  die  Complexe  bestimmten  Oongruenz;  und  einem 
beliebigen  Punkte  ordnen  sie  zwei  Ebenen  zu,  welche  harmonisch 
liegen  zu  den  Ebenen,  die  durch  ihre  SehnitUinie  und  jene  beidun 
Leitlinien  gelegt  werden  können. 
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Mau  sagt  iji  diesem  Falle:  Die  hdäm  CompJexc  hcfniden  bich  in 
iwoohitöi'ischer  Lage*). 

Wir  gehen  jetzt  zur  Untersuchung  der  Lmiaifläclie  über  (\gl. 
p.  42),  deren  Erzeugende  gleichzeitig  drei  gegebeneu  linearen  Coni- 
plexeu  C^  0,  0'  =  0,  C"  ==  0  angehören.     Unter  der  Schaar 

(14)  C+W-^(iC"=Q, 

wo  A  und  ft  Parameter  sind,  werden  im  Allgemeinen  einfach  unend- 
lich viele  specielle  Complese  vorkommen,  denn  dazu  ist  die  Erfüllung 
einer  Bedingung  zwischen  A  und  f^  erforderlich.  Unter  denselben 
wird  man  drei  Complexe  T  =  0,  T'  =  0,  F"  '=  0  auswählen  können, 
welche  von  einander  linear  unabhängig  sind  (d.  h.  zwischen  denon 
keine  Identität  der  Form  aF -\- ßF'  -\- yF"  ^Q  besteht),  so  dass 
die  Schaar  (14)  auch  durch  die  Gleichung 

(15)  r  +  A'r'  + A"r"  =  o 

dargestellt  wird,  und  dass  alle  geraeinsamen  Linien  der  Complexe  (14) 
auch  den  Complesen  (15),  insbesondere  den  speciellen  Complexen  F^O, 
F"  =  Q,  F"  ^=0  angehören,  und  umgekehrt.  Die  zu  untersuchende 
Linienfläche  wird  also  gebildet  von  allen  Linien,  welche  die  Axen 
der  drei  speciellen  Complexe  F=Q,  F'  =  0,  T"  =  0  treffen.  Da 
nun  die  letzteren  durch  irgend  drei  andere  aus  der  einfach  unend- 
lichen Sehaar  von  speciellen  Complexen  des  Systems  (14)  ersetzt 
werden  können,  so  müssen  die  gemeinsamen  Treffgeraden  der  Linien 
1^=  0,  r"  =  0,  F"  =  0  auch  die  Axen  aller  jener  speciellen  Com- 
plexe treffen.  Dieselbe  Linienfläche  wird  also  gebildet  werden  einer- 
seits von  den  gemeinsamen  Geraden  der  Complexe  (14),  andererseits 
von  den  Axen  sämmtlicher  speciellen  Complexe  dieser  Schaar.  Wir 
haben  so  auf  der  Fläche  zwei  sich  kreuzende  Systeme  von  Erzeugen- 
den, wie  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Klasse. 

Um  die  Natur  der  erzeugten  Fläche  zu  erkennen,  wählen  wir 
auf  r=  0  einen  Punkt  A  und  legen  durch  ihn  die  Gerade  L,  welche 
r'  =  0  und  F"  ™  0  (bez.  in  den  Punkten  A'  und  A")  schneidet; 
von  diesen  beiden  letzteren  Linien  wird  zunächst  angenommen,  dass 
sie  sich  nicht  schneiden.  Durchläuft  A  die  Gerade  F=0,  so  besehreibt 
L  die  betreffende  Fläche.  Es  sei  Ä^  ein  zweiter  Punkt  von  F  =  0 
und  L^  die  zugehörige  Gerade,  welche  F  ^  0  und  F"  =  0  trifft. 
Die  beiden  Ebenenbüschel,  deren  Axen  L  und  L^  sind,  beziehen  wir 
projcctivisch  auf  einander,   indem   wir   diejenigen  Ebenen  derselben 


'■'■■)  Vgl.  Kloin,  Ma,Ui.  Anualoii,  ßti.  2,  p.  201. 
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einander  zuordiieu,  welche  sich  bez.  in  den  Linien  r^=ü,  F' =0, 
r"  =  0  schneiden  (vgl.  p,  33.)  Die  Schnittlinien  je  zweier  zusammen- 
gehörigen Ebenen  dieser  Büschel  bilden  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
und  Klasae  (p,  36ff.);  unter  den  zur  Construction  benutzten  Erzeugen- 
den sind  insbesondere  die  Linien  F  =  0,  F'  =  0,  F"  ^  0  enthalten; 
letztere  werden  also  geschnitten  von  allen  Erzeugenden  der  andern 
Schaar,  die  es  auf  der  Fläche  gibt,  und  zu  der  insbesondere  die 
Linien  L  und  L^  gehören.  Die  Erzeugenden  der  letzteren  Schaar 
sind  daher  diejenigen  Linien,  welche  drei  gegebene  Complexe  gemein 
haben.     Also: 

AUe  Linien,  welche  drei  geg^me,  sich  gegenseitig  nicfd  schneidende 
Linien  fy-eßm,  d.  h.  alle  Linieit,  welche  gleichgeüig  drei  linearen  Com- 
plexen  mtgehören,  iUäm%  die  eine  Scham-  von  Ergeugenden  emer  Fläche 
stveiter  Ordnung  und  Klasse*).  Die  andere  Ermigenden-Schaar  der  Fläche 
tmrd  gMldet  von  den  Axen  <dler  spedellen  Complexe,  welche  in  der 
dtirch  die  drei  Cowplexe  lesUmmfen  mceifach  tinenälichm,  litiewen  Schaar 
von  Complexen  vorhmmien. 

Ea  bietet  sich  hier  die  Aufgabe,  aus  den  Gleichungen  der  drei 
Complexe  0  =  0,  C  =  0,  C"  =  0  die  Gleichung  der  zugehörigen 
Fläche  zweiter  Ordnung  abzuleiten.  Diese  Aufgabe  soll  erst  später 
gelöst  werden.  Die  Besprechung  der  möglichen  Äusnalimefälle  er- 
ledigt sieh  sehr  einfach.  Schneiden  sich  z.  B.  die  Geraden  jr  ^  0 
und  F"  =^0,  ohne  von  r=0  getroffen  zu  werden,  so  zerfällt  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  in  zwei  ebene  Strahlbiischel.  Der  eine  hat 
seinen  Mittelpunkt  im  Schnittpunkte  von  F'  =  0  und  F"  =  0  und 
seine  Ebene  enthält  die  dritte  Linie;  der  lere  1  e^b  n  lei  von  den 
ersteren  beiden  bestimmten  Ebene  und  hat  z  m  S  he  tel  ien  P  nkt 
in  welchem  diese  Ebene  von  F  =  0  getr  flen  w  1 1 

Vier  lineare  Complexe  bestimmen  im  411^  u  e  ne  no  1  e  u  n  1 
liehe  Anzahl  von  Geraden  als  ihnen  il  e  ^  me  n  am  De  se  bs 
homogenen  Ooordinaten  derselben  berechnen  1  a  s  Ien  Cle  1  u^ei 
der  Complexe  C  =  0,  C  =  0,  C"  =  0,  f  =  n  1  aus  de  I  lent 
tat  pir  +  ^jf  -|-  rp  =  0,  also  aus  vier  1  neaien  o  d  emer  fuadra 
tischen  Gleichung.  Es  gM  dalier  swei  Gerade  welcle  gle  h  eiiq  vier 
linearen  Complexen  angehören.  Da  man  1  e  Complexe  auch  durch 
irgend  vier  andere  der  Schaar 
C'i-W-^(tG"+     (      = 

*)  Diesen  Satz  und  damit  umgekehrt  die  Bx  b  na  e  ge  d  n  gen  F  ae  gen 
den  fanden  Mongo's  Schulet;  vgl.  Journal  do  ^co  e  pol  eclin  q  e  h  1  p  5 
1796,  und  Hacliette,  Traito  des  aarfaces  du    e  ond   1  g       P      a  1810         face 
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ersetzen  Itann,  iiisbesoinJere  also  (und  zwar  auf  zweifach  niieucllich 
viele  Weisen)  durcli  vier  specielle  Complexe,  so  kann  man  dies 
Jteeiiltat  auch  in  dem  Satze  aussprechen: 

Es  gibt  im  Ällgetneinm  zwei  gerade  Linien,  welche  vier  gegebene 
sehneiden. 

Dieselben  erhält  man  geometrisch  auf  folgende  Weise*).  Drei  der 
vier  gegebenen  Linien  bestimmen  nach  Vorstehendem  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  mittelst  der  einen  Scliaar  ihrer  Ei'zeugenden;  durch 
jeden  Punkt  der  Fläche  geht  daher  eine  Linie,  welche  jene  drei  trifft. 
Die  Fläche  wird  von  der  vierten  gegebenen  Geraden  in  zwei  Punkten 
geschnitten;  die  hiernach  durch  letztere  gehenden  beiden  Erzeugenden 
der  Fiäehe  aus  der  bevorzugten  Schaar  sind  offenbar  die  beiden 
gemeinsamen  Treffgeraden  der  vier  gegebenen  Linien. 

Auch  hier  sind  Ausnahmefälle  möglich.  So  gibt  es  ■/..  B.  unend- 
licli  viele  Linien,  die  vier  gegebene  treffen,  wenn  letztere  Erzeugende 
ein  und  derselben  Schaar  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  sind,  nämlich 
alte  Erzeugenden  der  andern  Sehaar.  Alle  anderen  Ausnahmen  lassen 
sich  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit  überseheu, 

VI,  Das  Coordlnatensystem, 

Im  Folgenden  wird  uns  häufig  die  Aufgabe  begegnen,  von 
einem  C o ordinalen sjsteme  auf  ein  anderes  überzugehen,  d.  h.  ein 
System  von  Gleichimgen,  die  ein  geometrisches  Gebilde  in  seiner 
Lage  zu  einem  Co ordinaten Systeme  darstellen,  so  umzuformen,  dass 
die  neuen  Gleichungen  dasselbe  geometrische  Gebilde  in  seiner  Lage 
zu  einem  andern  Coordinatensysteme  definiren.  Die  verschiedenen 
hierbei  zu  unterscheidenden  Fälle  sollen  im  Folgenden  zunächst  be- 
handelt werden. 

Der  einfachste  Fall  ist  derjenige,  wo  das  Coordlnatensystem 
parallel  zu  sich  selbst  verschoben  wird,  d.  h.  wo  die  Axen  O'X', 
O'Y',  0' Z'  des  neuen  Coordinatensystems  denen  des  alten  (OX., 
OY,  OZ)  parallel  und  mit  ihnen  gleich  gerichtet  sind.  Sind  a,  i,  c 
die  Coordinaten  des  Punktes  0'  in  Bezug  auf  das  alte  System,  so 
hat  man  offenbar  die  Formeln 
(1)  x  =  x'  +  a,     y^y'^h,    B  =  z-  +  c. 

Hieraus  ergeben  sich  leicht  die  Formeln  für  Transformation 
der  Linien-  und  Ebenencoordinaten.  Es  seien  p,  q,  r,  nt,  k,  q  die 
Coordinaten  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  x,  y,  0  und  |,  ij,  g; 

*)  Vgl.  Möbiuä,  Baiyc,  Caicul,  §,  245  und  Steiuor,  CroUc's  Jom'oal 
Bd.  3  (Gea,  Weike,  M.  1,  p.  M7). 
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und  f,  q,  r',  %' ,  a',  p'  seieu  die  Coordinaten  dersellieu  Verbindungs- 
linie in  Bezug  auf  das  ueue  Äxenaysteiu.     Dauu  ist  nacli  (1),  indem 

auch  I  =  r  +  «,  n-n'  -{-  ?',  £  =  r  +  '^r 
ii.p  =  l  —  X  -=  i,'  —  x\ 
!iq  =  ri  -  y  ==v'  ~  y', 

^x=g?-a:e  =  s'r— a;'r  +  «(/  -  r)  +  <r  ~x% 

^Q  =  xn~  yl  =  x'7i'  —  y'i,'  -\-  Mx'  ~  l')  + a{n  —  y')- 

Man  erliält  also  die  Pormelar 

vp=p',      v%  =  7t'-^^      ~cq'-\-hr', 
(2)  V3  =  (j',      7'%  =  *:' +  cj/ +  *      —  n/, 

vr=r',      vq  =  q'  —  hp'  -{-aq    -^  * 
Die  Bedingung  für  die  vereinigte  Lage  von  Punkt  uiul  Ebene 
ux  -H  r'V  +  -WS  +1=1) 
guht  vermöge  (1)  über  in; 

iix'  +  vy'  +  wb'  +  {au  -\-hv  +  c-w  +  1)  =  0. 
Die   linke    Seite    dieser   Gleicliung    muas    bis    auf   einen   Fitci^r   mib 
u'x'  -\-  v'y'  -|-  w's'  -\-  1  übereinstimmen,  wenn  u' ,  v' ,  w'  die  Coordi- 
naten  der  Ebene  u,  v,  w  im  neuen  Systeme  sind^   man  hat  folglich: 


««  +  bi^  +  CiO  +  l 


~  au  +  bi>  +  cw+l 


Umgekehrt  ergibt  die  Auflösung  der  GleicViungen  (1): 
(ly  x'  =  x~a,      y'=^y-b,      s' =  s  —  c. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  erhält  man  also  einfach 
durch  Umkehrung  der  Vorzeichen  von  a,  b,  c  unter  gleichzeitiger 
Vertauschuiig  der  alten  und  neuen  Coordinaten;  also: 


vp   —p, 

»■»'-«  +  •    +  e9- 

v'q'  =  q, 

„V_»-»J,+.     + 

vr  —  r, 

V'p'=rp+;.J)—    ff(f    + 
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und  Ulis  (3); 

('^)'"  ^''  ^  au'  +  bo--fT~^--~i  " 

Ein  zweiter  einfacher  Fall  ist  derjenige,  wo  das  neue  Coordirialeu- 
system  mit  dem  alten  den  Anfangspunkt  geraeiu  hat  und  nur  um  diesen 
gedreht  erscheint.  Mit  den  alten  Coordinateuaxen  OX,  OY,  OZ 
möge 

die  Z'-Axe  bez.  die  Winkel  a,  ß,  y  bilden, 

„    r-  „     .,    „      „      »„  ß„  r,  „ 

„    2'    „      „     ,       ,.       «.,  ß,,  r,  „ 

Ss  bestehen  dann  folgende  Gleichungen: 

eoa^  a   -\-  co8^  ß   +  cos^  y   =  1 , 

(4)  cos««, +  cos«^. +  cosVi  =  l, 
cos^  a^  -\-  cos^  ß.^  -\-  eoa^  J'a  =  1  j 

ferner,  da  die  neuen  Axen  auf  einander  rechtwinklig  stehen,  nach 
(12)  p.  7: 

COS  «i  cos  «2  +  cos  ^1  cos  ß^  -{-  cos  j",  cos  5^2  =  0, 

(5)  cos  Kj  cos  K   +  cos  ß^  cos  |i   +  cos  ^jj  cos  y  =  0, 
cos  a  cos  «1  +  cos  ß   cos  j3j  -f-  cos  y   cos  y,  =  0. 

Zwischen  den  neun  Richtungswinkeln  bestehen  also  sechs  Gleichungen, 
so  dass  nur  drei  von  einander  unabhängig  sind.  In  der  That  kann 
man  eine  Axe  willkürlich  durch  den  Anfangspunkt  0  legen,  wodurch 
über  zwei  von  einander  unabhängige  ßichtungs winke)  verfügt  ist; 
dadurch  ist  auch  die  Ebene  der  beiden  anderen  festgelegt;  in  ihr 
kann  noch  die  eine  willkürlich,  durch  den  Anfangspunkt  gehend  an- 
genommen werden;  die  dritte  ist  dann  bestimmt.  Aus  den  Glei- 
chungen (4)  und  (5)  müssen  sich  deshalb  durch  irgend  drei  Richtungs- 
cosinns  die  übrigen  berechnen  lassen*). 

Die  Gleichungen  der  Ebenen  x'  ^=0,  »/'  =  0,  s'  ^  0,  welche 
durch  den  Anfangspunkt  gehen,  und  für  deren  Normalen  wir  die 
Richtungswinkel  kennen,  sind  bez.  in  der  Normalform; 

*)  Allgemeiner  kann  man  verlaogea,  alle  neun  Cosinus  in  ihver  Abhängig- 
keit von  drei  willkürlioben  Parametern  darzustellen.  Die  Lösung  dieser  Änf- 
gabe  wird  sich  uns  später  bei  Untersuchung  der  linearen  Transformationen  einer 
Flache  oder  Cuive  zweiter  Ordnung  in  sich  von  selbst  ergeben.  Auch  die  um- 
fangreidie  Litteratur  iibei-  orthogonale  Substitutionen  soll  dann  besproctea 
werde  u. 
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xcoaa   +  j/  coa  /5   -{-  scosy   =  0, 

X  cos  K^  +  y  COS  j5,  +  S  COS  J/i  =  0, 

«  cos  «s  +  y  '^os  (3^  +  s  coa  y^  =  0, 
Es    bedentea  x',  y',  s'  die   Entfernuugeu   des   Punktes  x,  y,  s  von 
diesen  Ebenen;  man  liat  daher  (p.  12): 

a;'  =  a:  cos  K   +  «/  cos  jS  +  ^  cos  y  , 
(o)  ;/'  =  a^'  cos  ßj  +  »/  cos  (3^  +  ^  cos  y,, 

s'  =  a:  cos  ßg  +  «/  cos  ^a  +  ^  <=os  ya- 
Um  diese  Gleichungen  aufziilösen,  stellen  wir  zuiiäclist  ein  Formel- 
system   auf,  •  das    den   Gleichungen  (4)   und  (5)   unalog  gebildet  und 
aus  ihnen  ableitbar  ist.    Die  ei'ste  der  Uleiclmngeii  (4)  und  c 
letzten  der  Gleichungen  (5),  nämlich: 

cos  (t  cos  K  -|-  cos  (3  cos  ^  ■\-  cos  y  cos  y  =  \, 
cos  a^  cos  a.  +  cos  ^j  cos  ^  +  cos  y^^  cos  7  =  0, 
cos  «a  cos  a  +  cos  /3y  coa  /5  -[-  cos  j-^  cos  y  =  0 
geben    drei   lineare    Gleichungen   zur    Berechnung   von  cos  «, 
cos  y.     Bezeichnet  J  ihre  Determinante: 

cos «         cos  j5        cos  y 

z/  =     cos  ffj        cos  ^y       cos  ^1 

cos  «2       cos  ^a       '^os  yg 


i  beiden 


cos  ^, 


(7) 


e^ 


ij^ 


=  cos  ft  cos  y^  - 
=  cos  y^  cos  «a  - 
=  coa  «1  cos  /^a  - 


S  /3s  "^"^  J"!! 


■  cos  «2  cos  /3j. 


In  entsprechender  Weise  kann  man  awei  andere  Systeme  von  je  drei 
Gleichungen  ableiten,  indem  man  coe  «„  coa  ^j,  cos  j-^  und  cos  Kj, 
cos  /Sj,  cos  y^  bez.  durch  die  übrigen  Kichtungscosinus  berechnet. 
Diese  Systeme  vereinfachen  sich  dadurch,  dass  ^4^  ^  1  ist.  Bildet 
man  nämlich  die  Quadrate  der  Gleichungen  (7)  und  berücksichtigt 
die  erste  der  Gleichungen  (i),  so  ergibt  sich  mittelst  einer  früher 
mehrfach  augewandten  Umformung  (vgl.  p.  7): 

—  (cos  «i  cos  «g  +  cos  /3i  cos  (^g  +  cos  ^1  cos  J'2)^=  1, 
also  z/  =  -f-  1. 

Je  «acA  f^ejre  Vor0eichen  der  SubstituUonsdetermincmte  serfaUm  die 
jetst  betrachteten  Transformationen  in  zwei  wesentlich  verschiedene  Klassen. 
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Die  Existenz  zweier  vevscbietlener  Arten  von  Transformationen  ißt 
aiicli  geometnsch  evident.  Unter  allen  Umständen  nämlich  kann 
man  das  neue  Coordinatenayatem  um  den  Aiifangspunld.  so  drehen, 
dasa  die  Z'-Äse  in  Lage  und  Richtung  mit  der  Z-Axe  zusammenfällt. 
Die  beiden  anderen  Axen  des  neuen  Systems  liegen  dann  in  der 
X-T'-Ebene;  und  zwar  entweder  so,  dass  sie  sich  durch  Drehung  um 
den  Anfangspunkt  in  Lage  und  Richtung  mit  den  alten  Axen  zur 
Deckung  bringen  lassen,  oder  so,  dass  dies  durch  Drehung  allein 
nicht  erreicht  werden  kann,  dass  vielmehr,  wenn  z.  B,  die  positive 
Richtung  der  X'-Axe  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axb  zu- 
sammenfällt, die  positive  Richtung  der  1"-Ase  dieselbe  ist  wie  die 
negative  Richtung  der  Y-Äxe.  Eine  JVansformation  der  erstem  Art 
nennt  man  eme  direete  (oder  eigentliche),  eine  Transformation  der  tmäem 
Alt  eme  mt^erse  (oder  symmetrische  od&r  uneigenüicke). 

Nach  dicöei  Definition  ist  klar,  dass  alle  directen  Transfor- 
mationen ans  emander  durch  Drehung  des  Coordinatensystems  um 
den  Anfangspunkt  erzeugt  werden  können,  ebenso  alle  inversen; 
aber  nie  kann  eine  inverse  Transformation  durch  Drehung  aus  einer 
directen  hervorgehen.  Einer  Drehung  des  Coordinatensystems  ent- 
spricht eine  stetige  Aenderung  der  Richtungswinkeln,  ß,  y,  o:^,  j5j,  y^, 
Kg,  ß^j  j-gj  und  von  letzteren  hängt  die  Determinante  ^  in  stetiger 
Weise  ab.  In  Folge  solcher  Aenderungen  kann  also  der  Werth 
von  ^f  niemals  von  +1  zu  —  1  springen.  Nun  ist  die  einfachste 
direete  Transformation  die  identische,  bei  der: 


so  dass  auch; 


y  =y, 


0       1 


^  +  1. 


Also  muss  ^  für  alle  directen  Transformationen  gleich  -f"  1-  ^ein. 
Die  einfachste  invorse  Transformation  ist  diejenige,  wo  zwei  Axen 
ungeändert  bleiben,  die  dritte  aber  in  umgekehrter  Richtung  ge- 
nommen wird:  etwa: 


Denselben  Werth   muss  die  Determinante  nach  Obigem  bei 
Versen  Transformationen  haben.     Folglich: 
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Die  directm  Transformafiotmi  sind  daäurch  gelmiuetdmei,  dasa 
die  Transfomiations-Deteimmante  qieich  +  1  i''U  die  mvasmt  dadurch, 
dass  sie  dm   W<}r&  —  1  hat 

Setzen  wir  jetzt  ^  ==  -\-  1,  so  tjeliLu  iln.  lilLii.buiij,eD  (7)  iibti  lu 

cos  ß  =  +  (,1.06  /?!  CO'^  y    —  COb  ß^  (.0-1  /jt, 

(8)  cos  (5  ^  +  (eos  y,  eos  «^  —  coa  y.^  cos  «j), 
cos  y  ==  +  (eos  Kj  cos  (3^  —  cos  h^  eos  (3,); 

iLinl  in  analoger  Weise  erhält  man: 

cos  «[  =  4-  (cos  ^3  cos  y  cos  ß  cos  JJg), 

(9)  cos  /3i  =  +  (cos  Y^  cos  k  —  cos  ;/  cos  «g), 
cos  ^1  =  +  (cos  ff^  eos  j3  —  cos  K  cos  /3;,) ; 
eos  Hg  =  +  (cos  /3  cos  y^  —  coa  ^i  eos  y), 

(10)  cos  (5^  =  +  (cos  f  eos  k,  —  cos  j»,  cos  ß), 
cos  y^  =  +  (cos  a  coa  (3,  —  cos  «j  cos  ß) . 

Alis  den  aufgestellten  neun  Relationen  ergibt  sich  leicht  das 
erwähnte  System  von  sechs  Gleichungen,  welches  dem  Systeme  (4) 
nnd  (5)  analog  gebildet  ist.  Multiplicirt  man  je  die  erste  Gleichung 
der  drei  Systeme  (8),  (9),  (10)  mit  cos«,  costti,  cos  a^,  addirt  und 
verfährt  analog  mit  den  zweiten  und  dritten  Gleichungen  jener 
Systeme,  welche  bez.  mit  eos  ß,  cos  ß^,  eos  ß^  und  cos  y,  cos  y^,  cos  y^ 
zu  multipliciren  sind,  so  folgt  wegen  z/  =  +  1: 

cos'^  cc  +  cos^  «£  +  cos^  %  =  1, 
(4)  *  cos^  ß  +  cos*  ß^  -\-  cos*  ß.^  ^  1, 

cos*  y  -}-  cos^  yi  -\-  cos^  y^  =  1 . 
Multiplicirt    mni!    dagegen    die    ersten    drei    Gleichungen    jener    drei 
Systeme   beiderseits  bez.   mit  cos  ß,   cos  ^^,  cos  ß.^,  die  zweiten  Glei- 
chungen bez.  mit  cos  y,   cos  y^,  cos  y^,   endlich   die  dritten  bez.  mit 
cos  et,  cos  ßj,  cos  «2  und  addirt  jedes  Mal,  so  kommt: 

eos  K  cos  ß  ~\-  cos  a^  cos  ß^  -\-  cos  «^  coa  ß^  =  0, 

(5)*  cos  j5  cos  y  -f  cos  ßi  cos  y^  -)-  cos  ß^  cos  7-5  =  0, 

cos  y  cos  K  +  coa  yj  cos  «j  -|-  cos  y^  cos  k^  =  0. 

Die  Existenz  dieser  sechs  ßelationen  war  vorauszusehen.  Es 
bedeuten  nämlich  a,  a^,  a.^  die  Winkel,  welche  die  alte  X-Äxe  mit 
den  neuen  Axen  OX' ,  OT,  02'  bildet,  ebenso  ß,  ß^,  ß^  die  Winkel 
der  alten  F-Axe  und  y,  y^,  y^  die  der  alten  if-Axe  gegen  die  neueii 
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betreffendeu  Coordinateii Eisen.  Geht  mau  also  umgekehrt  vom  neuen 
Systeme  zum  alten  über,  so  hat  man  in  Obigem 

die  Winkel  a  ,  ß  ,  y    durch  a,  «j,  «g 

„  «l;    ßl,    Vi         „         ß,    ßl,    ß. 

„      „      %,  ßi,  n     ',     r<  ?!,  n 

zu  ersetzen.  Die  Gleichungen  (4)*  sind  also  keine  anderen  als  die 
Jdentitätenj  welche  immer  zwischen  den  Richtungscosinus  dreier 
Geraden  bestehen;  und  die  Gleichungen  (5_)*  sagen  aus,  dass  die 
alten  Coordinatenaxen  auf  einander  rechtwinklig  stehen.  Durch  Auf- 
lösung des  Systems  (6)  muss  man  daher  erhalten: 

X  =  x'  cos  a  -\-  y'  cos  «^  -}-  ^'  cos  «g, 
(6)*  1/  ^  x'  cos  ß  -\-  y'  cos  ß^  +  ^'  cos  ß^, 

^  =  :c'  cos  y  -j-  p'  cos  j-i  +  s'  cos  yj. 
Es  ist  leicht,  dies  mittelst  der  Helationen  (4)*  und  (5)*  rechnend  zu 
bestätigen. 

In  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  erscheint  das  eine,  in  den 
Gleichungen  (4)*  und  (5)*  das  andere  Coordinatensystem  bevorzugt, 
während  beide  Systeme  von  je  sechs  Gleichungen  dieselben  geo- 
metrischen Beziehungen  zum  Ausdrucke  bringen.  Es  empfiehlt  sich 
daher,  statt  derselben  die  newn  Gleichungen  (8),  (9),  (10)  zu  Grunde 
zu  legm,  welche  symmetrisch  in  Bemtg  auf  ieide  C'oordinatensystefne 
sind,  und  gleichzeitig  durch  die  Wahl  des  Vorzeichens  zu  erkennen 
geben,  ob  man  es  mit  einer  directen  oder  inversen  Transformation 
zu  thun  hat.  In  der  That  sind  diese  neun  Relationen  jedem  jener 
beiden  Systeme  von  sechs  Gleichungen  völlig  äquivalent;  denn  ebenso 
wie  die  Gleichungen  (4)*  und  (5)*  soeben  aus  ihnen  hergeleitet 
werden,  kann  man  auch  umgekehrt  die  Gleichungen  (4)  und  (5) 
leicht  aus  (8),  (9),  (10)  erhalten.  Die  Gleichungen  (5)  ergeben  sich 
direct  durch  passende  Multiplicationen  und  Additionen;  aus  (8)  erhält 
man  dann  nach  einer  mehrfach  benutzten  Umformung: 
cos^  K  +  cos^  ß  -\-  cos*  y 

=  (COS^  «1  +  COS^  ^j  -f-  COS^  J-j)  {CÜS*  Kg  -f-  C^S*  ßl  +  cos^  ^a) 

—  (cos  a  cos  «1  +  cos  ß  cos  ß^  -{-  cos  y  cos  y^y 

oder  wegen  (5): 

cos^  a  -\-  eos^  ß  -\~  cos^  y 

=  +  (cos^  «I  -|-  cos^  ß^  -|-  cos^  y^)  (cos*  «^  +  cos^  (Sg  -j-  cos*  y^), 

und  analog: 
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cos^  ß,  -|-  eoa^  ß^  -\-  cos^  y^ 
=  +  (co3^  «2  +  cos^  ß^  -\-  cos^  y^)  (cos^  «  +  cos^  ß  -\-  eos^  -y), 

cos^  Kg  +  eos^  /5g  +  eoa^  y^ 
=  +  (cos^  a  +  cos^  /i  +  cos^  y)  (cos^  «j  +  cos^  ß^  +  '^os^  y^). 
Hieraus    folgt   zunächst,    dass    die   Quadrate    der    linken   Seiten 
von  (4)  gleich  -\-  1   sind;   da  aber  die   Summe   dreier  Quadrate  nur 
positiv  sein  kann,  so  ergeben  sich  die  Relationen  (4)  selbst. 

Aus  (4)  oder  (4)*  haben  wir  noch  die  Tran  sformationsform ein 
für  Linien-  und  Ebeneucoordinaten  abzuleiten.  Sind  wieder  p,  q,  r, 
%,  X,  Q  die  Coordinaten  der  Verbindungslinie  dos  Punktes  x,  y,  0 
mit  I,  71,  t,  so  findet  man  für  die  neuen  Liniencoordinaten : 

'  =  (I  —  a:)  cos  ß  +  (ij  —  y)  cos  ß  +  {^  —  0)  cos  y 
^  ji  ( j)  cos  ß  +  2  cos  ß  -\"  T  cos  y), 

'  ==^005  a  -\-  qcos  ß  -{-  r  cos  y  , 
'=  2)  cos  «1  4-  2  cos  ^1  +  ^  i^os  yi, 
'  =  p  cos  %  +  3  cos  ß.^  -\-  r  cos  y^. 

'  =y't  —  e'n 

=  (cos  «1  cos  ß2  —  cos  «g  cos  /i,)  {xti  —  j;|) 
-i-  (cos  ß^  eoa  y^  —  cos  ß.^  cos  y^)  (y^—  sij) 
+  (cos  yi  cos  «2  ~  cos  y^  cos  «i)  (^g  —  a;g), 
1  (8),  (9)  und  (10): 
v'ro'  =  +  (m  cos  K   +  X  cos  (3   -j-  p  cos  y  ), 
(12)  w'm'  =  +  (''^  cos.Kj  +  «  cos  /5i  -J-  p  cos  yi), 

v'p'  =  +  (k  cos  ffg  4"  "  cos  j5g  4"  9  cos  73), 
wo  wieder  das  obere  Vorzeichen  für  eine  direete,  das  untere  für  eine 
inverse  Transformation  zu  wählen  iet. 

Durch  Auflösung  von  (11)  und  (12)  oder  direcfc  aus  (G)"'  erliält 
mau  die  umgekehrten  Formeln: 


(11)« 


f'jl' 

-r- 

0.  s.  f. 

also: 

(") 

Femei 

.  f.,  oder  wegi 


(12)' 


'P—     I> 

cos  «  +  (/ 

COS  Kj  +  •/■' 

cos  «„ 

"1—     1' 

mtf  +  i 

cosA  +  r 

cos  ß^, 

vr=        p 

cos  7  +  s 

coa  7,  +  r' 

cos  73 ; 

«_  +  (« 

cos  ß  +  X 

cos  ffj  +  p 

eosffa), 

„  _  +  {« 

COS/S  +  ;. 

cos  ft  +  (, 

cos  A), 

n  -  rt  (« 

cos  ;'  +  X 

cos  J-,  +  0 

003  7,). 
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Die  Transformation  der  Ebenencoordinaten  ergibt  siclij  wie  vor- 
hin, aus  der  durch  (6)  erhaltenen  Relation: 

ux  -^  vy  -i-  ^ps  -\~  l  =  u{x'  cos  a  -\-  y'  cos  a^  +  ^'  cos  k^) 
+  v(x'  cos  ß  -\-  y'  cos  ßi  +  s'  cos  ß^) 
+  tv(x'  cos  Y  +  y'  cos  y^  +  s'  COS  j-g)  +  1 
=  ii'x'  +  v'y'  +  m''ä^'  +  1. 
Also: 

u'  =  J(  COS  K    -\-  V  COS  |3    -j"  *''  i^**^  J'  t 

(1 3)  1?'  =  M  cos  «1  4"  ^  cos  /5i  -|-  w  cos  ;', , 
tv'  =  ff  COS  a.^  -}-  V  COS  /5g  +  w  cos  y^ ; 

und  umgekehrt: 

J(  ^  u'  cos  ß  +  v'coSRi  +  W'  cos  «27 

(13f  v  =  u'  cos  ß  +  t)'cos/3,  4-  w'eoB/Jg, 

w  =  m'  cos  y  +  »''cosy,  4-  Jf'  COS  y^. 

Die  Gleidnmgen  (6),  (11),  (12),  (13)  und  deren  Auflösungen  (6)*, 
(11)*,  (12)*,  (13)*  dienen  mir  Transformation^  wenn  beide  Coordmaten- 
Systeme  den  Anfangspunkt  gemein  Jmben. 

Aus  den  beiden  behandelten  Specialfällen  kann  man  jede  Trans- 
formation zusammensetzen,  indem  man  Parallel  Verschiebung  und 
Drehung  (resp.  symmetrische  Spiegelung)  nach  emander  anwendet. 
Wir  geben  nur  die  Schlussformeln  an,  wobei  zur  Abkürzung  A  =  coa  k, 
J5  =  cos  ß,  C  =  cos  y,  A^  =  cos  «i,  S^^  =  cos  ßi,  Cj  =  cos  y,, 
A3  =  cos  ßg,  B^  =  cos  /Jg,  Ca  =  cos  y^  gesetzt  werden  mag.  Mau 
findet  für  Punktcoordinaton  aus  (1)  und  (6),  resp.  (IJ*  und  (6)*: 

x  =  Äx'  ^  Ä,y'  +  A^0   +  a,     x'  =  ^a;   +  Uy   +  0^   —  D  , 

(14)  y  =  Bx   +  Jj;,y'  +  B^z   +  (»,     »/'  =  A^^  +  B^y  +  C.s  —  J)^, 
s  =  0,t'  +  C^y'  +  C,/  +  c,      s'  =  A^x  +  i',«/  +  6>  -  _0,, 

wo: 

i)  =^aA   +bB   +cC, 

(15)  D,  =  aA,  +  Z)B,  +  cÜ„ 
A  =  a^2  +  bB^  +  cOg-, 

für  Ebenencoordinaten  aus  (3)  und  (13)  resp,  (3)*  und  (13)*; 
__  —  {Au   +  Ä,i)'  +  A^w')  ,  ^  J.^   4-  Bp    +  C'w 

"~    JJU'"+  -D,0'4-  DjW'  -"1'         **     ~OM+  JU+CMJ  4-   1' 

,  __  -(B^'+B.^'  +  B,^-)  ,  _  ^^«  +  B^«+_^ 

'>^''-'     ^  i)«'   +iJ,p-4-  A;«'-    1'         *^  0M  +  &»;4-C!t.  +  l' 

__    -  (C»'  +  C|t>'  +  g,»)')  ,  _  A^u  +  g,w  4-  O^w 

^"-^  D«,-4- A'''  + A'"'-i'    '^  "~a-«4-i"'4~'^"'  +  i' 
endlich  für  Liniencoordinaten  aus  (2),  (U),  (12),    (2)'*,  (ll)*',  (12)*: 
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vp=       Ap' -^  A^q   -\- A^r' , 
„q  _       Bf'  +  B,q'  +  E,r', 
„-        Cf'  +  C,q+C,r, 
(17)       i/.T  -  ~  (!;C  -  cB)p'  ~(hC,~  cB^)q   -  (hC,  -  cB,).-' 
+  (A,'  +  J,«'  +  A,„'), 
„»  =  —  (cA  -  «0)j)'  —  (e^,  -  oC,)s'~-  (cA,  -  «C,)i-' 

+  (Bit'  +  U,«'  +  £,()'), 
»()  —  —  {aB—iA)p'  — (oB,  -  S^)«'  — («B,—  6^,)r' 
+  (C»'  +  C,«'+C,p'); 
oder  aufgelöst: 

v'p'  =        ^^   +  B([  +  Cr  , 

(17)*  i-V  =  +  (bÄ._  —  cÄ,)p  +  {hB^  -  cB,)q  +  (iC^  -  cC',)r 
+  (^;r   +1?«   +  Cp  ), 
,/„'  =  4.((;^    -a^,)j3  +  («JÖ    -aB,)q  +  (cO   -  aC,)r 

+  {Ä,7t-\-B,x  +  C,&), 
v'()'=-\-  iaA,-hÄ)p^  {aB^  —  lB)q-\-{aO,—hCy 

±{Ä^7t  +  B^n  +  C,Q). 

Die  Gleichungai  (14),  (16),  (17),  (17)*  dietten  dosu,  um  von 
einetn  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  mit  den  Assen  OX,  OY,  OZ 
SU  einem  andern  mit  den  Aasen  O'X',  O'Y',  O'Z'  ühermgeken,  vmd  um- 
geJeehrt,  wenn  die  Goordinaten  von  0'  in  Begitg  auf  ersteres^  gleich  a,  &,  c 
sind  und  ißmn 
A  ,  B  ,  C  die  Michtungscosinus  von  O'X'  gegen  OX,  OY,  OZ, 
A>  -ßi,  Gl    »  ,>  >,     O'Y'     „       OX,  OY,  OZ, 

A>  -Sa,  C^    „  V  »     <^'^'      »      ÖX,  OY,  OZ 

ledeuten.     Von  den  doppelten  Vorseiclwn  bezieht  sich  das  obere  auf  eitic 
directe,  das  vmtere  auf  eine  inverse  Trajwformaiion. 

Vergleicht  man  die  GleJchungeu  (1)  mit  (3)  oder  (14)  mit  (16), 
so  erscheint  das  Princip  der  Dualität  verletzt,  indem  bei  Ebenen- 
coordinateu  in  den  TransformationaformeJn  ein  gemeinsamer  Nenner 
auftritt,  sobald  der  Anfangspunkt  des  Ooordinatensystems  durch  die 
Transformation  verlegt  wird,  während  bei  den  Punktcoordinaten  ein 
solcher  Nenner  nicht  vorkommt.  Diesem  scheinbaren  TJebelstande 
kann  durch  Einführung  eines  allgemeineren  Coordinatensystems  ab- 
geholfen werden,  nämlich,  analog  wie  in  der  ebenen  Geometrie  (Bd.  I, 
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p.  62ff.),  durch  EenutKiing  der  aogenaunten  homogmen  oder  Tetrai-der- 
Coordinateit.     Wir  definiren  dieselben  in  folgender  Weise, 

Die  Coordinaten  a;^,  cs^,  x^,  x^  eines  Fmtktes  x  im  Bainne  sivd 
vier  ZaJüen,  weldie  sich  eu  einattder  verhalten^  wie  die  Abstände  des 
Pmikfes  von  dm  vier  Seitenflächen  eines  Tetraeders  („Coordinate>2tetraeders"), 
ie0.  muUiplicirt  mit  vier  beliebig  gewählten  OoMtantai. 

Bedeuten  also  s,,  s^,  Sj,  s^  die  ?ier  Abstände,  und  l\,  Jc^,  l-,  l^ 
die  beliebigen  Constanten,  so  ist 
(18)  r  ■  3-  -x  -x  =1-^   -  /-  s  ■]"<  ■]■  ^ 

w  n  d     Lag    I     P  nLt     abl  ung  n,  Ä     /     /     /     1 

gut        11     Punkt     1       Ib  n  W    tl     h  b  n 

B-     C     d    liei   u  et  er  Ehei  nd    lei    Zoll 

wl }        1  na  lei       haltet  Ite  Ab  t    d    let  LJ  en  ? 

^  El       l    C  or}  at    1 1  a  1       l  Itpl     i  rnt  jet      ai   C 

ta  tet 

M  n  hat  al       w  nn  d  Ab  t     l    d      Fl 

1      Fl        nd  /     ?    ;     /    C  n  taut    b  d    t 
(U)  =1111 

Y>      C      i  nin  l     }     l     l    h  ng  11111,  \ 

t        t  ml   1  la      d     B  dm  d  t      L         1 

El   n  d  d      P  ukt      Ä  in  !     F 

(20)  u^x^  +  ii^x^  +  ii^x^  +  u^x^  =  0 
erscheint. 

Die  Coordinaten  j}^^,  p^,  Pn,  Paa,  Pm)  Pis  ß*'*^''  Geraden  p  sind 
se^  Ziihlen,  welche  sich  verhalten  wie  die  Momente  der  Gnaden  in 
Bemg  auf  die  sechs  Kanten  des  Coordinaioztdraeders,  beg.  multiplicirt 
mit  gewissen  Gonstanten,  die  so  gewählt  werden  sollen,  dass  die  zwischen 
den  sechs  Momenten  bestehende  IdmtHät  in  möglichst  einfacher  Form 
erseheint. 

Sehen  wir,  wie  diese  neuen  Coordinaten  algebraisch  mit  den 
rechtwinkligen  x,  y,  s  zusammenhängen.  Die  Gleichungen  der  vier 
Seitenflächen  des  Tetraeders  seien 

a^x  4-  b^y  +  CjS  +  tü^  =  0, 

a^x  +  i^y  +  CgS  +  (^a  ■=  Oj 

a^x  +  b^y  +  C3S  -\-  dg  =  0, 

a^x  -\-  b^y  +  o^s  +  d^  =  0; 
dieselben  sollen  in  der  einen  Gleichung 

(21)  a^x  +  hy  +  c;0  +  d,  =  0, 


yGoosle 


Piiiilili,  Ebene  und  Gerade.  gl 

welche  für  i^=l,  2,  ä,  4  besteht,  zuaamiuengefasst  werden.  Wir 
setzen  voraus,  dass  die  vier  Ebenen  ein  wirkliches  Tetraeder  ein- 
achlieasea,  also  nicht  durch  einen  Punkt  gehen*),  d.  h.  daas  die 
üetcrmina.nto 

(22)  A 


l>, 


von  Niili  verschieden  sei. 

Die  Entfernung   eines  Punktes  x,  y^  8   von    der 
üäche,  d.  h.  die  Grösse  s,-,  ist  dann  (p.  12) 


ya.^  +  b.^  +  c;ä 

Es  wird  also,  wenn  ft  einen  unbestimmt  bleibenden  Proportionalitn.ts- 
factor  bedeutet,  nach  (18): 

Hier  ist  fe  willkiirhch;  man  kann  daher 

hf  =  hi  ya.^  +  l?  +  c? 

setzen,  wo  fc/  eine  neue  willkürliche  Constaiite  bedeutet.  Durch  (,21) 
sind  aber  die  Coeflicienten  a;,  &,-,  c,-  nur  bis  auf  eineu  gemeinsamen 
Factor  bestimmt;  man  darf  deshalb  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
hl  ^  1  setzen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Wertlie 
h'di,  h'i>i,  h{Cif  hiäi  wieder  mit  Oi,  i^,  c,-,  di  bezeichnen.  So  wird  schliesslich : 
(23)  iiXi  =  aix  +  hip  +  de  ■{-  di,     für  i  =  1,  2,  3,  4; 

d.  h.  dm  ieh'aedriscken  Pimkkoordinatm  verhallen  sich  wie  vier  ganze 
lineare  Functionen  der  rechtmnMigen  Coordinaten,  deren  Oocfficienten 
eine  von  Ntül  verschiedene  Determinante  bilden'**). 

Bezeichnen  Ai,  B.i,  G;,  Di  die  Unterdeterniinanteu  der  Determi- 
nante (22),  indem: 

*)  Das  TetvaBdet  kann  aber  unendlidi  gross  werden,  indem  ?,.  B.  drei 
seiner  sechs  Kanten  einander  parallel  verlaufen,  ohne  dass  die  Gülligteit  des 
Folgende»  wesentlich  beeinflusst  würde. 

**)  Die  Benutzung  homogener  Coordinaten  ist  hiernach  nichts  anderes  als 
eine  conaeqnentere  Darchführnng  der  Methode  der  abgekürzten  Bezeichnung. 
Die  Einführung  der  homogenen  Coordinaten  verdankt  man  Möbius  und  Plucker 
(vgl.  Bd.  I,  p.  67);  für  die  allgemeine  Anwendung  derselben  waren  Ilesse's 
erfolgreiche  Arbeiten  entscheidend. 
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(24)  ^  =  UiAi  +  Iflii  +  Cid  +  AiBi,     für  *  =  i,  2,  3,  4, 

und    setzt    man    /i  =  ^  •  v,    so    erhält    man    durch    Auflösung    dos 

Systems  (22): 

vx  =  J.^a:j  +  A<iX^  -\-  A^x^  +  Ä^^x^, 
vy  =  Ifja:^  +  ^^a^a  +  B^aJa  +  B^a;,, 
v0  =  0,a;,  +  Oa«2  +  Csa;^  +  C^x^, 

V  =  B,X^  +  A«S  +  A«fl  +   J^4^4> 

oder  in  abgekürzter  Schreibweise: 

SÄ.x.  SB.x.  EC.x. 

wo    die    Summen    über   den   Index  i  von   i  =  1    bis    *  ^  4    auszu- 
dehnen sind. 

Die  Gleichungen  der  vier  Ecken  des  Tetraeders,  d.  i.  der  Schnitt- 
punkte dar  Ebenen  (21)  zu  je  dreien,  in  rechtwinkligen  Ebenen- 
coordinaten    sind,    wenn  Ai,  Bi,  d,   Di   obige    Bedeutungen   haben: 

(25)  ÄiU-{-BiV  +  CiW-\-Di  =  0,     für  i=l,  2,  3,  4; 

und   zwar   ist   hier   die    Gleichung  derjenigen   Ecke    ausgeschrieben, 
durch  welche  die  «'^  Ebene  (21)  nicht  hindurchgeht. 

Der  Abstand  einer  Ebene«,  v,  w  von  der  Ecke  (25)  ist  nun  (p.  12): 
A.u  +  BfV  +  C.W  +  D; 


Si   = 


B.Vzi' +  V' +  w' 

Die  Quadratwurzel  des  Nenners  ist  unabhängig  vom  Index  i,  kann 
also  in  der  Proportion  (19)  fortgelassen  werden,  so  dass,  wenn  ii' 
ein  unbestimmter  Factor  ist: 

^■■a,  -  ^(4,..  +  B„  +  Cw  +  A), 
und  durch  Auflösung,  wenn  D,  =  liU: 

v'it  =  ^1'«^%  +  ü/w^Wg  +  V0I3W1  -|-  l^'a^ii^, 

v'  =  l^'ä^^u^  +  l^d^ti2  +  V'4%  "I"  Vf^iWi- 
Die   Coefficienten  li  (bez.  ^/)  sollten  so   bestimmt  werden,   dass 
die  Bedingung  für  die  vereinigte  Lage  von  Punkt  und  Ebene  durch 
Gleichung  (20)  gegeben   wird.     Diese  Bedingung   war  in  rechtwink- 
ligen Coordinaten: 

nx  +  vp  +  WS  -I-  1  =  0; 
sie  wird  also  jetzt: 
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Zwischen  den  Grössen  O;,  6,-,  C;,  »?j,  ^1;,  JB;,  C;,  A  bestehen  nach 
bekannten  Determinantensätzen  neben  (24)  die  Relationen: 

aiÄ,  +  hB,  -}-  Ciuk  +  (?,-A-  =  0     für  ;  ^  7c. 
Durch  Aiiamultipliciren  geht  daher  die  linke  Seite  unserer  Bedingung 
über  in: 

Soll  also  obige  Forderung  erfüllt  werden,  so  moss  1/  =  1,  d.  h.  li  =  D, 
genommen  werden.  Der  Uehergang  von  rechtwinhligen  su  homogenen 
Ebe^tencoordinaten  wird  daher  vermittelt  durch  die  Gleickmtgen: 

(26)  {t'ui  =  Aßi  +  BiV  +  CiW  +  Di, 
und  deren  ÄufUJsungen: 

Sa.u.  ^b-it-  Ecii 

Um  die  tetraedrischen  Lmiencoordinate>%  darzustellen,  gehen  wir 
aus  von  den  Coordinaten  der  vier  durch  (21)  gegebenen  Tetraeder- 
ebeuen,  nilmlich 

J,     ^,      J      füi-  -^  =  1,  2,  'd,  4. 

Die  Coordinaten  der  Tetraederkante,  in  welcher  sich  die  !'"  und  /;'* 
Ebene  sehneiden,  sind  also  nach  (5)  und  (6),  p.  46: 

^^"^  '   «^A"'     '"'"■'' P^' 

c-a,  — c,«.  d.&t  —  d.li; 

(27)  !•«..- ^i-,      ^K.,  =  .'*^-5-iJ, 

uud  das  Moment  einer  beliebigen  Geraden  in  Bezug  auf  die  be- 
trachtete Kante  wird  nach  (9),  p,  46: 

(28)  ,,  PTT    +.K,,  +  ,.P    +^P.  +  »fe  +  ci^.. 

Bezeichnet  man  andererseits  mit  Pi^t  Pm  Pui  Pasi  Psa}  Ph  '^''' 
einzuführenden  homogenen  Liuiencoordinaten,   so   sollten   wir  habeu 

vpik  ==  G<i  ■  Mn, 
wo  die  dt:  passend   zu   wählende  Constante  bedeuteu.     Mau  erkennt 
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boiüits,   dasa  nach  (28)  äie  jj«  lineare  homogene   ganze  Fmictioneu 
der  p,  q,  r,  %,  x,  p  werden.     Zunächst  ist  wegen  (27): 
(29)  tp,i  =  dl,'  [(ftiCj,  —  Cih)it  4-  {ciai,  —  aiCk)«  +  {aih  ■—  ha,,)  p 
(ß,ai  -  aich)p  +  (dih  ~  hd,)q  +  {ä,ci.  -  c,r7,)r]. 


C-t  =  0,-;  y(rf;ai.  —  üiäi)^  +  (difc*  ■ 
Der  gefundene  Werth   von  pn, 


1  wir  statt  p,  q,  r,  X,  x 
und   ^,  jj,  g  oinfübreii, 


die    Coordinaten    zweier   Punkte  x,  y,  : 
folgender  Form  gesclirieben  werden: 

T'j),-i  =  a,'  [{aix  +  &;j,  +  ct^  +  d,.)  («*g  +  hn  +  c,£  -i-  (h) 

-{a,x-\-h,y^f-c,s-\-d,){a,i  +  hn^C;l  +  di)\ 
rf-jder  nach  (23),  wenn  x'  ^G^i: 
(30)  6p,-i  =  {Xiyk  —  yiXk)Oik, 

vorausgesetzt,  dass  X^,  ^g,  X^,,  X^  und  j/,,  l/j,  f/g,  1/4  die  homogenen 
Coordinaten  derjenigen  Punkte  siud,  deren  rechtwinklige  Coordinaten 
hez.  mit  x,  y,  s  und  \,  tj,  ^  bezeichnet  waren.  Nun  besteht  zwischen 
den  sechs  Differenzen  Xty^  —  i/iXi  die  identische  Gleichung: 


denn    das    Doppelte    der   linken   Seite   ist    gleich   dev 
sehwindenden  Determinante  (vgl.  p.  44) 
x^     X2     x^ 

Vi    y%   V» 

x^     aJg     x^ 

j  ih    Vi  yi>   Vi 

Also  die  Grössen  pn,  genügen  der  Identität 


2     Vi  I 
iclentiseh 


i'.'A 


■  n  '   ~r   rj .'   ■  n.'   "T   n  ■'  '  ~a.'        ^■ 


Um  die  linke   Seite   mögliehst   einfach  zu  gestalten,   sct/,eu  wir 
fest,  dass 

(31)  C,/  ■  C34'  =  Cis'  ■  C,^  =  C,l  ■  0,s' 

sein  soll;  sind  also  drei  der  Grössen  Qt  beliebig  angenommen, 
so  sind  alle  sechs  bis  auf  einen  gemeinsamen  Factor  bestimmt. 
Im  Folgenden    soll  einfach 
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gesetzt  werden.  Es  hat  ilus,  wie  sieli  später  ergeben  wird,  zur  Folge, 
dass  auch  die  Bediiigimgen  für  die  vereinigte  Lage  eines  Punktes 
nud  einer  Geraden  (p.  49f.)  in  besonders  einfacher  und  symmetrischer 
Gestalt  erscheinen. 

lüach  (30)  werden  also  die   tclraedrisdien  Coordinaten  der   Vcrbin- 
dmigslinie  ^iv^er  Punlile  x  und  y: 

und  stüisclicn  ihuii  besteht  die  Identität*): 

(33)  p^2!Pii  +  IhiPi^  -\-  IhiPr^  =  0 , 

und  sie  geniige/n  den  Melationmt:  Pik^—Pki-     ^ie  Gleichungen  (29), 

ivelcke  den  Zusammmhamj  mit  den  rechtmnTdigen  Coordinaten  vemiitteln, 

werden: 

.  tpik  =  {hG)^kX  +  {ea)iiH  +  {ah)it& 

+  ida),,p  +  (rf&)ag  +  (äc^r , 
wo  {bc)ik  =  ifCi  —  btCj  etc.  und  wo  die  Grössen  ö;,  i,-,  d,  di  die  in 
(23)   vorkom  tuenden   SnbstitutionBCoeffieieiiten   bedeuten.     Ist   ferner, 
wie  üben,  Mit  das  Moment  der  Geraden  p  in  Bezug  auf  die  Schnitt- 
linie der  «**"  und  ^'^^  Tetraeder  fläche,  so  wird: 


(35) 


>■»•  —  VißoV  +  (dh),,'  +  (de),,"  ■  Mii, . 
!  Gleieliuiigen  (34)   aufzulösen,   beachten  w 


(36)       («&X^  (^'^k  +  («&)i3  (od),,  +  («&),,  (cd),,  ^ 
+  {<^^)u  ("0,s  +  (f'^)i.  (c(On  +  C«ö),,  (cd)u 


&i   ^2  f-a 

Cl     Cs     C3 

(?.  (i,  (?„ 


dnss  folglich  die  linke  Seite  gleich  Null  wird,  wenn  man  irgend 
einen  der  Buchstaben  «,  &,  c,  d  durch  einen  andern  unter  ihnen  er- 
setzt. Man  wird  also  a.  B.  je  durch  die  p,i  berechnen,  indem  man 
rpit  mit  ((7ß)i»i  ranltiplicirt,  wo  l  und  h(  von  i  und  £  verschieden 
sind;  und  analog  für  «,  p,  p,  q,  r.     Man  findet,  wenn  T.t'  =  —  z/: 


*)  Für  die  Einführu  g  h  g  n  L  n  dinatea  vgl  Cajley,  on  tUe 
eis  eoordinates  of  a  line,  T  a  t  n  of  th  Can  budge  pinlosophical  Society, 
vol.  11,  3,  1867;  Battagl  Att   d  11    T    A    ademia  Ai  Napoh,  vol,  3,  1866. 

Klein:    Ueber  die  Transf    mat   n  d      allg  u       n  Gleichnng  zwBite»  Grades, 
etc.  luauguraldissertation   B     n  18  8    nd  M  th  AiicaleD,  BJ    2o 
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also,  wenn  die  rechte  Seite  zur  Abkürzung  mit  2(äa)ihPini  bezeichnet 
wird: 

t'a  =  I!(da).^p^^^,  x'k  =  S  (dV)^j.p^,   ir'p  =  S  {dc)^^p^^, 
(34)*  t'p  =  2:(6c),^p„„,    r' q  =  E  {ca).^p^^^,   t'r  =  2  (al)^p^^^. 

Nun  ist  bekanntlich  {ÄB):,j,^  J.(cd)in,,  wenn  die  grossen  Buch- 
staben wieder  die  TJnterdeterminanten  Ton  ^  bedeuten;  die  Glei- 
chungen (34)*  lassen  sich  also,  wenn  r'.z/ =  t",  auch  so  schreiben: 

t"%  =  2:{B0\^p,^,      t'p  =  S{I)Ä).^p.i^, 
(34)**  x"a  =  S{GA\^p^^,      %"  q  =  2:{BB\p.^, 

t"q  =  2J{ÄB).^p.^,      r"r  =  2;(  J)  C),.,j),, . 
Biese  Auflösungen  entstehen    also   am   (23)*  m   analoger   Weise,    tvie 
die  Gleichungen  (34)  selbst  am  (23). 

Es  bleibt  uns  übrig  zu  zeigen,  wie  die  eigenthümliehe  Stellung  der 
Geraden  gegenüber  dem  Principe  der  Dualität  bei  Anwendung  fcetrai;- 
drischer  Coordinaten  zur  Geltung  kommt.  Analog  zu  (32)  muss  man 
die  gerade  Linie  auch  durch  zwei  Ebenen  ti,  v  und  sechs  Coordinaten 
2»  bestimmen  können,  wenn 
(37)  s'qik  =  iH'Oi,  —  Villi: . 

Diese  sechs  Größsen  werden  sich,  wie  bei  den  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten, auf  die  pa  zurückführen  lassen.  Um  dies  direct  nachzu- 
weisen, gehen  wir  von  den  Bedingungen  aus,  welche  aussagen,  dass 
die  Punkte  x  und  y  auf  der  Schnittlinie  der  Ebenen  u  und  v  liegen, 
nämhch: 

*'i*i  +  "a^s  +  'fg^s  +  %'^4  =  0, 

Wi!/,  +  '*33/2  +  %3/b  +  «*43/4  =  0, 

''l^l  ~l~  ''s^   "f"  ^S*3   "f"  ^i^i  "^  ^  1 
«i2/l+%«'ä  +  %2/3   +''4«/4  =  0- 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  1/4,  die  zweite  mit  —  x^ 
und  addirt,  so  folgt: 

t^iPii  +  ^hp2i  +  «aPai  =  ^ , 
ebenso  aus  der  dritten  und  vierten  Gleichung: 

also: 

f  A4  =  "s%  —  %%  =  e'gg, , 
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In  analoger  Weise  bildet  man  die  GldeliuugGii: 

und  erhält  auw  iliiieu,  (!a  p,^^  =^  — p^^: 

f*Pi4  =  %«3  —  "2%  =  e'j^s . 

f^Piü  =  ^^i  ~  «'s«*  =  <^'(t-M- 
Aus  einem  dritten  Piiare  von  Gleichungen  endlich  wüvde  hervorgehen: 
f*Fa3  =  «'i*'4  —  "i«!  =  <^'Su  ■ 
Zwisdien  den  dureli  (37)  äcfmirtea  Grössen  q.^  und  den  äwch  (32) 
defmirlen  Grössen  p.^  bestehen  daher  die  BeJationen 

e'As  =  >hi,     ö'>,3  =  2,13 ,     e"j>,,i  =  q^^ , 

oder,  weiM 

=    2i2  3s4  +  5i3  3«  +  2u2s3  =  Q 
ffeseint  wird: 

cQ  .,  SP 

(38)  -^^«-ä^,'    «'-^-"^  SKi' 

wo  a"  ein  unbestimmter  Froportionalitätsfactor  ist. 

Der  Vollständigkeit  halber  möge  noch  darauf  hingewiesen  werden, 
dass  die  linke  Seite  der  Identität  (33),  d.  i.  der  Ausdruck  P  (bez. 
Q),  vermöge  der  Substitution  (34)  oder  (34)**  bis  auf  einen  Factor 
in  den  Ausdruck  pa  -\-  qx  -j-  rQ  übergeht.  Man  bestätigt  dies  leicht 
mit  Hülfe  von  (34)  unter  Anwendung  von  (36);  es  ergibt  sich  so 
durch  Ausrechnung: 

(39)  t'  (pisPu  -\- PisP^^ -^  PiAa)  =  —  ^{pit  +  qy.  +  »"p)- 

Man  erkennt  aus  den  vorstehenden  Formeln,  dass  zwischen  recht- 
winkligen und  tetraedrischen  Liniencoordinaten  kein  wesentlicher  Unter- 
schied besteht;  in  der  That  waren  ja  auch  erstere  als  Verliältniss- 
zahlen  definirt.  Auch  die  Formeln,  welche  für  Liniencoordinaten  den 
Üebergang  von  einem  rechtwinkligen  zu  einem  andern  rechtwinkligen 
CoordJaatensysteme  vermitteln,  sind  nicht  wesentlich  verschieden  von 
den  Formein,  die  von  einem  rechtwinkligen  zu  einem  tetra,edriechen 
Systeme  führen.  Anders  ist  es  für  Punkt-  und  Ebeneneoordinaten. 
Es  wurde  schon  hervorgehoben,  dass  die  Gleichungen  (14)  und  (16) 
nicht  einander  analog  gebildet  sind,  wie  es  das  Princip  der  Dualität 
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eri'oi'cleru  wiirJe;  die  Gieiclmogen  (23)*  und  (26)*  dagegen,  welche 
von  rcclitwinldigen  zu  liomogeaen  Coordiuaten  fübreu,  sind  diesem 
Principe  gemäss  gebildet,  in  beiden  tritt  rechts  ein  gemein  sanier 
Nenner  auf,  Verachwiudet  der  Nenner  in  (26)*,  so  werden  die 
Grössen  u,  v,  lo  uneudlich;  es  stellt  daher  die  Gleichung 

(7,M,  +  {?gMs  +  i%ll.  +  d.i!(,  ■=  0 
den   Aüfaugwpunkt    des    reclitwinkligen    Systems    dar    (vgl.    p.    18), 
während 

Ea-.Ui  =  0,     ShUi  =  0,     I^Citii  =  0 
bez.  die  Gleichungen  der  unendlich   fernen   Punkte   der  X-,    Y~   und 
i/-Axe  in  homogenen  Ebenencoordinaten  sind.     Ebenso  folgt  aus  (23), 
dass   die  Gleichungen  der   Y-Z-,   der  Z-X-  und  der  X-Y-Ebene,   be- 
zogen auf  das  tetraediische  System,  bez.  durch 

2::AiXi  =  0,    sBiXi  =  0,    sGiXi  =  o 

gegeben  werden.     Wenn  dagegen  der  Nenner  verschwindet,  wenn  also 

(40)  D^x^  +  B^x^  +  B^x^  -\-  B^x^  =  0 

ist,  so  werden  x,  y,  e  gleichzeitig  unendlich  gross.  Umgekehrt,  lässt 
man  einen  Punkt  x,  y,  ß  sich  in  bestimmter  Richtung  in's  Unend- 
liche entfernen,  wo  dann  die  Verhältnisse  x:y:s  eudliche  Werthe 
behalten,  so  ergeben  sich  aus  (23)  auch  endliche  Wertho  für  die  Ver- 
hältnisse iCj  ;  x^ '■  x^ :  x^;  es  werden  also  x,  y,  s  auch  nur  unendlich, 
wenn  die  Gleichung  (40)  befriedigt  ist. 

Da  nun  eine  lineare  homogene  Gleichung  im  Allgemeinen  eine 
Ebene  darstellt,  so  verhalten  sich  die  unendlich  fcfnm  Funkte  des 
Jiamnes  wie  die  PunMe  einer  Ebene;  d.  h-,  wemi  mau  untersuchen 
will,  wie  sich  irgend  ein  Gebilde  (Fläche  oder  Curve)  in's  Unendliche 
erstreckt,  so  hat  man  algebraisch  dasselbe  Problem  zu  lösen,  als 
wenn  man  den  Schnitt  des  Gebildes  mit  einer  Ebene  untersuchen 
will;  man  braucht  nicht  Grenzübergänge  zu  machen,  indem  man  aile 
Gleichungen  in  solche  zwischen  den  endlich  bleibenden  Verhältnissen 
X'.y.s  verwandelt,  sondern  man  braucht  nur  homogene  Coordinateu 
einzuführen,  und  dann  den  Schnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene  (40) 
zu  untersuchen.  Letzteres  geschieht  am  Einfachsten,  indem  man 
statt  der  allgemeinen  Substitution  (23)  die  besonders  einfache 

(41)  a;  ^  ^S     y  ==  ^^-  >     s  =  ^ 

anwendet,  bei  welcher  x.^^  =  0  die  Gleichung  derjenigen  Ebene  ist, 
welche  man  an  Stelle  der  unendlich  fernen  Punkte  betrachten  darf. 
Man  spricht  daher  von  einer  unendlich  fernen  Ehcnc  des  Baumes  und 
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üperii't  mit  ihr  wie  mit  jetler  anilern  Ebene.  Beispiele  dafür  werden 
sich  bei  Untersuchung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Klasse  in 
grosser  Zahl  darhieteii.  Wir  erinnern  hier  nur  daran,  dass  alle  unend- 
lich fernen  Punkte  einer  Ebene  hehandelt  werden  dürfen  wie  Punkte 
einer  Geraden  (Bd.  I,  [>.  67);  dieser  Satz  erscheint  jetzt  als  Folge 
des  allgemeineren,  dass  sich  zwei  Ebenen  in  einer  Geraden  sehneiden; 
man  braucht  nur  als  eine  Ebene  die  unendlich  ferne  zu  wählen. 
Ebenso  folgt  das  bekannte  Resultat,  dasa  einer  geraden  Linie  nur 
ein  unendlich  ferner  Punkt  zugeschrieben  werden  darf,  aus  dem  Satze, 
dass  eine  Ebene  tou  einer  Geraden,  die  nicht  in  ihr  liegt,  in  nur 
einem  Punkte  getroffen  werden  kaiin. 

Benutzt  man  die  Substitution  (41),  so  fallen  drei  Coordinaten- 
obenen  des  tetraedrischon  Systems  mit  den  dreien  des  rechtwinkligen 
zusammen,  und  die  vierte  Ebene  des  ersteren  ist  die  unendlich  ferne. 
In  der  That  kann  man  die  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Cooi-dinaten 
aus  den  tetraedrischen  durch  einen  Grenzübergang  ableiten,  indem 
man  eine  Ebene  des  Tetraeders  sich  iu's  Unendliche  entfernen  lässt. 

Nehmen  wir  zunächst  drei  Ebenen  des  Ooordinatentetraeders  auf 
einander  rechtwinklig  an  und  bezeichnen  mit  x,  y,  s  die  Entfernung 
eines  Punktes  X  von  ihnen.  Dann  ist  in  (18)  s^  ^  x,  s^^  y,  Sg  =  2\ 
also  kanu  man  setzen : 

(iX^  =  X,      (IX^  =  y,      jiX^  =  s, 

i^^i  =  -      -_-^— — ^— ~  , 

wenn  K,  ß,  y  die  Richtungswinkel  der  vierten  Tetraederebene  gegen 
die  drei  andern  bedeuten  und  _p  deren  Entfernung  von  der  gegen- 
überliegenden Ecke  ist;  man  hat  dabei  ^^  =  ^^  =  7%  =  1,  lc^-d=  —  1 
gesetzt  Lassen  wir  jetzt  ä  unendlich  gross  werden,  so  wird  (ta;4=  1, 
und  wir  haben,  wenn  etwa  «^  ==  1  gewählt  wird,  ein  rechtwinkliges 
Ooordinatensystem.  Bei  letsterem  mrd  also  das  Ooordinaientetra^der 
durch  die  drei  Ebenen  x  =  0,  y  =  0,  «  =  0  und  durch  die  unendlich 
ferne  Ebene  gebildet. 

Bei  diesem  Grenzübergange  gehen  gleichzeitig  die  homogenen 
Ebenencoordinaten  u^,  %,  %,  u^  in  die  rechtwinkligen  u,  v,  w  über. 
Die  drei  Tetraeder  ecken,  welche  sich  in  der  Ebene  Xj  =  0  befinden, 
haben  bez.  die  rechtwinkligen  Coordinaten 

_J_,0,0;        0,^.0;        0,0,^. 

Es  wird  also  in  (19)  imch  (29)  p.  12: 
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für  (?  =  CO  bestehen  bleibt.     Dasselbe  ergibt  eich  aus  den  Gleiebungen 
(26)  oder  (26)*. 

Für  Liniencoordinaten  entlUch  muss  man  folgende  Ueberlegungen 
anstellen.  Die  rechtwinkligen  Coordinaten  einer  Geraden  p  in  ßenug 
auf  die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Kanten  des  Tetraeders  seien 
p,  q,  r,  %,  «,  p.  Dann  sind  die  Momente  von  jg  in  Bezug  auf  diese 
drei  Kanten  (vgl.  p.  48)  j  wenn  allgemein  mit  Mm  ihr  Moment  in 
Bezug  auf  die  Schnittlinie  von  3^;  =  0  bezeichnet  wird: 


yp^  +  i^  +  r''  ''        Vp'  +  /+  r*'  '^        Vp'  -h  5^  H- 

Die   Schnittlinie  der  Ebene  x^^Q    mit   der  Ebene  a^j  =  0   hat   : 
Verbindungslinie  der  Punkte 

0,  -^g'O    und    0,0, -J-- 
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und  Ca  =  Cm  ■  j/ps  +  a^  +  i^,  so  miiaaen  die  Grössen  Ca'  den  Glei- 
cliungeu  (31)  genügen.  Man  darf  sie  aber  nicht  silmmtlich  gleich 
der  Einheit  annehmen;  dies  ist  nur  für  0^2,  G.J,  C^'  erlaubt,  dagegen 
muss  man 

setzen,  damit  die  Producte  Ca,  •  Mik  iiuch  für  (7  =  oo  endliche  Werthe 
behalten.     Rßekt  die  Ebene  a^^  =  0  ins  Unendliche,  so  wird  also 

(42)  p:a:r:«:x:Q=  -f^^:  -  p2i  •■  ~  Pu  ■  P23  ■  Psi  ■  Pi-: , 

so  dass  pn  -\-  qx-{-  rg  zu  —  (p^^Psi  +  PnPa  +  PuPts)  proportional 
ist,  was  mit  (39)  übereinstimmt.  Durch  den  G-reuzKbergang  werden 
p,  q,  r  die  Momente  in  Bezug  auf  die  unendlich  fernen  Geraden  der 
drei  Coordinatenebenen,  wie  es  nach  Früherem  sein  soll  (p.  48).  Die 
Proportion  (42)  folgt  auch  direet  aus  (34). 

Nach  (23)  und  (24)  geschieht  der  Uebergang  von  einem  belie- 
bigen rechtwinkligen  zu  einem  beliebigen  homogenen  Coordinaten- 
systeme  mittelst  der  allgemeinsten  linearen  Gleichungen,  welche  man 
zwischen  vier  homogenen  und  drei  absoluten  Ver  ander  liehen  auf- 
stellen kann.  Der  Uebergang  von  einem  Tetraedersyateme  (x^,  a;^, 
x^i,  x^  zu  einem  andern  (i^,  %,  §3,  I4)  kann  dadurch  bewerkstelligt 
werden,  daas  man  beide  zunächst  auf  ein  rechtwinkliges  System  be- 
zieht.    Man  hat  dann  nach  (23)  und  (23)*: 

1  —  ■{    9   -^   d  ■ 
ß^i  =  aiX'j-htj-\-Ci^-j-di  , 

SA^x.         ZA-'  ^.  SBi  (C;         ZB!  ^. 

also  auch: 

SÄ-'i.  SB/^i  -SC/I; 

GX^  =  aj  -^jjr^_  +  hj  -^^_  +  Cj  -^j^j_  -i-  d, 

oder,  wenn  0  -  SDI^i  =  (t  gesetzt  wird: 

(ixj  =  ajSÄ'li  -\-  bjSB.'ti  +  CjSC/^i  +  djSD/^, 
für  j  =  1,  2,  3,  4, 
oder  wenn 

(43)  ajA;  +  bjB-  -f-  CjCi  +  djD/  =  üji 
gesetzt  wird; 

(44)  iixj  =  ffl,-,li  +  %la  +  «j3^3  +  o-j^li  ■ 

Vermöge  (43)  sind  die  16  Coefücienten  an,  durch  die  16  willkürlicheii 
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Grössen  a,-,  &,-,  a,  (f;  und  die  16  ebenfalls  willkürlichen  Grössen  «/, 
&;'j  Ci,  äi  ausgedrückt;  jedenfalls  sind  also  die  «ij,  im  Allgemeinen 
von  einander  unabhängig:  Der  Uelergaiu)  von  cinmn  TetraSäersystente 
SU  einem  andern  gesckielit  für  Punht-  (und  also  auch  für  Ehenen-)  Coor- 
dinaten  mittelst  der  allgemdnen  Uitearen  Gleichungen  van  der  Form  {44), 
deren  Determinarüe  nicht  vers(^vindet.  Man  hat  also,  wenn  A^  den 
Cüefficienten  von  aij;  in  der  Determinante  ^  ::jz  ^ii'^s^^ss'^m  bedeutet; 

^■*4=«4lll+«4a&  +  «43S3+«4il4j    I'l4=^U^l+^aÄ+AÄ+AA 

Die  entsprechenden  Formeln  für  Ebenen coordinaten  (mj  und  mi)  er- 
geben sich,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Gleichung  der  Ebene 
2J-ui,Xt:  =  0,  oder  wegen  (45) 

von   di;r  Foiiii   i'wil^  =  0  sein  muss;  uIho  iiiuilüg  i.n  (2S)   und  (2())*: 
fi'ät,  =  j^|,tO|  -f-  ^ii;te>2  +  ^ia%  +  -^ji'^.n 
^'%  =  -^äiöJi  -f"  -^sä'^a  "f"  -^is*^}  ~l~  -^sd"^!» 

ft'wj  ==  ^^[(0,  +  ^420^  +  As'^a  +  -^ji'^jj 

/Mj   =(/,,«!      +  ögi%      +   '%lW3      +'t.il".iJ 

i-'coa  =  ßia"i    +«23^    +  «33«3     +  ß4ä"4, 

Für  Linien  coordinaten  folgt  aus  (45),  wenn  p  die  Verbindungs- 
linie der  Punkte  x  und  y  ist; 

=  («iili  +  «isla  +  «isIs  +  «;i§4)  («dfi  +  »(.jt;!,  +  itkij^  +  on^^j) 
—  (a,itji  +  (l,s»ia  +  ß;3i!8  +  anVi)  («h  Si  +  ««-a  ^s  +  «u  la  +  «uli) 
=  («iittia  —  ßn^a)  (li'Ja  —  »?i£b)  +  («aöi-3  —  «nais)  (^i^Js  —  i?iIb) 

+  (ß,-l«M  —  ßilßil)  (§I»l4  —  IJl&i)   +   («<-30t3    -    «mOi-s)  (§2l?3  —  'J2&3) 

+  (ß;s«M  —  aMaM)(S2i?4  —  i?sli)  +  (ßisßM  —  ai3ai4)  (^31)4  ~  Isli), 

oder  wenn  tth,  die  Coordinaten  der  Linie  p  im  andern  Systeme  be- 
deuten : 


(46) 
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-A<fl.„  +  A<f' »„  +  A;f' » 


wo  zur  Abkürzung: 
so  (lass : 

aJJ;"'  =  —  aJ;"  =  -  aJ'"'  =  A^!"' . 

Ebenso  kann  mau  die  Auflösungen  von  (47)  aus  den  in  (45)  reckts 
stehenden  Gleichungen  ableiten,  man  hat  nur  die  an.,  durch  die  A^i 
zu  ersetzen.     Nun  ist  nacli  bekannten  Determinantensätzen: 

-^ii-^ik  —  A2iAu  =  -^  (ö3iö4t  —  auast)  =  ^  ■  A^'*' 
AuAu  —  ^si-^ii  -■=  ^  (««flsi  —  ßs/«4i)  =  ^  •  A'g' 
AljAi;  —  ÄiiAu  =  Z/  Ca3;ß3i-  —  (tfliff^t)  =  ^  ■  Ag^',   u.   R.   f. 
wo  z/ ;=  2.' +  «ii'^aa'Jiis^Mi  ^'^^  wird; 

■'«»  -  A™  ft,  +  A™  R,  +  A™  ft. 
+  A«i,„  +  ASfi..,  +  A™fc. 

Die  geonietrisehe  Bedeutung  der  in  (45)  auftretenden  Substitu- 
tion sc  oefficienten  ist  leicht  zu  erkennen.  Es  smd  nämlicli  die  Coor- 
dinateii  der  Tetraeder- Fläclim 


(«)• 


Jes  x-Systems  in  Bezug  auf  das 
Tetraeder  des  ^-Systems  heg.: 


(49) 


des  ^-Systems  in  Bezug  auf  das 
Tetraeder  des  x-Systeins  bes.: 


'.  Coordinaien  der  Tetraeder-Ecken 


des  X-  Systems  in  Bezug  auf  das 
Tetraeder  des  ^-Systems 


(60) 


des  ^-Systems  in  Bezug  auf  das 
Tetraeder  des  x-Systems 


A,,,,    A^,_,    ^43,    ^„. 

Endlich   sind  wegen  (47)  die  Goordinaten  der   TctraederJcante  i 
X-Systems  in  Bezug  auf  das  Tetraeder  des  ^-Systems,   und  zwar  ( 
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tPii  =  «;i«is  - 

-  0!,aßH, 

rpi^  =  anai2  —  di^an, 

irp+a  =  diittis  - 

-  a,-3flH, 

Tj}n  =  «,af>i-3  —  «i3»*a, 

TpaB  =  «a«M  - 

-  «ii«*!; 
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Schnittlinie  von  oCi^O  mit  a;^  =  0   (oder   der  Verbindungslinie  ■ 
«i  =  0  mit  ^(m  ^  0): 


(51) 


und  wegen  (47)*  die  Cooräinatm  der  Tetraedericanten  des  i,-Systems  in 
Bestig  auf  das  Tetraeder  des  x-Systems,  und  zwar  der  Schnittlinie  von 
|,  =  0  mit  |i  =  0: 

(52)  t  Jtis  =  «lifläi  —  «1*%;,       t  n:42  =  fflü^ät  —  ««(^äij 

Die  Transformation  von  einem  Tetraeder  auf  ein  anderes  um- 
fasst  als  speciellen  Fal!  die  orthogonalen  Substitutionen,  von  denen 
wir  ausgingen.  Man  erhält  sie,  indem  man  x^  zu  %^  proportional 
setzt,  unter  a^^  ^  0  die  unendlich  ferne  Kbene  versteht  und  die  anderen 
drei  Tetraeder  ebenen  auf  einander  rechtwinklig  wählt,  Läsat  mau 
letztere  Bedingung  fallen,  so  erhält  man  das  sogenannte  scMefwifüdige 
Cooräinateitsystem.  In  ihm  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes  defi- 
nirt  als  Kanten  eines  schiefwinkligen  Parallelopipedons,  dessen  Seiten- 
flächen einerseits  durch  die  drei  zu  einander  beliebig  geneigten  festen 
„Coordinatenebenen",  andererseits  durch  drei  hierzu  parallele  Ebenen 
gegeben  sind,  welche  durch  den  betrachteten  Punkt  gehen.  Ein  solches 
System  wendet  man  gelegentlich  an;  es  möge  daher  noch  kurz  aus 
dem  allgemeinen  abgeleitet  werden. 

Wir  gehen  von  einem  Tetraeder  aus,  in  welchem  die  Kante  x^  =  0, 
a:^  =  0  mit  x^^^O,  x^  =  0  den  Winkel  a,  die  Kante  a;^  =  0 ,  x^  =  (i 
mit  aijj  ^  0,  x^^Q  den  Winkel  ß,  die  Kante  a;g  ==  0,  x^^O  mit 
x^=0,  x^  =  ()  den  Winkel  y  bildet.  Wir  nennen  x,  y,  s  die  Längen 
der  drei  Linien,  welche  man  durch  den  Punkt  x  parallel  zu  den  ge- 
nannten drei  Tetraederkanten  ziehen  kann,  gemessen  von  dem  Punkte 
X  aus  bis  zu  ihren  Schnittpunkten  mit  den  drei  Flächen.  Sind  dann 
wieder  Sj,  s^,  Sj  die  Abstände  des  Punktes  x  von  den  Ebenen  x^  =0, 
x^  =  0,  %  =  0,  so  ist  offenbar: 

s^  =  a;  sin  K ,     s^  =  »/  siji  ß ,     s,^  =  s  am  y . 

Die  Entfernung  s^  des  Punktes  x  von  der  vierten  Ebene  «4  =  0  lässt 
sich  durch  Sj,  s^,  Sj  ausdrücken.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  J-, 
den  Inhalt  des  ebenen  Dreiecks,  welches  auf  der  Ebene  3^;  =  0  durch 
die  drei  anderen  Ebenen  ausgeschnitten  wird,  so  ist  Js,-4f  gleich  dem 
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Inhalte  des  Tetraeders,  welches  durch  die  Ecken  des  genannteii  Drei- 
ecks iiud  durch  den  Punkt  x  gebildet  wird;  also  offenbar: 
(53)  z/,s,  +  ^gSa  +  Z/3S3  -I-  z/^s^  =  3^, 

wenn   J   dem  Inhalte    des    ganzen   Coordinateiitetraedors   gleich   ist. 
Setzt  man  nuu 

so  wird  nach  (18): 


QX^  =  k^s^ 


Jetzt  lassen  wir  die  Ebene  x^  =  0   sich  in's  Unendliche  entfernen; 
dann  werden  die  Grössen  z/,  ^,,  ^^,  z/j  unendlich  gross,  aber  so,  dass 

lim  ^'  =  0,     lim  ^  =  0,     lim  -'  -=  0 , 


wenn  /ij,  A^,  l>^  die  drei  Höhen  des  Tetraeders  bezeichnen,  und  letztere 
werden  gleichzeitig  mit  z/  unendlich  gross.  Man  erhält  also  die 
Proportion : 

Xj  :  x^ :  x^:  x^  =  X  :  y  :  s  :  1 , 

welche  mit  (41)  identisch  ist  Letztere  gilt  also  für  den  JJehergang 
von  Tetraiider-Goordmaten  sowohl  m  rechtwinhligen  als  ^n  sdiiefwinldigen 
Coordinaten. 

Die  Gleichung  (53)  zeigt,  dass  zwischen  den  Coordina,ten  x,,  x^, 
x^,  ic^  eine  lineare  Identität  von  der  Form 

(54)  lc,Xj  -\-^X2  -\-  h^Xs  +  \Xf  =  1 

besteht,  sobald  man  ihnen  absolute  Werthe  beilegt  (d.  h.  dem  will- 
kürlichen Proportionalitätsfactor  einen  bestimmten  Werth  gibt,  ihn 
z.  B.  gleich  1  setzt).  Letzteres  zu  thun  empfiehlt  sich  besonders, 
wenn  man  bei  Benutzung  der  homogenen  Coordinaten  sich  gleich- 
zeitig der  Principien  der  Differentialrechnung  bedient,  wie  es  weiter- 
hin in  der  Theorie  der  Flächen  wiederholt  geschehen  soll;  dann  bat 
man  zu  beachten,  dass  die  Differentiale  dxi  nicht  von  einander  unab- 
hängig sind,  sondern  der  aus  (54)  hervorgehendön  Relation 

(55)  Jc^dXi  +  Jc^dx^  -\-  Jc^dx^  +  h^dx^  =  0 

zu  genügen  haben.  In  der  That  gibt  es  von  einem  Punkte  aus  nnr 
doppelt  unendlich    viele  Forts  eh  rei  tnngsri  clitungen ,  so  dass  die  Ver- 
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häitiiissc  von  drei  Differeiitiiilon  (z.  B.  ^,--  iiiul  '—)  eine  solelie  ßicli- 
tung  schon  Yollatändig  bestimmen. 

VII.   Punkt,  Ebene  und  Gerade  in  homogenen  Coordlnaten, 

Die  neu  eingeführten  iiomogenen  oder  tetraedrisebeu  Coordinaten 
benutzen  wir  zunächst,  um  Puulit,  Ebene  und  Gerade  mit  Hülfe  der- 
selben zu  behandeln  und  so  eine  liurze  TJebersicht  über  die  früher 
mittelst  rechtwinkliger  Coordinaten  erhaltenen  Resultate  zu  geben. 
Wir  beschränken  uns  dabei  auf  solche  Fragen  und  Sätze,  welche 
darauf  beruhen,  äass  Punhle  in  Ebenen  oder  Geraden  liegen,  Ebenen 
durch  Punkte  oder  Gerade  g^ten,  Gerade  sich  schneiden  oder  «  Ebenen 
liegm  oder  durch  Punkte  gehen  sollen,  also  bei  welchen  metrische 
Relationen  nicht  vorkommen.  Allerdings  würde  man  auch  Aufgaben 
metrischen  Charakters  mittelst  der  neuen  Coordinaten  behandeln 
können,  wenn  man  ihnen  absolute  Werthe  beilegt  und  berücksichtigt, 
dass  dann  zwischen  ihnen  eine  Identität  der  Form  (54)  besteht. 
Aber  es  bietet  dies  keine  wesentlichen  Vortheile,  da  bei  metrischen 
Eelationen,  wie  wir  sehen  werden,  die  unendlich  ferne  Ebene  immer 
besonders  ausgezeichnet  ist,  was  dann  eben  den  Gebrauch  rechtwink- 
liger Coordinaten  naturgemäss  erscheinen  lässt.  Nach  unseren  bis- 
herigen Untersuchungen  könnte  man  geneigt  sein,  auch  alle  Doppel- 
verhältnis s-ßelationen  zu  den  metrischen  zu  rechnen;  dies  ist  aber 
nicht  richtig,  wie  schon  in  der  ebenen  Geometrie  gezeigt  wurde.  Das 
Doppel  verhältniss  wurde  zwar  als  Quotient  von  Abstandsverhältnissen, 
also  metrisch,  definirt;  gleichwohl  sind  alle  Aufgaben  und  Sätze,  die 
sieh  auf  dasselbe  beziehen,  besonders  zur  Behandlung  mittelst  homo- 
gener Coordinaten  geeignet,  wie  sieh  aus  der  Uuveränderiichkeit  des 
Doppel  verhältniss  es  bei  beliebigen  coilineareu  Umformungen  ergab 
(Bd.  I,  p.  117). 

Nach  Obigem  (p.  83)  ist  die  vereinigte  Lage  einer  Ebene  m 
mit  einem  Punkte  x  durch  die  Gleichung 

(1)  MjiCi  +  u.,x^  +  Mga^s  +  'a„x^  =  0 

(oder  i^UiXi  =  0)  angezeigt.     Hieraus  folgt: 

Die  Gleichung  eines  Punktes, 
welcher  in  drei  Ebenen  v,  w,  r 
liegt,    die    nicht    einem    Büschel 


Die  Gleichung  einer  Ebene, 
welche  durch  drei  nicht  in  einer 
Geraden  gelegene  Punkte  y,  0 ,  t 
best.immt  wird,  ist: 
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(i!) 


4      ts 


Dieselbe  ergibt  sich  durch  Elimi- 
nation der  M;  aus  (1)  und  ans  den 
Gleichungen  Ä(ij/;  =  0,  2!iiiSi=0, 

Die  Coordinaten  der  durch 
drei  Punkte  i/,  s,  t  bestimmten 
Ebene  it  sind  also  die  aus  der 
„Matrix" 


Vi    ys 


Vi 


zu  bildenden  dreigliedrigen  Deter- 
minanten, mid  zwar: 
3/a     ^3 


U     t,      t. 


(2r 


¥2    Vi 


\y, 
\X 

Sind  E  =  0  und  E'  =  0  die 
Gleichungen  zweier  Ebenen  v  und  lo, 
indem  etwa  E=UViXi,  E'^t^SwiXi, 
so  sind  alle  Ebenen  des  durch  sie 
bestimmten  Büschels  in  der  Glei- 
chung 
(3)  E  +  IE'  =  0 


Dieselbe  ergibt  sich  durch  Eli- 
mination der  Xi  aus  (1)  und 
aus  den  Gleichungen  EviXi  =  0, 
SwiXi  =  0,  Snxi  =  0. 

Die  Coordinaten  des  durch 
die  Ebenen  v,  w,  r  bestimmten 
Punktes  x  sind  also  die  aus  der 
„Matris" 


zu  bildenden  dreigliedrigen  Deter- 
minanten, und  zwar; 


Sind  P  =  0  und  P'  =  0  die 
Gleichungen  zweier  Punkte  y  und  2, 
indem  etwa  F^Suiy;,  P'=£MiSi, 
so  sind  alle  Punkte  der  durch  sie 
bestimmten  Reihe  in  der  Gleichung 

p+ AP'  =  0 
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tiargestellt,  wenn  l  ein  Parameter 
ist.  Die  Coordiiiaten  einer  beweg- 
lielien  Ebene  m  des  Büscbels  (3) 
sind  daher 


dargestellt,  wenn  X  einen  Parameter 
bedeutet.  Die  Coordinaten  eines 
beweglichen  Punktes  der  Reihe  (3) 
sind  daher 

Gx^  =  !/2  +  ASa , 
ßa^3  =  «/ä  +  ^%  , 

ß«4  =  J/4  +  l^i- 

Der  Parameter  X   hat  hier  dieselbe  geometrische  Bedeutung  wie 
bei  den  rechtwinkligen  Coordinaten;  mittelst  (26)*  p.  83   bez.   (23)* 
p.  82  erhält  man  nämlich  aua  (4), 
wenn  die  Ebenen  m,  v,  w  bez.  die   wenn  die  Punkte  x,  y,  z  bez.  die 


(4) 


,  +  ta,, 
.  +  *».. 


rechtwinkligen  Coordinaten 


I^a.'o 

+  ISa^w. 

+  XS\Wi 

EdjV 

+  lSd^w^ 

oder  wenn  man 


rechtwinkligen  Coordinaten 


SG.y.  +  Xi:G.t!^ 


+  (••■ 
+  f  ' 

*-  1  +  f 

.=^^1^ 

»-'VW'- 

._? 

+  1". 

1  +  c  ■ 

Es  ist  also  ft,  und  folglich  auch  l  bis  auf  einen  constanten 
Factor  gleich  dem  Abs tands Verhältnisse  des  beweglichen  Elementes 
von  den  beiden  festen  Elementen.  Hieraus  geht  hervor,  dass  alle  Sätze 
über  Boppelverhälinisse  und  also  auch  über  prqjecUviscke  Besiehungen  beim 
Gebrauche  telraedrischer  Coordinaten  sich  in  genau  mialoger  Wdse  erledigen 
lassen,  wie  bei  Bmvisung  rechtwinkliger  Coordinaten.  Die  Formein  haben 
aber  den  Vorzug  grösserer  Symmetrie,  indem  kein  gemeinsamer  Nenner 
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mehr  auftritt,  d.  h,  indem  die  tinendlieli  fernen  Elemente  (welche 
durch  Yerschwinden  desselben  dargestellt  werden)  nicht  mehr  vor 
den  übrigen  ausgezeichnet  sind. 


Insbesondere  erhält  man  auch 
hier  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 

J^r  —  E'F-^0 
als  Ort  der  Schnittlinien  entspre- 
chender  Ebenen   der   beiden   pro- 
jectivischen  Büschel 
£+AE'  =  0,         F+  IF'  =^0 
oder  der  beiden  Büschel 
F~\-^F^O,      F/']-nF'  =  0. 

Aus  dem  Bestehen  von  (2) 
folgt  noch,  dass  man  drei  Grössen 
%,  %,  «3,  auf  deren  Verhältnisse 
es  allein  ankommt,  so  bestimmen 
bann,  dass 

(5)    QXi  =  x,yi-\- x^0i-\-itJi, 
für   i=l,  2,  3,  4. 


die  Coordinaten  Xi  der  FunMe  einer 
durch  drei  Funkte  y,  z,  t  gegebenen 
Eiene  in  ihrer  Ähhängigheit  von 
gwei  lUrametertt  (den  Verhältnissen 
Xj  :  Kj  imd  «a  •  '^s^  ^^'''■ 

Um   die   geometrische  Bedeuti 
nehmen  wir 

einen  vierten  Punkt  s  zu  Hülfe 
und   betrachten   die   Gleichungen: 

(5)*  pa;i  =  «i;/j  +  «g5;  +  %)!;  +  K4S;. 

Nach  (50)  p.  93  sind  hier  a^,  z^, 
%,  %^  die  homogenen  (loordmaten 
des  Punktes  jt,  bezogen  auf  das 
von  den  Punkten  y,  s,  t,  s  gebil- 
dete Tetraeder.  Man  erhält  insbe- 
sondere einen  Punkt  der  durch  y, 
s,  t  gehenden  C'oordinatenebene, 
also    einen  Punkt  der   Ebene  (2] 


Inabesondere  erhält  man  auch 
hier    eine    Pläche    zweiter   Klasse 

PQ-—FQ  =  0 
als  Ort  der  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  der  beiden  pro- 
jectivi sehen  Reihen 

oder  der  beiden  Reihen 
F+!iQ^O,       P'  +  f*(?'=0. 

Aus  dem  Bestehen  von  (2) 
folgt  noch,  dass  man  drei  Grössen 
Aj,  Ag,  Ag,  auf  deren  Verhältnisse 
es  allein  ankommt,  so  bestimmen 
kann,  dass 

6Ui  =  X^Vi  +  Ag^Cj  -]-  AgJV, 
far   »  =  1,2,3,4. 

Diese  vier  Gleichungat  steUen 
die  Coordinaten  Ui  der  Ebenen  eines 
durch  den  Schnittpunld  dreier  Ebenen 
V,  w,  r  hesbimmteft  Ebenenbündels 
in  ihrer  Ähhängigheit  von  sioei  Para- 
metern ßi  :  Ag  und  A^ ;  A^^  dar. 
lung   der  Parameter   zu    erkennen, 

eine  vierte  Ebene  q  zu  Hülfe  und 
betrachten  die  Gleichungen 
ffMi  =  X,Vi  +  Ag!*,-  -f-  Agn  +  ^i§i  ■ 
Nach  (49)  sind  hier  l,^, 


die  homogenen  Coordinaten  di 
Ebene  «,  bezogen  auf  das  von  dt 
Ebenen  v,  tv,  r,  q  gebildete  T 
traeder.  Man  erhält  insbesonde 
eine  Ebene,  welche  durch  dt 
Schnittpunkt  der  Ebenen  v,  w, 
hmdurchgeht,  also  eine  Ebene  di 
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oder  (5),  wenn  x^  =  0.  In  (5) 
sind  somit  Kj,  «g,  «^  die  ebenen 
Dreieekscoordinaten*)  des  Punktes 
X  in  Bezug  auf  das  von  den  Punkten 
y,  z,  t  gebildete  Dreieck.  Kennt 
man  umgekehrt  die  ebenen  Drdechs- 
coordvnaten  mies  Ftinktes,  so  Itann 
man  mittelst  (5)  seine  räumliehen 
Coordinaten  durch  diejenigen  der 
Dreieclcsccl-eii  aiisd nicken. 


Setzt  man  x^  ^  x ,  x.^==  y, 
Xt^^z,  «4^1,  so  erhält  man 
aus  (5)  die  Parameterdarstellung 
des  durch   die  Punkte  x',  y' ,  s' : 


oben. 


Bündels  (5) ,  wenn  ^^  ^  0 .  In 
(5)  sind  somit  k^,  A^,  Ag  das  dua- 
listische Uegenbild  für  die  ebenen 
Dreieekscoordinaten  der  Schnitt- 
linie von  n  mit  der  Ebene  q  in 
Bezug  auf  das  von  den  Ebenen 
V,  w,riaq  ausgeschnittene  Dreieck. 
Kennt  man  timgekehrt  die  Coordi- 
naten einer  Ebene  innerhalb  eines 
Bündels,  dem  sie  angehört/  so  Icmtn 
man  mittelst  (5)  ihre  rcmmlichen 
Coordinaten  äureh  di^enigen  der  im 
Bimdel  benutzten  Fundamentalebenen 
o/iisdrüdien. 

Setzt  man  u^^u,  u^^v, 
w^  =  w,  «4^1,  80  erhält  man 
aus  (5)  die  Parameter  dar  Stellung 
der  durch  die  Ebenen  u  ,  v' ,  w' \ 

stimmten  Ebenenbündels; 

i.  +  1,  +  i,        ' 
_  l,v'  +  l.^v"  +  X.^v'" 

*"  "        ;i.  +  I,  -f- 1, 
geometrische    Bedeutung    der    Parameter    ist    dieselbe    wie 


stimmten  Punktfeldes: 


(C)  s  = 


...■  +  «.», 

■  +  :"■■■ 

., +  •, 

+  ». 

«,3/'  +  «i2' 

"  +  Hü'" 

«, +  ■ 

+  ; 

«,«•  +  «,/• 

+  »,•"' 

Für  die  homogenen  Linien  coordinaten  bietet  sich  die  Auf- 
gabe, die  Bedingung  für  das  Schneiden  zweier  Gei-aden  p  imd  p'  auf- 
mstelien.  Es  sei  x  ihr  Schnittpunkt;  dann  kann  man  setzen  nach 
(32),  p.  85: 

QP!k  =  Xilfi  —  IJiXi,      q'ph'  =  X.Zi,  —  SiX^. 

Nun  ist  identisch: 


*)  Zanäcbst  sind  sie  gleich  den  Abständen  des  lunktei  i  von  den  diei 
Ebenen,  multiplicirt  mit  Conatanten;  die  Abstände  von  den  Ebenen  nntei^i-beiden 
eich  aber  nnr  um  constante  Factoieii  von  den  Lothen  h  n  lo  von  (  tuf  die 
Sobnittlinien  der  drei  Ebonou  mit  der  vierten  fiUleu  kiu  i 
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Vi    y-2   y%   Vi 


Dies  ist  die 


sclireibon,  v 
Bedingung  t 

C8) 


s..'-o 


oder,  wenn  mau  nach  den  zweireihigen  Unterdeterminanteii  entwickelt: 
gesuchte  BedinguQg.     Man  kann  sie  auch  in  der  Form: 

:nn  P  und   Q  die  frühere  Bedeutung  haben.     Dieselbe 
■scheint  wegen  (38),  p.  87  auch  in  den  Formen : 
-Si)««,-*'  =  0     oder     Sptk^ik  =  0 . 
In  letzterer  tritt  der  dualistische  Charakter  der  Aufgabe  hervor,  d.  li. 
der  Umstand,  dass  zwei  Gerade,  die  einen  Punkt  gemein  haben,  auch 
immer  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 

Die  Gleichung  (7)  iat  in  ihrer  äusseren  Gestalt  von  der  ent- 
sprechenden in  rechtwinkligen  Coordiuaten  (p.  49)  nicht  wesentlich 
verschieden;  das  Gleiche  gilt  von  den  Bedingungen  dafür,  dass  eine 
Linie  p  durch  einen  Punkt  x  gehen  oder  in  einer  Ebene  u  liegen  soll. 
Im  ereteren  Falle  musa  die  zweite  der  Gleichungen  (8)  unab- 
liiingig  von  s  bestehen,  wenn  man  darin  q'pi^  =  XiSk  —  SiXk  setzt 
(vgl.  p.  49);  dies  gibt,  da  gü  ^  —  C[u,  die  vier  Relationen; 
0  =      *     +  2isa^  -H  ffis^^g  +  q^^x^, 

0  =  ffai^l  +  *  +  «23^3  +  2a4«4. 
0  =  «31^1  +  Ssa^B  +  *  +  §343^4, 
0  =  (hx^l  +  ffdäS^S  +  ff.13^3  +        * 

Von    diesen    sind    nur    zwei    von    einander    unabhängig.      Zunächst 
nämlich  verschwindet  die  Determiaantö  der  Coefficienten,  denn  es  ist: 


=  ('iisSai  +  'la'h'i  +  2M2aa) 


Aber  auch  die  dritte  Gleichung  folgt  schon  aus  den  beiden  ersten, 
sobald  gjg  von  Null  verschieden  ist.  Multiplieirt  man  nämlich  die 
erste  mit  q^^,  die  zweite  mit  q^^^  und  subtrahirt,  so  kommt: 


(9) 


0 

«1. 

'il3 

9u 

s« 

0 

9« 

Süd 

«ei 

io 

0 

4.1 

Su 

«iS 

?43 

0 
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Wegen  <^  =  0  ist  die  linke  Seite  gleich 

ffiifei^i  +  fe^  +  öad^i)- 
Nur  wenn  also  q^^  $  0,  so  folgt  in  der  That  die  dritte  Gleichung.  In 
den  Fällen,  wo  eine  der  Coordinaten  q^  verschwindet,  darf  man  da- 
her nicht  zwei  beliebige  der  Gleichungen  (9)  auswählen,  um  alle  vier 
zu  ersetzen.  Es  empfiehlt  sich  deshalb,  überhaupt  alle  vier  Glei- 
chungen beizubehalten  (vgl.  p.  50). 

Die    dualiatiach    entsprechende  Aufgabe    führt  zu   den   vier  Re- 
lationen: 

0  =      *      +Pnth  +i>is"3  +Pii»i> 

<>  =  Psi^h  +  Ps2^h  +     *     -i-PsA, 

Dieselben   sagen   aus,  dass  die   Gerade  p  in  der  Ebene  ti  liegt.    Je 
zwei  von  ihnen  sind  im  Allgemeinen  eine  Folge  der  beiden  anderen. 
Hat  man  eine  lineare  Gleichung  in  Liniencoordinaten: 

(10)  «,3i),2  -I-  a,3i),3  +  «uPu  +  «34^1  +  (^iiPi-i  +  «BsÄa  =  0, 
30  stellt  sie  einen  linearen  Complex  dar.     Ist  insbesondere 

(11)  »jgßgi  -|-  Oj^a^  +  ai^^a^s  =  0, 

so  hat  man  einen  speciellen  Comples;  der  Äxe  p'  desselben  kommen 
die  Coordinaten  zu: 

l^Psi    =  «13,        {'■Pii    =  '»13.        i^Pi^  =  «M! 

CÄa'  =  %4,      f^Pn  =  «42f      l^Pii  =  «HS- 
Ist  (11)  nicht  erfüllt,  so   begründet  die  Gleichung  (10)  die  oben  be- 
handelte lineare  reciproke  Verwandtschaft.     Sie  ist  jetzt   analytisch 
durch  die  Formeln 

pMj  =     *     -f-  a^^x^  -i-  a,^x^  -\-  a^^x^, 
/12)  P^'2  =  "'ai^i  +      *     +  '^ü^a  +  «ai^4> 

Qll^  =  fflgjiCi   +  «gaiCa   +        +        +   «84^4, 

dargestellt,  vorausgesetzt,  dass  äi,i  ^  —  au  gesetzt  ist.  Hieraus  leitet 
man  leicht  alle  früheren  Sätze  ab  (p.  51  ff.),  soweit  sie  sich  nicht  auf 
metrische  Relationen  beziehen.  Den  Ebenen  eines  Büschels  ent- 
sprechen die  Punkte  einer  Reihe,  die  zum  Büschel  perapectivisch 
liegt.  Jeder  Geraden  entspricht  so  eine  andere:  ihre  conjugirte  Polare; 
und  diese  Beziehung  ist  eine  wechselseitige.  Sie  läsat  sich- analytisch 
darstellen,  wenn  man  mittelst  der  Gleichungen  (13)  und 


yGoosle 


Punkt,  Ebene  und  Gerade.  103 

{wo  üu  =  0,  a;4  =  —  «tf)  die  Coordinatert  %/,'  =•  M;Wi  —  ViUk  der  ScliDitt- 
ijnie  von  u  und  v  durcli  die  Coordinaten  pi*  ==  iC;^*  —  2/*^  ^^^  Yei- 
bindungsliiiie  von  x  und  y  berechnet.     Man  findet 

Mi2  =  «uKai-ia  +  «,3Pi3  +  «Hfti  +  %Ä3  +  «£4ft*) 
+  (ßi3«M  —  «^«aa^so  "■  s.  f. 

Die  Gleichung  des  Complexes  wird  besonders  einfach,  wenn  man 
das  Coordinatentetraeder  so  wählt,  dass  zwei  einander  gegenüber- 
liegende Kanten  conjugirte  Polareu  sind,  Es  möge  dies  z,  B.  mit 
den  Kanten  a^i  ^  0,  a^g  ^  0  und  x^^O,  «^  =  0  der  Fall  sein.  Jede 
Gerade,  welche  beide  Kanten  trifft,  für  die  also  p^^  =  0  und  p^^  =  0 
ist,  gehört  jetzt  dem  Complexe  au.  Die  Oleichung  des  letztern  er- 
seheint also  in  der  Form; 

(13)  «laÄs  +  <hiPsi  =  0. 

Dieselbe  kann  auf  sechsfach  unendlich  viele  Weisen  erhalten  werden, 
denn  eine  Kante  und  zwei  durch  sie  gehende  Ebenen  des  Tetraeders 
sind  willkürlich  wählbar. 

Werfen  wir  noch  einen  kurzen  Blick  auf  die  Beziehungen  des 
linearen  Complexes  zur  unendlich  fernen  Ebene.  Auch  ihr  ist 
vermöge  (12)  ein  bestimmter  in  ihr  liegender  Punkt  zugeordnet. 
Nun  wissen  wir,  dass  für  alle  Geraden  einer  Ebene  die  conjugirten 
Polaren  durch  den  ihr  entsprechenden  Pol  gehen  (p.  53).  Be- 
trachten wir  also  die  unendlich  fernen  Geraden  als  Axeu  von  Ebenen- 
büseheln  (die  dann  Systeme  von  Parallelebenen  sind),  so  gehen  die 
zugehörigen  Punktreihen  alle  durch  denselben  unendlich  fernen  Punkt, 
d,  h.  sie  sind  zu  einander  parallel.     Dies  sind  die  Durchmesser  des 


Die  Axe  des  Complexes  war  derjenige  Durchmesser,  welcher  auf 
der  zugehörigen  SehaEur  von  Parallelehenen  senkrecht  steht.  Nimmt 
man  also  als  Kante  a^g  =  0,  x^  =  0  die  unendlich  ferne  Schuittlinie 
dieser  Parallelehenen  (so  dass  iC^  =  0  die  unendlich  ferne  Ebene  ist) 
und  als  Kante  Xi=0,X2  =  0  die  Axe,  so  wird  x,:  x^:  x^:  x^==  x  ly :  is :  1, 
wo  X,  y,  s  rechtwinklige  Coordinaten  sind,  femer  ^^^  ^  Pj  i'w  =  ~~  ''i 
die  Gleichung  (13)  geht  also  in  (21)  p.  65  über.  Letztere  Gleiehungs- 
form  bleibt  auch  bestehen,  wenn  man  ein  schiefwinkliges  Coordinaten- 
ayatem  (p.  94)  benutzt,  dessen  zf-Axc  ein  Durehmesser  des  Complexes 
ist,  und  als  dessen  X-!F-Ebene  irgend  eine  Ebene  der  zugehörigen 
Schaar  von  Parallelehenen  gewählt  wird. 
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VIII.  Imaginäre  Elemente. 
In  unseren  analytisch- geometrischen  Untersuchungen  haben  wu' 
schon  frühe  Veraulasaung  gefunden  (vgh  Bd.  I,  p.  41),  neben  den 
ursprüüglich  aliein  als  gegeben  gedachten  reellen  Punkten,  geraden 
Linien,  Ebenen  auch  solche  imaginäre  Elemente  einzuführen;  die 
Lösung  gestellter  Aufgaben  (z.  B.  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte 
einer  Geraden  mit  einem  Kegelschnitte,  ebd.  p.  75)  führt  eben  oft 
bei  analytischer  Behandlung  auf  Gleichungen  mit  imaginären  Wurzelj], 
und  um  die  betreffenden  Sitze  (insbesondere  über  die  Anzahl  der 
möglichen  Lösungen)  diun  allgemein  aussprechen  zu  können,  d.  h. 
ohne  jedes  Mal  eine  gio^se  Anzahl  von  Ausnahmefällen  hinzuzufügen, 
entschlossen  wir  uns,  diese  imaginären  Elemente  durchgehends  als 
den  reellen  gleichberechtigt  zu  berücksichtigen;  in  jedem  einzelnen 
B'aile  blieb  es  dann  der  näheren  Untersuchung  überlassen,  zu  ent- 
scheiden, wie  viele  der  betreffenden  Elemente  reell,  wie  viele  imaginär 
sein  können.  Begründet  war  dies  Verf'ahien  ahei  durchaus  nur  durch 
den  Gang  der  Rechnimg  und  durch  die  gleichmässige  Anwendbarkeit 
der  analytischen  Operationen  auf  reelle  und  complexe  Zahlen.  Ver- 
anlasst durch  später  gewonnene  Gesichtspunkte,  können  wir  hinzu- 
fügen, dass  es  stets  unser  Bestreben  wai,  in  erster  Linie  solche 
Eigenschaften  der  Figuren  zu  betrachten,  welche  gegenüber  beliebigen 
Collineationen  invai'ianteu  Charakter  zeigen  (Bd.  I,  p  168  u.  173),  dass 
durch  Collineationen  mit  imaginären  Coefficienten  reelle  Elemente  in 
imaginäre  übergeführt  werden  können,  dass  also  für  den  Stand- 
pimkt  der  Invariautentheorie  (d.  i.  für  die  projectivische  Geometrie) 
die  Realität  der  Elemente  keine  wesentliche  Eigenschaft  derselben 
ist;  gleichzeitig  müssen  wir  bemerken,  dass  solche  imaginäre  Colli- 
neationen auch  nur  algebraisch  defmirt  sind,  dass  durch  diese  Be- 
trachtung also  ein  wesentlicher  Einblick  in  den  geometrischen  Sinn 
des  Imaginären  nicht  gewonnen  werdec  kann*).  Einen  solchen  Ein- 
blick aber  nach  Möglichkeit  zu  geben,  soll  unsere  nächste  Auf- 
gabe sein;  wir  stellen  dieselbe  erst  jetzt,  weil  der  Begriff  einer  Con- 
gruenz  mit  ihren  Leitlinien  dabei  zu  benutzen  ist. 

Handelt  es  sich  nui  um  Line  einzige  Variable,  d  h  im  einen 
Paiameter    m    der   Punktieihe     im    Stiihlen     oder   Ebenen  Büschel 

♦)  Die  unbedenkliclie  L  ilassung  imagiinier  Elemente  ibt  auf  Monge 
zunkkzuflhieii  vgl  Ckasles  Aperpu  hutonque  \  198ft  uni  Note  XXVI; 
Ch'vsles  sieht  eine  atienge  Bpgnndung  des  Vecfahiena  auBBchl  esshch  in  der 
Algebra  die  reine  Geometrie  könne  die  Elf  h  ung  dea  Imiginir  n  vorlE-uflg 
als  cm  P  nc  I  (wie  iae  Bogenannte  prmc  pe  de  :,ont  uuitu  ^on  Ponc  let)  zu- 
lae  en    desaen  nal  eie  Begr  nd   ng  von   ie    Z  k     It  i     e      irteo 
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(kurz  im  binären  Gebiete),  also  für  iins  haupteächlicli  um  die  Ver- 
anschaulich mig  compleser  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen,  so 
leistet  die  bekannte  Ganss'sehe  Darstellung  der  complexen  Zahlen 
in  der  Ebene*)  alles  nur  wünschen swerthe.  Ein.  imaginärer  Punkt 
der  Ebene  ist  aber  durch  zwei  eomplexe,  d.  h,  durch  vier  reelle  Zahlen 
bestimmt;  man  könnte  etwa  die  eine  eomplexe  Ooordinate  in  einer 
Ebene  darsteilen,  die  andere  in  einer  aniäeren  Ebene  und  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  PunMe  ais  reelles  Substrat  eines  imaginären 
Punktes  der  ebenen  Geometrie  betrachten.  Aber  durch  eine  derartige 
Interpretation  würde  man  sich  gerade  des  Hauptvortheils  berauben, 
welchen  die  EinfOhrmig  imaginärer  Elemente  dem  Geometer  ge- 
währen soll,  der  Möglichkeit,  allen  Resultaten  ausnahmloae  Gültig- 
keit zuzuerkennen;  man  würde  zwar  jedem  Satze  über  imaginäre 
Elemente  der  Ebene  einen  anderen  über  reelle  Constructionen  im 
Räume  an  die  Seite  stellen;  aber  der  Inhalt  des  letztern  -würde 
formal  keinerlei  Aehnlichkeit  haben  mit  dem  Inhalte  des  ursprüng- 
lich vorliegenden  Theorems.  Noch  grössere  Schwierigkeiten  würde  die 
Interpretation  imaginärer  Raumelemente  bieten.  Da  es  unser  Ziel 
ist,  Ausnahmen  zu  beseitigen,  verschiedene  Sätze  unter  gemeinsamem 
Gesichtspunkte  zusammenzufassen,  so  ist  die  Permanenz  der  formalen 
Operations ge setze  das  erste  von  der  geometrischen  Theorie  de^  Imagi 
nären  zu  verlangende  Erforderuiss,  ganz  wie  diese  Forderung  in  dei 
reinen  Arithmetik  bei  der  successiven  Einführung  der  negativen,  der 
gebrochenen,  der  irrationalen,  der  imaginären  und  complexen  Zahlen 
massgebend  ist:  Für  die  Comhination  von  imaginären  Elementen  (Pimlten, 
Ebenen,  geraden  Linien)  imter  sich  oder  mit  reellen  Elemen^rt  müssen 
dieselben  Gesetze  gelten  wie  für  die  Gombinaäonen  der  reellen  Elemente 
unter  sich;  z.  B.  müssen  drei  Ebenen  einen  Punkt  bestimmen,  drei  Punkte 
eine  Ebene  u.  a.  w.  Es  ist  v.  Staudt's  grosses  Verdienst,  eine  dem 
entsprechende  Interpretation  des  Imaginären  gefunden  und  so  emei 
seits  die  reine  Geometrie  wesentlich  erweitert,  andererseits  abei  auch 
für  alle  algebraischen  Operationen  in  der  analytischen  Geometiie 
ein  stets  gültiges  geometrisches  Substrat  geschaffen  zu  haben  In 
letzterem  Sinne  die  v.  Staudt'sehe  Theorie  zu  behandeln,  kann  fui 
uns  natürlich  allein  in  Frage  kommen. 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  173.  Es  ist  zu  Lemcrken,  dasa  diese  Darstellung  schou 
vor  Gaues  (1831)  von  Lagrange  beim  Probleme  der  confofiaen  Abbildung 
(Kartenprojection)  benutzt  {t779),  auch  von  Argand  1806  entwickelt  wurde; 
vgl.  Han^Hl'B  Theorio  der  complexen  Zahlen syst<!me,  Leipzig  1867,  p.  71  und  81, 
Holzmüller'a  Einfülii'ung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Vorwandtschaften,  p.  3 
und  100,  Leipzig  1882  und  Baltzer,  Crelle's  Journal  Bd.  94. 
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Auf  welchem  Wege  vorzugehen  ist,  können  uns  frühere  Bei- 
spiele lehren.  Schon  bei  der  sogenannten  „imaginären  Ellipse"  hoben 
wir  hervor  (Bd.  I,  p.  91),  dass  die  durch  sie  begründete  Polarver- 
wandtschaft vollkommen  reell  ist,  daaa  also  für  sie  alle  Sätze 
der  Pülarentheorie  gültig  bleiben;  es  heisst  nur  um  einen  Sehritt 
weiter  gehen,  wenn  wir  (jeradezu  diese  Fola/rverwandtsdiaft  als  geo- 
metrisches Substrat  der  imagmä^en  Ellipse  hetrackten.  Allerdings 
müssten  wir  dann  auch  beim  reellen  Kegelschnitte  alle  Sätze  nicht 
aus  seiner  Gleichung  in  Punkt-  oder  Linien-Coordinaten,  sondern, 
aus  der  Polarentheorie  ableiten*),  ihn  also  z.  B.  nicht  geometrisch 
durch  fünf  seiner  Punkte  bestimmt  denken,  sondern  durch  fünf  Paare 
conjngirter  Pole  (also  auch  durch  fünf  lineare  Gleichungen  für  die 
Coefficienten).  Aber  es  bleibt  immer  die  Frage:  was  entspricht  dann 
den  Schnittpunkten  einer  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte?  was  den 
Punkten  der  Ebene,  die  mit  ihren  Polaren  vereinigt  liegen?  Die 
Bestimmung  der  Schnittpunkte  geschieht  durch  eine  quadratische 
Gleichung  (Bd.  I,  p.  73)  für  einen  Parameter  oder  für  zwei  homogene 
Variable;  eine  solche  Gleichung  aber  bedingt  auf  den  geraden  Linien 
ebenfalls  eine  Polar  Verwandtschaft  (ebd.213f.):  jedem  Punkte  derselben 
ist  ein  anderer  zugeordnet,  nämlich  sein  vierter  harmonischer  in 
Bezug  auf  die  beiden  Grundpunkte  der  betreffenden  binären  quadra- 
tischen Form  (die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  darstellend); 
alle  diese  Punktepaare  bilden  eine  Involution,  deren  Doppelelemente 
eben  die  erwähnten  Grundpunkte  sind.  Diese  Polarverwandtschaffc 
und  die  zogehörige  Involution  haben  reelle  Bedeutung  unabhängig 
von  der  Realität  der  beiden  Doppelemente;  mr  werden  daher  swei  sti 
einander  congugirt  imaginäre  Punhte  einer  Geraden  redl  rqiräsmtireii 
ÖMTch  diejenige  Involution,  deren  Boppelelemente  sie  sind;  in  gleicher 
Weise  kann  man  offenbar  auch  jedes  reelle  Pnnktepaar  durch  eine 
Involntion  ersetzen.  Statt  daher  die  Scknittpunhte  einer  Geraden  mit 
einem  Kegelschnitte  m  suchen,  haben  mr  nunmehr  auf  der  Geraden 
eine  Involution  isu  cons^^iren,  deren  (reelle  oder  imaginäre)  Doppel- 
elemente  die  gestickten  ScJyi^ttpimkte  sind.  Beliebig  viele  Punktepaare 
der  Involution  findet  man  dadui'ch,  dass  man  den  Punkten  (Polen) 
der  Geraden  die  Schnittpunkte  der  letztern  mit  den  zugehörigen 
Polaren  zuordnet,  wobei  bekanntlich  durch  zwei  solche  Pimktepaare 
alle  übrigen  bestimmt  sind.  Die  Gesammtheit  der  Involutionen,  welche 
so  auf  rfe»  zweifach  unendlich  vielen  Geraden  der  Ebene  defmirt  werden, 

*)  Vgl,  Steiner's  Vorlesungen  über  sjötlietischo  Geometrio,  bearbeitet 
von  Sührötec  (p.  411  der  2.  Auflage,  Leipaig  1876). 
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repräsentirm  tms  die  Gesammtheif  der  Purilde  eines  (reellen  oder  imagi- 
nären) Kegelschnittes.  Dualistisch  entspiechead  ist  die  Gesammtheit 
der  Tangenteo  dargestellt  durch  die  Involutionen,  welche  in  analoger 
Weise  in  den  sSmmtlichen  Strahlbü schein  der  Ebene  bestimmt  werden*). 
Dass  hierbei  kein  imaginärer  Punkt  des  Kegelschnittes  übergangen 
wird,  folgt  daransj  dasa  in  der  Ebene  jeder  imaginäre  Punkt  auf 
einer  reellen  Geraden  liegt  (seiner  Yerbindungslinie  mit  dem  conjugirt 
imaginären  Punkte)  und  ebenso  jeder  imaginäre  Strahl  einen  reellen 
Punkt  enthält  (seinen  Schnittpunkt  mit  dem  conjugirt  imaginären 
Strahle),  Es  ist  dies  eine  einfache  Folge  davon,  dass  alle  Punkte 
mit  den  Coordinaten  Xt  +  Aj/i  auf  der  "Verbindungslinie  der  Punkte  a: 
und  p  liegen,  insbesondere  also  auch  die  Punkte  X  =  i  =  ]/—  1  und 
X  =  —  i.  Weiter  fragt  sieh,  wie  die  Thatsache  zum  Ausdrucke 
kommt,  dass  jeder  Punkt  der  Curve  mit  seiner  Tangente  vereinigt 
liegt.  Zwei  conjugirt  imaginäre  Punkte  des  Kegelschnittes  liegen  bez. 
vereinigt  mit  den  beiden  durch  den  Pol  ihres  gemeinsamen  Trägers 
gehenden  Tangenten.  Jedes  Paar  der  auf  dem  Träger  durch  die 
Curve  definirten  Punktinvolution  bestimmt  durch  seine  Verbindungs- 
linien mit  dem  Pole  ein  Strahlenpaar  der  in  diesem  Pole  definirt«n 
Strahleninvolution,  Die  fragliche  vereinigte  Lage  findet  also  darin  ihr 
reelles  Sitbstrat,  dass  jene  PimMinvolution  mit  dieser  Sirdhiminvohition 
vereinigt  Uegt. 

Wenn  ea  so  gelingt,  Paare  conjugirt  imaginärer  Punkte  und 
Strahlen  in  einer  Ebene  durch  reelle  Gebilde  zu  ersetzen,  und  dem- 
gemäss  auch  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  wie  unser  Beispiel  zeigt, 
weiter  aber  auch  die  Theorie  aller  höheren  Ourven,  soweit  ihre 
Gleichungen  von  nur  reellen  Coefficienten  abhängen  (wo  dann  immer 
coujugirte  Elemente  auch  gleichzeitig  auftreten),  geumetrisch  voll- 
ständig auf  reeller,  anschaulicher  Grundlage  auszubauen,  so  muss  doch 
auch  verlangt  werden,  jedes  der  beiden  einander  conjugirten,  imagi- 
nären Elemente  geometriach  zu  isoliren,  es  muss  z.  B,  die  Aufgabe 
lösbar  sein,  durch  einen  reellen  Punkt  eine  gerade  Linie  zu  ziehen, 
welche  ausserdem  einen  bestimmten  von  zwei  conjugirt  imaginären 
Punkten  enthält.  Mit  dieser  Forderung  macht  sich  erst  jene  Schwierig- 
keit der  geometrischen  Imaginärtheorie  geltend,  welche  von  v.  Staudt 


*)  Es  mag  hier  d»nui  eritinert  werden,  däss  mau  na^li  Klein  sieb  vuii 
den  imaginären  Tajigenten  (indem  ma,a  ihnen  itire  reellen  Punkte  zuordnet)  in 
anderer  Weise  ein  Bild  durch  Construction  einer  Art  Eiemann'selier  Fläche 
machen  kann;  vgl.  Bd.  I,  p.  611;  die  ConstructioE  einer  solchen  Fläche  hängt 
mit  der  v.  Standt'schen  Theorie  engo  zusammen,  vgl.  Klein,  Math,  Annalen 
Bd.  9,  p.  479f.  nnd  Sturm,  ebd.  p.  341  f. 
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SO  glücklich  überwimdeu  wurde*),  und  deren  Darlegung  wir  im 
Auge  hatten. 

Da  wir  der  Geraden  nur  einen  unendlich  fernen  Punkt  beilegen 
(p.  89),  sie  also  behandeln  wie  eine  im  Unendlichen  geschlossene 
Curve,  so  kann  man  auf  zwei  Wegen  von  einem  Punkte  P^  derselben 
zu  einem  anderen  P3  gelangen,  nämlich  entweder  direct  oder  durch 
Vermittlung  des  unendlich  fernen  Punktes  Poo»  ^Iso  entweder  in 
dem  Sinne  P^P^Poo  oder  in  dem  Sinne  P^Pcc-Pa-  Statt  des  Punktes 
Poo  benutzen  wir  irgend  einen  andern  Punkt  Pg  zur  Unterscheidung 
beider  Wege;  die  unmitielbare  Aufema/nderfol^e  von  drei  Fimldm  P,, 
P^,  P3  iesUwmt  also  eine  utt^  nur  eine  Hichkufg  oder  einen  „Sinn" 
auf  der  Geraden.  Der  Sinn  Pj^P^P^  stimmt  mit  dem  Sinne  P^PgP^ 
oder  P^Pj^Pii  überein,  ist  aber  dem  Sinne  P1P3P2  oder  P^P^P^ 
oder  Pg  Pg  P^  entgegengesetzt.  Seien  die  drei  Punkte  auf  der 
Geraden  durch  die  Parameterwerthe  Aj,  A^,  Ag  festgelegt  (p,  98); 
bei  jeder  Permutation  der  Punkte,  welche  den  durch  letztere  bestimmten 
„Sinn"  ungeändert  lässt,  d.  i.  bei  jeder  cykUschen  Permutatiou,  bleibt 
dann  auch  der  Ausdruck  (Ag  —  A^)  {l^  —  AJ  (Aj  —  A^) '  ungeändert, 
und  umgekehrt.  Sind  also  drei  andere  Punkte  ^,,  Q^,  Q^  durch  die 
Parameter  ft,  ^,  ^  charaktorisirt,  so  sÜmmt  der  Sinn  Pj^P^^a  *"'*^ 
dem  Si/nne  QiQiQn  überein  oder  nicht,  je  nachdem  den  denselben  ent- 
sprechenden Producteii 

(1)  (As,  —  A3)  (A3  —  X,)  (Ai  —  As),      i(i,  —  fts)  (fia  -  jij  ((*i  -  ft^) 
gleiches  oder  entgegengesetztes  Vorneichen  mkommt. 

Machen  wir  nun  eine  projectivische  Umformung  auf  Grund  der 
Relation 

(2)  aXfi  +  hk  +  <!ji+  d=0, 

vermöge  welcher  die  Punkte  P;  bez.  in  Qi  übergeffihrt  werden, 
so  folgt: 

(3)  (A,  ~  A3)  {k,  -  A J  {l,  -  A,)  -       1^^^  ^  j^^,  (^^^  _^  jj,  („^  _^  jj, 

Ob  der  Sinn  dei  Punktgiuppe  Pj  P;,  P3  duich  eine  lineare  Trans- 
foimation  geändert  wiid  oder  nicht  hangt  also  von  dem  Vorzeichen 
dei  Deteiminante  dei    Tran  stör  mation  ab     Beziehen  sich  beide  Para- 

*)  Beihage  zur  Geometiie  dei  Lage  Nürnberg  1856—60  laabesondeie 
findet  min  p  182  S  die  Theorie  dei  gtfm6inBT,nn,n  Pui  kte  und  Tangenten  tou 
zwei  Kegelsoliiiitten  und  ihies  gern  Lina  amen  Polaidreietka  im  Smne  der  Imaginäc- 
tlieoLie  aus  ein  andergee  etat  (ineh  für  die  ycracliiedLnen  be-ondeien  Lagen  Eweieir 
Kegelschnitte  g^en  einander)  Nbu  klargestellt  und  erweitert  ist  t.  Staudt's 
Theoiie  von  Luroth  (Math,  Ännalen  Bd.  8,  1875  und  BJ.  11,  1877),  für  die 
analytische  Geometrie  -von  Stola  (ebd.  Bd.  4,  1871),-  an  letztere  Arbeit  lehnen 
eich  die  Ueberlegungen,  welche  zun&chat  im  Texte  folgen,  an. 
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meter  X,  ft  auf  dieselben  Grund  punkte,  so   sind   durch  (2)  zwei  ver- 
einigt  gelegene   projectivische    Punlttreihen    definirt,    deren    Doppel- 
elemeute  durch  die  Gleichung 
(4)  al^  +  (6  4-  c}l  +  d  =  0 

definirt  werden.     Die  Doppelelemente  aind  also  reell,  wenn 

(b  +  cf  —  4aä>0, 
conjugii-t  imaginär,  wenn  (6  -J-  cy  ~  -iad  <  0;  in  lefcatereiu  Falle  ist 
auch  4{aä —  bc)  >  (6  —  c)^;  bei  imaginären  Doppdelemmiten  wird  also 
der  Smn  niemals  geÖ/ndert.  Unsere  früher  benutzten  Invarianten  h 
und  l  sind  hier  bez.  h  —  c  uoÄ  (b -\-  cf  —  lad  (vgl.  Bd.  I;  p.  200); 
über  die  Äenderung  des  Sinnea  entscheidet  daher  allgemein  das  Vor- 
zeichen der  Invariante  k^  ~  l.  Ist  dieselbe  positiv,  so  ist  auch  das 
Doppelverhältniss    zweier    entsprechenden    Punkte    und    der    beiden 

Doppelelemente,  nämlich ^  positiv,   und    der   Sinn    wird    nicht 

geändert;  ist  k^  —  i  <  0,  so  ist  auch  dieses  Doppelverhältniss  negativ, 
und  der  Sinn  wird  geändert. 

Bei  der  Involution  ist  insbesondere  h  ^  0,  das  Doppelverhältniss 
gleich  —  1,  und  wir  haben  den  Sala: 

In  0wd  immhttorisch  auf  einander  hegogenen  Ptmkireihen  haben 
entsprechende  Funkiffru^en  gleichen  Sinn,  wenn  die  Bo^elelemente 
imaginär  sind,  entgegengesetzten  Sinn  bei  reellen  Doppelelemenien. 

Hiernach  hann  man  einer  InvoUiHon  mit  imaginären  Doppel- 
elementen einen  bestimmten  Sinn  willhürlich  beilegen,  indem  man  sich 
die  reellen  Punktepaare  durchlaufen  denkt,  denn  der  durch  irgend 
drei  Punkte  bestimmte  Sinn  ist  ja  derselbe,  wie  der  durch  die 
entsprechenden  Punkte  definirte  Sinn,  Dasselbe  ist  allerdings  bei 
irgend  welchen  vereinigt  gelegenen  projeeti  vis  eben  Punktreihen  mög- 
lich, deren  sich  selbst  entsprechende  Elemente  imaginär  sind;  bei 
der  Involution  aber  hat  dies  auch  nur  dann  eine  Bedeutung,  wenn 
letztere  Elemente  durch  eine  Gleichung  mit  imaginären  Wurzeln 
gefunden  werden,  für  andere  Verwandtschaften  auch  unter  Umständen 
bei  reellen  Doppelementen.  Der  beigelegte  Sinn  kann  ein  zweifacher 
sein;  den  einen  Sinn  ordnen  wir  dem  einen  imaginären  Doppel- 
elemente willkürlich  zu,  den  anderen  Sinn  dem  conjugirt  imaginären 
Doppelelemente;  als  BepräsenioMten  eines  imaginären  Punktes  erhalten 
wir  so  eine  Pmiktvnvolution  auf  dem  „reellen  Träger"  des  Fwnktes  ver- 
bunden mit  einem  beigelegten  Sinne.  Ist  der  Sinn  durch  die  Punkte 
^1)  ^31  ^3  festgelegt  und  ist  Aj  >  Z^  >  ^g,  so  kann  mau,  um  die  Ideen 
zu   fisiren,   etwa    diesem   Sinne    den   Punkt  l  -j-  (li,   dem    entgegen- 
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gesetzten  den  Punkt  l  —  (ti  zuordnßn,  wenn  fi  >  0,  und  wenn 
Z^  -|-  (t^  ^  0  die  Doppelelemente  bestimmt*).  Wie  in  der  That 
durch  Wahl  des  Sinnes  eine  Scheidung  der  beiden  conjugirt  imagi- 
nären Punkte  veranlasst  wird,  tritt  bei  der  Aufgabe  hervor,  einen 
Punkt  X  zu  suchen,  welcher  mit  l^,  l.^,  X^  ein  äqui anharmonisches 
Doppelverhältniss  bestimmt^  also  der  Gleichung 

genügt.  Vertauscht  man  hier  zwei  Wcrthe  il;,  so  geht  bekanntlich 
die  rechte  Seite  in  den  conjugirt  imaginären  Werth  über,  und  folg- 
lich K  gleichzeitig  in  den  eonjugirten  Punkt.  Diese  beiden  Punkte 
sind  aber  gerade  die  Doppele  lern  ente  derjenigen  Involution,  welche 
durch  die  drei  Paare  li,  fi;  gebildet  wird,  wobei  z.  B,  ft^  zu  X^  in 
Bezug  auf  Ag  und  Ag  harmonisch  liegt,  u.  s.  f.  (vgl.  die  Theorie  der 
binären  cubischen  Formen,  Bd.  I,  p.  225);  durch  "Vertauschung  etwa 
von  A,  mit  l^  wird  also  gleichzeitig  der  Sinn  der  Involution  geändert 
und  der  eine  Doppelpunkt  in  den  anderen  übergeführt**).  Ganz 
analog  äefiniren  uiir  eine  imaginäre  geiale  lehnte  durch  eine  Sttahlm 
involation,  deren  MitteipjMkt  Ar  reeller  Punkt  ist  (d  h  ihr  Sckmtt 
ptinkt  mit  der  covgugvrt  imaginären  Imiie  ih>  Ttagn  )  und  Pinen  der 
InvohiHon  heigelegten  Sirm;  analytisch  wird  dann  die  so  detinu-te 
Gerade  als  der  eine  Doppelstrahl  der  Involution  gefmden  Um  die 
Art  zu  kennzeichnen,  wie  man  mit  diesen  Definitionen  arbeitet  losen 
wir  einige  einfache  geometrische  Aufgaben 

1.  Es  soll  die  VerUndwngsUnie  eines  gegebenen  reelV-n  Finktet, 
mit  einem  gegebenen  imaginären  PunMe  eo-nstruit  wetden  Letzteiei 
ist  auf  seinem  Träger  durch  drei  Paare  einer  Involution  ind  den  zu 
gehörigen  Sinn  gegeben;  durch  Veibindung  dei  Punkte  liesei  drei 
Paare  mit  dem  gegebenen  reellen  Punkte  P  erl  alt  man  oftenbai  im 
letzteren  eine  Strahlen  in  volution,  welche  die  ges  ichte  imaginäre  Linie 
definirt,  wenn  ihr  der  entsprechende  fduich  die  Consti  iction  v  u  seil  t 
gegebene)  Sinn  beigelegt  wird. 

2.  Es  soll  die   Verbindungslinie  guem    unajitaf  ii   P  }lte  con 


"■)  Sind   die    Parameter   gleich    den  Entfern  ingen    1er  P  rite  tu     p  up 
festen  Punkte,   so   würde  also   dem  Punkte  1 -|-  ui  der  Sun  —  u  +       be 

zulegen  sein;  vgl.  Stolz  a.  a.  0. 

**)  Die  Doppelelemente  der  Involnt  on  snt  he  z  gle  ch  Doppelemente 
eines  cyltliecii-projectiTisclien  Sjetema  (B  I  p  all)  il  n  kan  so  jeden 
cykliBeh-pvojeotivischen  Systeme  einen  S  n  belegen  und  dasselbe  la  n  i  s 
ßepväsentantflu  eines  imaginären  Punktes  betra  hten  vgl  Kle  n  (jutt  ai^e 
Naciii-ichteii  1872  (od.  Math,  Annalen  Bd.  2"  i    24         Li  otl  pL      Bl  1]       1-i 
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struirt  werden,  die  äwrch  swei  verschiedene  Involutionen  und  denselben 
hez.  heigelegte  Sinne  dargestellt  sind  (die  also  einander  nicht  conjugirt 
sind).  Es  handelt  sieli  um  die  Aufs  ach  ung  des  Centrnms  einer 
StrahleninvolutioH,  welche  zu  den  beiden  gegebenen  Punktin volutionen 
nach  Lage  und  Sinn  perspectiviseh  ist. 

Vorausgeschickt  werde  die  Bemerkung,  dass  man  die  beiden 
Punktepaare,  welche  eine  Involution  definiren,  stets  zu  einander  har- 
monisch voraussetzen  darf;  zu  jedem  Paare  der  Involution  nämlich 
kann  man  ein  anderes  derselben  Involution  angehbriges  Paar  finden, 
welches  zu  jenem  harmonisch  liegt;  dasselbe  muss  auch  zu  den 
(imaginären)  Doppelelcmenten  harmonisch  liegen  und  ist  dadurch  in 
bekannter  Weise  definirt*).  Sind  P,  Pj  und  Q,  Q,  zwei  solche  zu 
einander  harmonische  Paare  der  Involution,  so  sind  die  zugehörigen 
imaginären  Elemente  durch  die  in  verschiedenem  Sinne  genommenen 
Anordnungen  FQl^Q^  und  PQ^P^Q  dargestellt.  Dieser  Jtarmonischen 
Barstdlimff"  der  Involution,  reap.  ihrer  imaginären  Doppeielemente 
bedienen  wir  uns  im  Folgenden.  Ueberträgt  man  die  Punkte  der 
Geraden  auf  einen  Kegelschnitt,  indem  man  die  Puukte  des  letzteren 
von  einem  seiner  Punkte  aus  (dessen  Wah!  für  das  Resultat  ganz 
gleichgültig  ist)  auf  die  Gerade  projieirt**),  so  geben  die  Paare  einer 
Involution  auf  dem  Kegelschnitte  Punktepaare,  deren  Verbindungs- 
linien einen  Strahibüsehel  bilden,  wie  man  mitteüs  der  fundamentalen 
Sätze  über  Erzeugung  von  Kegelschnitten  sehr  leicht  beweist;  ins- 
besondere liefern  die  beiden  im  Strahlbüschel  vorkommenden  Tan- 
genten durch  ihre  Berührungspunkte  die  Doppelelemente  der  In- 
volution. Mit  Hülfe  dieser  üebertragung  auf  einen  Kegelschnitt 
(z.  B.  einen  Kreis)  construirt  man  am  Einfachsten  das  zu  PP^  har- 
monische Paar  QQ^  der  Involution;  man  braucht  nämlich  nur,  wenn 
RM,   ein  weiteres   gegebenes  Paar  der  Involution  ist,  in  dem  durch 

*)  Vgl  Bd  I  p  215  fl  Wir  kömien  hier  die  früheren  analy tisch ec  Reeul- 
t^tp  ohne  weiteres  benutzen,  di  es  uns  nur  daiauf  ankommt,  die  imaginären 
Elemente   geometiio^,h  t      i       t  tt'U   m         w"  St      dt  ih  t 

die   nnaguuien  Eleme  t  mtlx         th  mmd&t 

des  Texte«,  in  dem  e       m  gi  S 

**)  Vg!    die  Anm    kg         E 
einer  Geraden  g  mit  d  m  E  g  1 
dei  beiden  proiectiviacl      P    kt 
benutzten  Strahibüsch  1       f  j 
die  Constraction   diese    D  f  j   1  m 
elemente  einer  gewiss      I      1  t 
beiden   piojectiviachen   P     kt     h 
pretation  des  Pascal      h      St 
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RR^  und  I'I'i  bestimmten  Sirahlbiischel  die  vierte  harmonische  Linie 
zu  PP^  in  Bezug  auf  die  beiden  TiWigenten  aufzusuchcu  (d,  h.  die- 
jenige coujagirte  Polare  zu  PP^,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des 
Strahlbüscheb  geht);  dieselbe  schneidet  auf  dem  Kegelschnitte,  wenn 
die  Tangenten  imaginär  sind,  stets  zwei  reelle  Punkte  Q,  <3i  ^us- 

Es  sei  nun  P  der  Schnittpunkt  der  Träger  der  beiden  gegebenen 
Invohitionen  (imaginären  Punkte);  in  der  einen  Involution  sei  ihm  P,, 
in  der  anderen  P^'  zugeordnet.  Es  seien  p,  p^  die  nach  P  bez.  P^ 
gehenden  Strahlen  des  zu  suchen- 
den Büschels;  dann  muss  p^  auch 
durch  P/  gehen  (Fig.  12).  Ist  ferner 
QPQ^P,  eine  „harmonische  Dar- 
stellung" des  einen  gegebenen  imagi- 
nären Punktes  A,  so  iat,  wenn  q,  q, 
die  nach  Q,  Öi  gehenden  Strahlen 
des  gesuchten  Büschels  bezeichnen, 
iP9iPi.  eine  harmonische  Darsteälung 
der  Geradon,  welche  durch  A  geht. 
Weil  aber  letztere  auch  den  anderen 
imaginären  Punkt  A'  enthalten  soll,  müssen  die  Punkte  Q',  Q^,  in  welchen 
g,  gj  bez.  die  aweite  Involution  schneiden,  in  letzterer  ein  Paar  bilden; 
ferner  muss  der  Sinn  pqp^  oder  FQ'P^'  mit  dem  Sinne  der  zweiten 
Involution  übereinstimmen,  endlich  P^P^^j  7\  (d.  h,  projectivisch  zu) 
PQ'Pj^Qi'  sein,  weil  beide  Involutionen  zu  pqPiQi  perspectivisch 
liegen.  Es  kommt  also  darauf  an,  das  Paar  Q'Qi  so  zu  wählen, 
dasa  die  Bedingung  PQP^Q^~/\P Q'P{Q{  erfüllt  wird;  da  nun 
Q,  Qi  zu  P,  P]  harmonisch  _ war,  so  ist  dieser  Forderung  genügt, 
wenn  die  Folge  PQ'Pj'Q,  auch  eine  „harmonische  Darstellung"  der 
zweiten  Involution  liefert;  das  mag  also  jetzt  angenommen  werden, 
Dann  haben  die  projecti  vi  sehen  Reihen  FQP^Qi  und  PQ'P^'Qi  den 
Punkt  P  entsprechend  gemein,  sie  liegen  also  perspectivisch  und 
folglich  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  von  Q,  Pj,  Q^  resp. 
mit  Q',  Fl,  Qi  in  einem  Punkte,  dem  gesuchten  Cmirum  der  Strahlen- 
involution  PiPiq^-  Letztere  ist  in  der  That  perspectivisch  zu  beiden 
gegebenen  Involutionen,  und  der  Sinn  pqp^  ist  identisch  mit  dem 
Sinne  PQPj^  und  mit  dem  Sinne  PQ'P^.  Die  Involution  pqp^qi 
ist  also  eine  harmonische  Darstellung  der  Verbindungslinie  der  beiden 
imaginären  Punkte  A  und  A'. 

3.  Es  sollen  die  Schmttpufüite  einer  imaginären  Geradelt  cc  mit 
einem  reellen  Kegelschnitte  constrmrt  werden.  Wir  schicken  zwei  Hülfs- 
be trachtungen  voraus. 
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Erstens:  Wenn  die  Strahlen  eines  Büschels  gleichzeitig  durch 
zwei  Involutionen  zu  Paaren  geordnet  sind,  bo  kann  man  immer  ein 
Strahleupaar  finden,  das  gleichzeitig  beiden  Involutionen  angehört; 
dieses  Paar  ist  reell,  wenn  mindestens  eine  der  beiden  Involutionen 
imaginäre  Doppelelemente  besitzt.  Zum  Beweise  lege  man  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  durch  das  Centrum  des  Büschels;  auf  dem- 
selben werden  zwei  Involutionen  ausgeschnitten;  die  Verbindungs- 
linien der  Paare  einer  jeden  bilden  nach  Obigem  einen  Strahl bü seh el ; 
von  dem  Ceutrum  eines  dieser  Büschel  gehen  imaginäre  Tangenten 
an  den  Kegelschnitt,  wenn  die  Doppelelemente  der  entsprechenden 
Involution  imaginär  sein  sollen.  Die  Verbindungslinie  beider  Centren 
schneidet  den  Kegelschnitt  dann  sicher  in  zwei  reellen  Punkten,  welche 
gleichzeitig  in  beiden  Involutionen  ein  Paar  bilden,  deren  Verbindungs- 
linien mit  dem  Centrum  dos  gegebenen  Büschels  also  das  verlangte 
Paar  liefern. 

Zweitens:  Es  seien  a,  b  zwei  reelle  Gerade,  welche  einander  in 
Bezug  auf  einen  vorgelegten  Kegelschnitt  nicht  conjugirt  sein  mögen; 
jedem  Punkte  P  von  a  ist  dann  eiji  Punkt  Q  von  h  zugeordnet  da- 
durch, dass  6  in  (^  von  der  Polare  des  Punktes  P  geschnitten  wird; 
diese  Zuordnung  ist  eine  wechselseitige:  P  und  Q  sind  einander 
conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  Die  Polaren  aller 
Punkte  P  gehen  durch  den  Pol  von  a,  bilden  also  einen  Strahl- 
büschel, welcher  projectivisch  zu  der  Punktreihe  auf  a,  perspectivisch 
zu  derjenigen  auf  h  ist.  Die  Verbindungslinien  P-Q  umhüllen  folglich 
einen  Kegelschnitt,  der  auch  die  beiden  Geraden  a,  b  berührt,  und 
zwar  in  den  Punkten,  in  welchen  sie  von  der  Polare  ihres  Schnitt- 
punktes getroffen  werden. 

Kehren  wir  jetzt  zu  der  gestellten  Aufgabe  zurück.  Der  Mittel- 
punkt M  des  zur  Darstellung  der  imaginären  Linie  a  dienenden 
Strahlbüschels  möge  nicht  auf  dem  Kegelschnitte  liegen.  Es  kommt 
dann  darauf  an,  eine  reelle  Gerade  g  zu  finden,  auf  welcher  k  eine 
Involution  bestimmt,  in  der  die  Punkte  eines  jeden  Paares  zugleich 
conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind;  in  der  That 
repräsentirt  diese  Involution  dann  die  beiden  imaginären  Schnitt- 
punkte von  g  mit  dem  Kegelschnitte,  von  denen  der  eine  mit  a,  der 
andere  mit  der  zu  a,  conjugirt  imaginären  Geraden  vereinigt  liegt. 
Ist  pqPiqi  eine  Darstellung  von  k,  so  müssen  demnach  die  Schnitt- 
punkte von  g  mit  p,  p^  und  q,  q^  conjugirte  Pole  sein.  Man  kann 
nun  nach  dem  ersten  Hülfssatze  annehmen,  dass  p  und  p^  conjugirte 
Polaren  sind.  Dann  schneidet  jede  Linie,  welche  entweder  durch 
den  auf  p^  gelegeneu  Pol  P  von  p  oder  durch  den  auf  p  gelegenen 
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Pol  Pj  vou  ^j  hindurchgeht,  die  Strahlen  p,  p^  in  conjugirten 
Polen.  Die  Linie  g  geht  also  durch  einen  der  beiden  Punkte  P,  P^, 
in  welchen  die  Polare  m  von  M  bez.  durch  die  Strahlen  p^,  p  ge- 
schnitten wird.  Wenn  nun  q  und  g^  nicht  auch  conjugirte  Polaren 
sind,  so  rauss  g  nach  dem  zweiten  Hiilfssatze  gleichzeitig  Tangente 
eines  Kegelschnittes  sein,  welcher  q  und  g^  bez.  in  den  Punkten  S 
und  jS^  berüiirtj  in  denen  sie  von  m  getroffen  werden.  Die  Punkte 
P^,  P  werden  durch  die  Punkte  S,  S^  getrennt;  man  kann  also  von 
einem  der  Punkte  Pj,  P  (und  auch  nur  von  einem)  zwei  reelle 
Tangenten  an  den  zuletzt  erwähnten  Kegelschnitt  legen;  dies  sind 
die  heiden  gesuchten  Linien  (ß  und  g');  auf  jeder  von  ihnen  bestimmt 
die  Linie  a  nach  Lage  und  Sinn  eine  Involution,  welche  einen  Schnitt- 
punkt von  K  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitte  darstellt  (vgl.  unten 
Kg.  13). 

Wenn   aber  die  Geraden  g,  q^  ebenfalls  conjugirte  Polaren  sind, 
so    sind    alle   Paare    der  k  darstellenden   Involution    aus   conjugirten 
Polaren    gebildet;    die  Linie  g   muss    dann    sowohl   durch  einen  der 
Punkte  Pj,  P  als  durch  einen  der  Punkte  S,  S^  gehen,  d.  h.  sie  muss 
yig,  13.  mit  m  und  mit  g'  zusammen- 

fallen. -Es  ist  also  K  mte 
imaginäre  Tangente  des  Kegel- 
schnittes, und  die  auf  m  aus- 
geschnittene Involution  liefert 
den  imaginären  Berührungs- 
punkt. 

Liegt  endlich  Jf  auf  dem 
Kegelschnitte,  so  schneidet 
die  zur  Definition  von  a  die- 
nende Strahlen  Involution  a,uf 
dem  Kegelschnitte  eine  Punkt- 
involution  aus,  welche  von  M 
aus  auf  K  projicirt  diejenige 
Involution  liefert,  die  bei  entsprechender  Wahl  des  Sinne.?  den  ge- 
suchten Schnittpunlrt  darstellt. 

4.  Von  den  Schnittpunlcten  einer  imaginären  Geraden  a  mit  dem 
KegelscJmitte  ist  einer  dwrch  seinen  reellen  Träger  g  und  die  mgehörige  In- 
vohition  gegä>en,  der  andere  soll  gefunden  werdm.  Die  Lösung  ist  in 
der  vorhergehenden  enthalten.  Die  Polare  m  von  Mmuss  die  Linie  g  in 
demjenigen  Punkte  P  treffen,  dessen  Verbindungslinie  p^  mit  M  in 
der  K  deflnirenden  Involution  zu  einem  Paare  ergänzt  wird  von 
ihrer    in   Bezug    auf    den    Kegelschnitt   conjugirten    Polare  p    (vgl. 


y  Google 


Pnakt,  Ebene  und  Gerade.  115 

Fig.  13).  Durch  ^  deuselben  Punkt  P  musa  die  gesuchte  Gerade  g' 
gehen;  sie  muss  ferner  einen  Hülfskegelschnitt  K  berühren,  welcher 
die  zusammengehörigen  Involutions strahlen  q,  g^  bez.  in  B  und  S^ 
berührt  und  auch  die  Gerade  g  zur  Tangente  hat.  Auch  für  K  ist 
m  die  Polare  (Berührungssehne)  von  M\  F  liegt  auf  m,  also  die 
Polare  von  P  in  Bezug  auf  K  geht  durch  M,  d.  h.  P  und  M  sind 
conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  K,  folglich  m  und  p^  eonjugicte  Polaren 
in  Bezug  auf  K  und  somit  harmonisch  zu  den  heiden  von  ihrem 
Schnittpunkte  P  ausgehenden  Tangenten  g  und  g'.  Die  Linie  g'  wird 
Memach  einfach  als  vierte  harmonische  von  g  in  Bemig  auf  m  tmd  p^ 
gefunden*).  Die  auf  g'  von  den  Strahlenpaaren  p,  p^  und  q,  q^  aus- 
geschnittene Involution  ist  in  demselben  Sinne  zu  nehmen,  wie  die 
gegebene  Stralileninvolution,  um  den  gesuchten  zweiten  Schnittpunkt 
der  Linie  a  mit  dem  Kegelschnitte  darzustellen. 

Die  behandelten  Aufgaben  lassen  vollständig  üheraehou,  wie 
alle  imaginären  Constrnctionenj  bei  denen  nur  das  Verbinden  von 
Punkten  und  das  Schneiden  von  Geraden  verlangt  wird,  sich  in 
reell  ausführbare  Operationen  umsetzen  lassen,  Noch  nicht  ist  dieses 
mit  den  projectivischen  Beziehungen  zwischen  Punktreihen  und  Strahl- 
büaeheln  möglich,  jenen  Beziehungen,  welche  in  der  Ebene  auf  die 
Kegelschnitte,  im  Räume  auf  die  Flächen  zweiter  Ordnung  führten 
(p.  35ff.).  Solche  Beziehungen  wurden  hergestellt,  indem  drei  Elemente 
dreien  anderen  entsprechend  gesetzt  wurden  und  dann  ein  viertes 
Element  je  mit  diesen  dreien  dasselbe  Doppelverhältniss  liefern  sollte. 
Was  ist  aber  imter  dem  Do^elverhäl6nisse  von  vier  theikveise  imagi- 
nären Fmiläen  mt  verstehest?  Diese  fundamentale  Frage  werden  wir  be- 
antworten, indem  wir  ein  solches  complexes  Doppelverhältniss  defi- 
niren  durch  reelle  Doppel  Verhältnisse,  die  bestimmt  sind  durch  je 
vier  reelle  Punkte,  wobei  letztere  aus  den  gegebenen  imaginären 
Punkten  in  eindeutiger  Weise  abzuleiten  sind.  Zu  dem  Zwecke  er- 
ledigen wir  einige  weitere  Aufgaben;  in  denselben  denken  wir  uns 
die  Punkte  einer  Geraden  durch  einen  Parameter  in  bekannter  Weise 

*)  Man  kann  dies  Resultat  aucli  eo  ausapiechen;  Jode  imaginäre  Gerade, 
deren  reeller  Träger  nicht  auf  dem  Kegels chiiitte  liegt,  ectneidet  letzteren  in 
zwei  imaginären  Punkte»,  deren  reelle  Tr&ger  durch  den  reellen  Punkt  {M)  der 
gegebenen  Geraden  (ß)  und  dessen  Polare  (m)  liarmoniscli  getrennt  werden; 
Tgl.  T.  Rtaudt,  a.  a.  0.  Nr.  165.  Ebenda  wird  eme  grosse  Reihe  von  Sat/en 
für  Kegelschnitte  und  für  das  System  zweier  Kegels otnitte  unter  Berücksichtigung 
der  imaginären  Elemente  gegeben.  Dio  Aufgaben  2  und  3  im  Texte  sind  nach 
Lüroth  behandelt  (Math.  Ann.  Bd.  8,  p.  181  f). 


y  Google 


116  Erste  Abtlieilung. 

ausgedrückt   und   bezeichnen  sie  kurz  durch   die   zugehörigen  Para- 
meter wer  the. 

5.  Es  soll  ein  Funkt  o  gefunden  weräen,  welcher  zusammen  mit 
einem  gegebenen  Funkte  Aj  ein  Faar  einer  Involution  bildet,  die  bestimmt 
ist  durch  ein  anderes  Faar  ii,  v  und  einen  ihrer  reellen  DoppelpimJete  (A^). 
um  die  Aufgabe  zuerst  analytisch  zu  behandeln,  stellen  wir  uns  die 
beiden  Paare  der  Involution,  von  denen  eines  den  unbekannten  Piinlft 
0  enthält,  durch  zwei  quadratische  Gleichungen  dar: 

x^  ~.  (n  -\-  v)x  +  fiv  =  0,       x^  -  {k^  +  <3)x  +  l,ö  =  0; 
die  Doppelelemente  werden  dann  bekanntlich  (Bd.  I,  p.  216)  als  Null- 
punkte der  zugehören  Functionaldetenninante  gefunden;  d.  h.  X^  ge- 
nügt der  Gleichung 

welche  sieh  nach  einigen   einfachen  Umformungen   in  der  folgenden 

Gestalt  schreiben  lässt: 

,j,.  VlL^a      a  —  X,   __  ij  —  ls      II  —  l^     ,     1^— 1;      r  —  1| 

*■  •'  l^-l,^'  e  —  h.         i,  —  Ji^  '  II  -  X,  '^  l.^  —  X,  '  V  —  l^' 

Hiermit  ist  einerseits  ß  bestimmt,  andererseits  lehrt  das  gefundene 
Resultat,  dass  der  dweh  die  gestellte  Aufgabe  deßnirte  IhinJct  fl  mit  den 
leiden  gegä}men  Furnktett  Aj ,  A^  und  mit  einem  tmllkürlich  hinzugefügten 
Funkte  lg  (bei  bestimmter  Anordnung  der  vi&-  Punkte)  ein  Boppel- 
verhältniss  bildet,  tvelches  gleich  ist  der  Summe  der  beiden  von  den  ge- 
gebenen Funkten  (i.,  v  mit  denselben  drei  Funkten  A^,  A^,  Ag  in  gleicher 
Weise  gebildeten  DoppelverhältJtissen.  In  dieser  Interpretation  der 
Aufgabe  liegt  für  unsere  Zwecke  das  grosse  und  prineipielle  Inter- 
esse derselben;  sie  lehrt  uns,  in  dem  angegebenen  Sinne  die  Summe 
zweier  gegebenen  Doppelverhältnisse  zu  constmiren.  Die  construetive 
Ausführung  derselben  bietet  durchaus  keine  Schwierigkeiten;  sie  ge- 
schieht am  Einfachsten  durch  üebertragung  der  Punktreihe  in  obiger 
Weise  auf  einen  Kegelschnitt;  man  ziehe  (Fig.  14)  die  Tangente 
desselben  in  Ag,  suche  deren  Schnittpunkt  M  mit  der  Linie  [i-v, 
verbinde  M  mit  A^;  diese  Linie  schneidet  den  Kegelschnitt  noch  ein- 
mal im  gesuchten  Punkte  ff.  Die  Umkehrung  der  angegebenen  Con- 
struetion  liefert  sofort  diejenige  der  Biffereng  nwcier  Doppelverhältnisse. 
Auf  die  Fälle,  wo  die  gegebenen  Punkte  sammtlieh  oder  theil- 
weise  imaginär  sind,  lässt  sich  die  Construction  auf  Grund  der 
früheren  Erörterungen  ausdehnen,  ohne  dass  eich  prineipielle  Schwie- 
rigkeiten böten.  —  Ist  eines  der  gegebenen  Doppelverhältnisae  gleich 
Null,  also  z.  B.  fi  =  ;ijj  so  wird  natürlich  ö  ==  v. 
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Ohne  Zuhiilfenahme  eines  Kegebclmittes  geschieht  die  Con- 
struetion,  wie  leicht  zu  bestätigen,  in  folgender  Weise  (Fig.  15): 
Man   verhiiide  },^,  A^,  ft,   v  mit   einem    heliebigen    Punkte  M,    zieho 


durch  V  eine  beliebige  Gerade,  welche  Jf-A^  in  N,  M-(i  in  P 
schneidet;  die  Verbindungslinie  von  (t  mit  N  schneide  M-v  in  Öi 
die  Linie  P-Q  treffe  M•l^  in  E;  dann  schneidet  B-N  auf  der  ge- 
gebenen Punktreihe  den  Punkt  ff  aus. 

6.  -Es  soll  ein  Pmtkt  n  gefuitden  werden,  weldier  dnm  gegebenen 
Pwrüd  >lg  SU  einem  Paare  einer  Involution  ergänst,  die  durch  stoei 
gegebene  Paare  fi,  v  und  A,,  Z^  dcfmirt  ist.  Letztere  seien  dargestellt 
durch  die  Gleichungen: 

3;ä  _  (^  +  v)x  +  jtv  =  0,     x^  —  (A,  +  Qx  +  ;i|  ;i3  =  0. 

Soll  das  durch  die  Gleichung 

X^  —  (As  +  n)cE  +  AaJt  =  0 
gegebene   dritte   Paar    der  durch   die  ersten  beiden   bestimmten  In- 
volution angehören,  so  ist  (Bd,  I,  p.  520) 

1  ft   -f   1/  fH' 

I      A,  +  A,     l.Aj     =0, 

i     A^  +  jr      L^n 

oder  nach  bekannten  Determinantensätzen: 

l°J         j^  _  ij  ■  p  _  i^  -^  jj  — ;[;  '  V  —  j,       ij  —  ii  '  II  —  1/ 

Wie  die  vorhergehende  Aufgabe  zur  Addition  führte,  so  gibt  uns 
demnach  die  vorliegende  Aufgabe  eine  Regel,  nach  der  man  das 
Produci  zweier  DoppelverhälMsse  durch  ein  nettes  Doppelverhäliniss  aus- 
drücJcen  Icann,  wobei  sich  alle  drei  Doppelverliältnisse  aiif  dieselben 
drei  „Grundpunkte"   beziehen  und   in   derselben  We 
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ie  geometrische  ConstnicUon  ist  evident:  man  übertrage  die  Punkte 
,  l^,  Jlg,  II,  V  auf  einen  Kegelschnitt  (Fig.  16),  bringe  die  Linie 
^j^  ^^  ji'V    in    P    zum    Schnitte    mit    ^^-X^]    die 

Linie  P-ilg  schneidet  dann  auf  dem  Kegel- 
sclinitte  den  gesuchten  Punkt  %  aus.  Für 
v  ^  A3  wird  ein  Factor  gleich  Eins  und 
ji  =  3E,  Ist  (i  =  V,  so  wird  die  Linie  [t-v 
zur  Tangente,  und  man  findet  das  Quadrat 
eines  Doppelverhältnisaes.  Mittelst  obiger 
Principien  las  st  sich  die  Construction  auf 
imaginäre  Punkte  übertragen. 

Die  ümkehrung  der  Aufgabe  führt  zur 
Operation    der   Division   und    des    QiMdrat- 
toursela/iissieheiis.    Soll  z.  B.  ein  Punkt  ^  so  bestimmt  werden,  dass 

wird,  wobei  A^,  /g,  A3,  jt  gegebene  reelle  Punkte  darstellen,  so  sind 
die  Linien  re-Ag  und  /Ij-A^  zwei  zu  einander  conjugirte  Polaren 
in  Bezug  auf  den  benutzten  Kegelschnitt,  welche  sich  in  P  schneiden: 
der  Punkt  ji  ist  dann  einer  der  Berührungspunkte  der  beiden  von  P 
ausgehenden  Tangenten.  Sind  die  gegebenen  Punkte  reell,  so  sind 
diese  Berührungspunkte  nothwendig  imaginär,  Ihr  gemeinschaftlicher 
reeller  Träger  ist  die  Polare  von  P,  und  sie  sind  auf  dieser  durch 
die  Involution  der  Polepaare  dargestellt*). 

7.  Entsprechend  der  Gleickimg  (5)  soll  0  consiruirt  werden,  wenn 
ji  und  V  einande}  cmijugiit  imagmat  sind  Dio  Oonstrui,tion  ist  genau 
dieselbe,  wie  in  Fig  14,  nui  wnd  dei  Kegelschnitt  von  der  auch 
hier  reellen  Linie  ft  v  m  imagmaien  Punkten  getioifeu  Sind  A^,  l^ 
reell,  so  ist  auch  ff  reell 

8.  Im  Sinne  det  Gleichung  (6)  soll  die  Multiphcation  emcb  ge- 
gehmien  BoppehetJuüims  es  mit  det  imaginaien  Einheit  durch  ton- 
struction  misgeftiht  tietden     Gegeben  sind  niedei  Aj    X     X^  -vis  reelle 

*)  Vorstehende  Aufgaben  geben  Beispiele  fir  y  Staudt  EethneD  mit 
„Wfirfen"  (a.  a.  0  Nr  266  ä )  Em  Wuif  ist  eben  im  Weaentlichen  ein  Doppel- 
yethältniBSi  derUnteiscl  led  zwischen  V  eiden  Begiifien  lat  der  äiss  der  Wurf  nicht 
als  Quotient  zweiei  Ab  stand  Bveihaltnisse  ubeihaipt  nicht  als  Zahl  dchniit  nnd; 
trotadem  lassen  sich  dann  mit  den  Wuifen  Operationen  ausfuhien,  die  dpm 
Eechnen  mit  Zahlen  genan  .inalog  sind  und  daiin  hegt  die  irincipielle  Wichtig- 
keit der  im  Texte  behandelten  Beispiele  für  «olche  Operationen  (d  1  Con- 
etrnctionen).  Wi  kommen  daranf  bei  einer  sjäteien  Untei^cbing  iber  die 
Grundlagen  der  ]  rojectivischen  Geüiietrie     au   icL. 
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Punkte  eines   Kegelschnittes;  /i  sei  ein   complexer  Punkt  desselben; 

V  ist   so   zu   beatinimen,    dass    der   zweite    Factor  der    linken    Seite- 
von  (6)  gleich  )/—  1  =  i  wird,  d.  h.  dass: 


Der  hierdurch  definirte  Punkt  t  ist  nach  Aufgabe  (6)  so  gelegen, 
dass  die  Tangente  von  v,  die  Linien  ^^-l^  "nd  ä^-t  sieh  in  einem 
Punkte  Q  schneiden.  Da  ferner  letztere  beiden  Linien  einander  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  conjugirt  sein  müssen,  damit  die  rechte 
Seite  von  (8)  gleich  —  1  werde,  und  da  v  ein  Berührungspunkt  der 
von  Q  ausgehenden  Tangente  sein  sollte,  so  stellt  der  zweite  Berüh- 
rungspunkt den    conjugirt   imaginären  Punkt  v'  dar,   und  v-v'    ist 


die  Polare  von  Q  (q  m  h'ig.  17).  Umgekehrt  wii'd  v  gefunden,  in- 
dem man  ^l^  mit  dem  Pole  B  von  X^-A^  verbindet,  dadurch  Q  erhält 
und  dann  die  Polare  q  von  Q  coustruirt;  letztere  schneidet  den  Kegel- 
schnitt in  den  beiden  Punkten  v,  v' ,  welche  der  Bedingung  von  (8) 
genügen.  Man  hat  der  betreffenden  Involution  denjenigen  Sinn  bei- 
zulegen, welcher  das  fragliche  Doppelverhältniss  gleich  -|-  i  macht 
(p.   109  f.). 

Dieser  Sinn  »ei  in  Fig.  17  durch  1  2'1'2  gegeben;  und  zwar  soll 
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die  Involution  durcli  die  Paaru  1,1'  uud  2,  2'  harmonisch*)  dargestellt 
werden  (p.  111),  Um  jt  zu  finden,  haben  wir  die  Involution  1  2'1'2 
(d.  h.  den  imaginären  Punkt  v)  mit  jt  zu  verbinden;  dadurch  be- 
stimmt sich  auf  -Ij-Ag  eine  Involution  Pj^P^' Pi  ^sj  letztere  ist  mit 
;ig  zu  verbinden,  und  die  so  entstehende  Strahleuinvolution  definirt 
eine  imaginäre  Gerade,  deren  zweiter  (imaginärer)  Schnittpunkt  mit 
dem  Kegelschnitte,  eben  der  gesuchte  Punkt  ji  ist.  Ist  auch  ft  ima- 
ginär, so  wird  die  imaginäre  Linie  ji-v  nach  Aufgabe  2  construirt 
(wozu  dann  eine  harmonische  Darstellung  von  v  gebraucht  wird)  und 
bestimmt  ebenfalls  auf  X^-l^  eine  Involution  P^P^P^P^.  Soll  der 
Punkt  -x  reell  sein,  welcher  Fall  uns  Vorwiegend  iuteressirt,  so  muss 
i^ie  Linie  A^-A^  von  (i-v  in  eiuem  reellen  Punkte  getroffen  werden, 
d.  h.  die  Pmkte  P, ,  P/,  P/,  P^  müssen  in  einen  Punkt  P  (das 
Ceutrum  der  ft  mit  v  verbindenden  Strahlen  in  volution)  zusammen- 
fallen. Die  Linie  ^^-P  schneidet  dann  auf  dem  Kegelschnitte  den 
reellen  Putüd  %  aus  (auf  diesen  Fall  bezieht  sich  Fig.  17). 

Hiermit  ist  auch  die  Frage  beantwortet,  wie  der  reelle  Träger 
von  ft  liegen  muss,  damit  sr  reell,  d.  h,  damit  das  im  ersten  Factor 
der  Unken  Seite  von  (6)  auftretende  Doppdverhältniss  rein  imaginik 
werde.  Nehmen  wir  nämlich  umgekehrt  P  auf  A^-Ag  beliebig  an 
(und  zwar  im  Innern  des  Kegelschnittes),  so  müssen  die  Strahlen 
P-1,  P-1'  und  P-2,  P'2'  je  zwei  Polepaare  auf  dem  Träger  (Ä) 
von  (t  ausschneiden;  nach  dem  zweiten  Hülfssatze  von  Aufgabe  3  ist 
also  h  Tangeute  an  einen  Kegelschnitt,  welcher  P-2  und  P-2'  in 
ihren  Schnittpunkten  S,,  S  mit  der  Polare  p  berührt,  und  h  geht 
durch  den  Pol  B  von  Aj-A^;  die  andere  Tangente  durch  P  ist  die 
Linie  v-v'.  Nach  Aufgabe  4  wird  also  h  gefunden  als  vierte  har- 
monische Gerade  von  q  in  Bezug  auf  p  und  die  Linie  P  -  P,  Die- 
jenigen imaginären  Purüde  des  Kegelschnittes,  welche  mit  Aj,  A^  imd 
einem  ieliebigen  dritten  Punkte  A3  bei  obiger  Anoränur^  ein  rmi  ima- 
ginäres Doppelverhältniss  bestimmen,  schi^en  hiernach  ihre  reellen  Träger 
durch  den  Pol  der  Geraden  A^-Aj. 

Wird  fi  durch  den  conjugirt  imaginären  Punkt  fi'  ersetzt,  so  ist 
2'  zu  verbinden  mit  dem  Schnittpunkte  II  von  P'2  und  h,  2  zu  ver- 
binden mit  dem  Schnittpunkte  II'  von  P-2'  und  h.  Beide  Linien 
schneiden    sich    dann    auf    l-I    (d.  b.    A^-Aj)   in  P'.      Die    Punkte 

*)  Die  Punkte  der  Geraden  g  sind  in  Fig.  17  durch  Projectioa  von  X^  aus 
auf  den  Kegeholinitt  öbertragen;  1  ist  in  den  Schnittpunkt  der  Tangente  von 
I3  mit  g  verlegt;  die  Polare  von  1  geht  dann  dnrcli  Q  und  beatiaimt  1'  (=^  S)\ 
die  Polare  von  1'  ist  mit  1,  -  Aj  identiech;  letztere  bßidcn  Punkte  geben  daher, 
von  I3  aus  auf  i/  projicirt,  das  gesuchte  Paiir  2,2'. 
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E,  P,  P'  bilden  ein  Polardreieck.     In 
und  h  in  derselben  Beziehung  wie  P;  i 
p' ,   die  Polare   von  F',  zu  ersetzen, 
durch  jr'  zu  ersetzen  sein,  wenn  v  mit 


ii  That  steht  P'  dann  zu  q 
ist  nur  gleichzeitig  p  durch 
Urde  P  durch  P',  w 
vertauscht  würde. 
9.  Es  soll  die  Bifferens  maeier  DoppeherMltnisse  äwch  Construe- 
tion  eines  Punktes  S  dargestellt  werden,  weichet-  der  Gleichung 

*■  -'  "  Xa  —  i,  ■  (i  --  1^  ia  —  ^1 '  (''  —  -^  ~  i^s  "  ^1  *  -^  -^a 
gmügt,  wobei  ji  und  ft'  conjugirt  imaginäre,  A„  k^  wnd  l^  reelle  Zahlen 
iedeufm.  Die  Lösung  folgt  sofort  durch  Umkehrung  der  in  Aufgabe  5 
angegebenen  Construction ;  letztere  ist  nur  auf  theilweiae  imaginäre 
Punkte  auszudehnen.  Nach  Uebertragung  der  Punkte  der  Geraden 
auf  einen  Kegelschnitt  (Fig.  18)  ziehen  wir  an  X^  die  Tangente  des 


letzteren;  auf  der  reellen  Linie  ii-ft.'  werde  vom  KegelBchnitte  eine 
Involution  bestimmt,  welche  durch  1,1'  und  2,2'  in  harmonischer 
Darstellung  gegeben  sei.  Um  den  Schnittpunkt  M  der  Linie  ;i-A^ 
mit  jener  Tangente  zu  finden,  übertragen  wir  diese  Involution  durch 
einen  perspeetivischen  Strahlbüschel  mit  dem  Centrum  üj  auf  die 
Tangente  von  4  nach  1,1'  und  II,  II'.  Gehört  ji  zu  dem  Sinne 
121'2',  so  gehört  M  zu  dem  Sinne  IIII'II'.  Die  Verbindungslinie 
von  M  mit  ii'  sehneidet  dann  den  Kegelschnitt  im  gesuchten  Punkte 
d.  Diese  Linie  ^'-M  wird  repräsentirt  durch  einen  Str ah Ib tisch el, 
welcher    von    den    Linien    2' -II    und   2- II'   bestimmt  wird,    durch 
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deren  Schnittpunkt  P  dann  von  selbst  auch  1-1  geht;  und  zwar  ist 
diesem  Strahl büechel  der  Sinn  12'1'2  beizulegen.  Die  imaginäre 
Linie  P-jt'  schneidet  den  Kegelschnitt  in  dem  bekannten  Punkte 
fi'  und  in  dem  gesuchten  iJ;  der  letztere  ist  durch  seinen  reellen 
Träger  zu  definiren,  und  dieser  wiederum  wird  nach  Aufgabe  4  con- 
struirt  als  vierter  harmonischer  Strahl  (h  in  Fig.  18)  von  jt-jt'  in 
Bezug  auf  die  Polare  jp  von  P  und  die  Linie  Q  -  P,  wobei  Q  den 
Schnittpunkt  von  f'-ft'  niit  p  bezeichnet.  Da  das  DoppelverhÜltnisa 
auf  der  rechten  Seite  von  (9)  rein  imaginär  ist,  so  geht  diese  Linie 
h  nach  den  bei  Gelegenheit  der  vorhergehenden  Aufgabe  angestellten 
Ueberlegungen  durch  den  Pol  P  der  Linie  Xi-\. 

Den  i'aetor  von  i  =  Y —  1  auf  der  rechten  Seite  von  (9)  erhält 
man  durch  Multip lication  mit  —  i,  also  diirch  Bestimmung  eines 
Punktes  x  gemäss  der  Bedingung: 

d")      ^^:-:-^= 

Die  Construction  von  re  kann  nach  Aufgabe  8  ausgeführt  werden; 
es  ist  dort  nur  fi  durch  d  zu  ersetzen,  also  in  Fig.  17  der  reelle 
Träger  h  von  jt  durch  den  reellen  Träger  von  d,  der  in  Mg.  18  eben- 
falls mit  h  bezeichnet  wurde.  Um  z  zu  finden,  hätte  man  dann  auf 
h  die  durch  den  Kegelschnitt  definirte  Involution  in  bekannter  Weise 
harmonisch  darzustellen  (wie  es  in  Fig.  17  durch  die  Paare  1,  1'  und 
II,  ir  geschieht),  ebenso  die  entsprechende  Involution  auf  der  aus 
li,  Ag,  Xg  zu  construirenden  Linie  v-v'  (1,1'  und  2,2'  in  Fig.  17 
auf  q);  die  Linien  2-II  und  2'-ir  schneiden  dann  auf  Aj~l-^  die 
Punkte  P,  P'  aus,  von  denen  einer  durch  seine  Verbindung  mit  ^^ 
den  gesuchten  Punkt  7t  liefert*). 

Nunmehr  haben  wir  alle  llülfemittel  gewonnen,  um  ein  com- 
plexes  Doppelverhältniss  zu  definiren,  indem  dessen  reeller  und  ima- 
ginärer Theil  einzeln  durch  reelle  Doppelverhältnisse  dargestellt  sind, 
zunächst  untci  dei  Annahme,  dase  es  sich  um  drei  reelle  Punkte  und 
emen  imaginären  Punkt  handelt.     Wir  sagen  von  vier  Elementen  \, 

*)  Ea  eei  bemerkt  daas  die  Paare  1,  I  und  J",  P'  in  Fi^.  17  von  B  aus, 
dei  Construction  zufolge,  durch  vier  harmonische  Strahlen  auage schnitten  werden; 
da  nun  P  P  anch  au  X, ,  l^  harmonisch  liegen ,  so  sind  P,  P'  die  Doppel- 
elemente (fej  dwrch  Ij  ^a  und  1,  I  bestimmten  Involution  und  wären  BOnach 
due^t  (ohne  Hülfe  dei  Punkte  3,  2',  II,  11')  zu  finden,  vgl.  Bd.  I,  p.  51. 
Umgekehrt  kann  die  Steiner'ache  Cocstvaction  der  Doppelelemeate  durch  die 
dfa  Tpxtes  eraetat  -weiden;  man  hat  dabei  durch  ein  Paar  (Xi-X^)  einen  will- 
kulithen  Kegel hd  nitt  zu  legen. 
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-  Aa,  Ag,  ;t  =  K  +  iA  eme^  Reihe,  dass  ihnen  dasselbe  Boppelverhältniss 
zukommt,  wie  den  vier  Elementen  Aj,  A^,  \,  M  ■=  K -H  *A  aMe»- 
anderen  Beihe  (oder  htrg,  dass  m  diesen  letsteren  Elementen  projecUvisch 
sind),  wenn  erstens  die  beiderseits  mittelst  der  reellen  Funkte  6,  bes.  J. 
SU  bildenden  reellen  DoppelverMltnisse 

Xi  —  li   '  B  —  l^   ^  h  —  ^i    Ifi^^s    ~'~  i 

einander  gleich  sind,  v/nd  wenn  zweitens  cmch  die  reellen  imd  in  obiger 
Weise  nach  (9)  und  (10)  mittelst  der  construirlaren  Pmkte  %,  bes.  TT 
erhaltenen  Uoppelverhältnisse  übereinstimmen. 

Soll  auch  einer  der  anderen  Punkte,  etwa  k^,  imaginär  werden 
dürfen,  so  kann  man  dafür  durch  Fortsetzung  des  eingeschlagenen 
Verfahrens  eine  geometrische  Deutung  gewinnen.  Wir  setzen  zur 
Abkürzung ; 

a„  j„  i,.  i.)  -K!;,  « -^^ -St^v 

und  es  seien  A/,  -1/  die  zu  l^,  X^  conjugirt  imaginären  Werthe. 
Dann  seien  die  Punkte  e  und  jt  zunächst  wie  oben  aus  den  ßelationen 

/('!.,».)+/■(».,«-         /■(».,«), 

^   '  f(h,  K)  -  fih,  V)  =  -  •/{*.,  ') 

gefunden.  Aus  der  ersten  Gleichung  hebt  sich,  wie  in  (5),  A^  beider- 
seits heraus;  es  ist  also  6  reell.     Folglich  auch: 

und  hieraus: 

fCV,  K)  +  /(4,  h)  +  rK, »,)  +  /'(.K,  V)  -  /■(!., »)  +  fih',  «) 

(12)  -/■&<,•), 

wo  der  reelle  Punkt  ft  nach  Aufgabe  7  zu  construiren  ist.  Ebenso 
muss  31  reell  sein,  da  auch  in  der  zweiten  Gleichung  (11)  A^  beider- 
seits herausfallt;  also  hat  man  analog  zu  (12): 

f  (V,  V)  +  fih, ».)  -  /■(«.,  V)  -  /XV, i.)  -  -  i  [/■('., ")  - /'(V, «)] 

(13)  = /■(>'.■'), 

wo  v  ebenfalls  reell  und  luiclit  construirbar  ist.  Aus  (12)  uud  (13) 
ergibt  sich 

(14)  2  lf(I,,  l,)  +  f(i;,  i.-)]  _  /■((.,  e)  +  f(y,  «); 

d.  h,  der  vierfache  reelle  Theil  des  eomplexen  Boppelverhalimisses 
(Aj,  X^,  l.^,  Aj)  ist  als  Summe  von  zwei  Do^elverhältnissen  aus  je  vier 
reellen  Punkten  darqestelU.     Ebenso  findet  man 
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f(h, «  -  /'(v,  ir>  +  /■(».,  V)  -  /■  (V,  K)  -  /■(«.,  •)  -  /'(v, ») 

-VC-,«), 
'' ft, »,)  -  /"(V,  i,')  -  /■(«>,  V)  +  /(V, ii)  -  " «»««j -i/XV,«) 

--iffr,.), 

folglieh  durch  Addition: 

(15)  -  2i [/-(i,,  j,)  - f (V,  V)]  -/■(-, •) - /(c, «) ; 

d.  h.  (fer  vierfache  imaginä/re  Theil  (Factor  von  -\-  y —  1^  des  Doppel- 
verhMimsses  (ij,  X^i  Ki  ^i)  '^^  "^  Differenz  von  ^ivei  Do^elverhält- 
nissen  aus  je  vier  reellen  Funkten  dargestellt.  Vier  Punkte  einer  Reihe 
mit  den  Patametera  A[,  l.^,  X^,  X^  heissea  hiernach  zu  vier  Punkten 
'^i'  ^i!  ^31  l^i  einer  anderen  Reihe  projeetiviach,  wenn  für  die  aus 
ersteren  construirten  Punkte  ^,  r,  ff,  je  die  ans  Doppel  Verhältnissen 
zusammengesetzten  Ausdrücke  (14)  und  (15)  dieselben  Werthe  be- 
sitzen, wie  für  die  aus  letzteren  ebenso  construirten  Punkte  M,  N, 
Xj  TT;  vorausgesetzt,  dass  die  Parameter  mit  den  Indices  3,  4  complex, 
die  beiden  anderen  reell  seien.  Zu  beachten  ist  dabei,  dass  die  Hülfs- 
punkte  fi,  V  nicht  von  l^,  und  e,  je  nicht  von  X^  abhängen. 

Auf  den  zuletzt  betrachteten  Fall  läset  sich  der  allgemeinere, 
■wo  auch  A,  oder  A^  oder  l^  und  J.^  complex  sind,  zurückfahren.  Die 
allgemeinste  projeetivische  Zuordnung  wird  durch  eine  Gleichung  der 
Form 

(16)  AA  +  («  +  ia)  A  +  (^  +  iß')  A  +  (y  +  *>')  =  0 
vermittelt.     Im   Allgemeinen   entspricht    einem  reellen  Punkte   A   ein 
imaginärer  Punkt  A,  und  umgekehrt.     Sollen  aber  zwei  reelle  Punkte 
einander  zugeordnet  sein,  so  haben  wir  gleichzeitig 

AA  +  ceA  +  /5A  +  5^  =  0,      k'A  +  /3' A  +  /  =  0 , 
oder: 

(«  -  «■)  j'  +  («/!'  -  (j„-  +  r  -  r')  J  +  (/s>  -  fr')  -  o. 

Diese  Gleichung  hat  zwei  reelle  Wurzeln,  wenn  der  Ausdruck 

positiv  ist,  also  z.  B.  immer  für  a  =  0,a'  =0  oder  (3  ^  Ü,  ß'  =  0 
oder  7  =  0,  /=0  oder  ^'  =  0,  y'==  0  oder  «'=0,  )''=0.  Ist  diese 
Bedingung  erfüllt,  so  kann  man  eine  entsprechende  projeetivische  Ver- 
wandtschaft zweier  reellen  Geraden  dadurch  herstellen,  dass  man  zwei 
reelle  Punkte  A,,  A^  den  reellen  Punkten  A^,  A^  zuordnet,  ausserdem 
einen  imaginären  Aj  einem  imaginären  A^,  Die  Bedingung  der  Projedivität 
(18)  {X„  Aa,  A„  A,)  =  (A,,  A.,  A3,  A4) 

ist  dann  nach   Vorstehenäem  geometrisch  gedeutet. 
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Ist  der  Ausdruck  (17)  negativ,  so  kann  man  dureli  EinscMebung 
einer  Hulfstransformation  diesen  Fall  auf  den  vorhergehenden  redu- 
ciren.     Es  sei  nämlich  A  =  Li,  so  entsteht  aus  (16): 

Ji  +  («  +  •■»■)  i  +  (|3'  ~  iß)  i  +  (,r'-ir)-0; 

es  ist  also  ß  mit  ß' ,  y  mit  y'  vertauscht;  dann  aber  ändert  der 
negative  Term  im  ersten  Ausdrucke  (17)  sein  Zeichen;  der  Ausdruck 
selbst  wird  also  positiv.  Die  Punktceihe  X  ist  aiif  die  Punktreihe  L 
hiernach  so  bezogen,  dass  gewissen  zwei  reellen  Punkten  l  auch 
zwei  reelle  Punkte  L  entsprechen,  so  dass  die  obige  Definition  der 
Relation  (18)  anwendbar  bleibt;  die  Punktreihe  L  ist  ebenso  auf  A 
bezogen,  denn  den  reellen  Punkten  L  =  0,  L  ^  od  sind  bez.  die 
reellen  Punkte  A  ^0,  A  =  oo  entsprechend.  Durch  Vermiltltmff  der 
eingescköbmm  PunJdreihe  ist  auch  hier  die  projectivische  Sesiehwng  ge- 
äeutei*).  Dasselbe  Verfairen  bleibt  anwendbar,  wenn  die  Discrimi- 
nante  (17)  gleich  Null  sein  sollte. 

Immer  vorausgesetzt  wurde  hierbei,  dass  es  sich  überhaupt  um 
eine  reelle  Gerade  handelt;  ist  die  Gerade  selbst  imaginär,  so  kann 
von  den  reellen  Hülfspunkten  nicht  gesprochen  werden.  Alsdann 
beziehen  wir  die  Punkte  der  imaginären  Geraden  perspectivisch  auf 
die  Strahlen  eines  reellen  Strahlbüschels  und  durch  diese  auf  die 
Punkte  einer  reellen  Geraden.  Als  DoppdverhäÜniss  von  vier  Piinkteii 
eimer  imaginären  Geradm  sei  das  Boppelverhältniss  von  vier  entsprechenden 
Punkten  einer  zu  ihr  perspectivisckeit  reellen  Geraden  depnirt;  damit  ge- 
winnt die  projectivisehe  Relation  (18)  wieder  in  jedem  Falle  eine 
reale  Bedeutung**), 

Dass  vorstehende  Betrachtungen  auf  StrahlbUschel  sich  ebenso 
anwenden  lassen,  wie  auf  Punktreihen,  bedarf  kaum  der  Erwähnung. 
Wir  haben  damit  dann  die  nöthigen  Hülfsmittel  im  Principe  entwickelt, 
deren  man  bedarf,  um  alle  Resultate  der  ebenen  analytischen  Geo- 
metrie, in  denen  imaginäre  Elemente  vorkommen,  geometrisch  reell 
zu  deuten,  falls  diese  Resultate  projecti  vi  sehen  Charakters  sind;  ins- 
besondere gilt  dies  für  alle  diejenigen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
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und  der  höhören   ebenen   Uurven,   denen   wir  vorwiegend   (in  Bd.  I) 
unser  Interesse  zuwandten*). 


Auf  den  Kaum  lassen  sich  unsere  Betrachtungen  ohne  Weiteres 
übertragen,  insofern  es  sich  um  Punkfcreihen  handelt,  die  in  reellen 
Ebenen  liegen,  oder  um  Ebenenbiisehel,  deren  Äsen  einen  reellen  Punkt 
enthalten;  denn  im  Kaume  ist  der  Ebenenbüachel ,  nicht  der  Strahl- 
büscbel  als  das  dualistische  Gegenbild  der  Puuktreihe  zu  betrachten. 
Aber  nicht  jeder  imaginären  geraden  Linie  des  Raumes  kommt  die 
Eigenschaft  zu,  durch  einen  reellen  Punkt  zu  gehen  oder  in  einer  reellen 
Ebene  zu  liegen;  hat  sie  aber  diese  Eigenschaft,  so  ist  der  reelle 
Punkt  (als  unabhängig  vom  Vorzeichen  der  imaginären  Einheit)  noth- 
wendig  ihr  Schnittpunkt  mit  der  eoujugirt  imaginären  Geraden,  ihre 
reelle  Ebene  gleichzeitig  die  durch  beide  einander  conjugirte  Geraden 
zu  legende  Ebene;  eine  solche  gerade  lAnk  wird  nach  v.  Staudt  als 
imaginäre  Gerade  erster  Art  beseichnet,  mm  Unterschiede  von  der  ima- 
ginwreti  Geraden  zweiter  Art,  welche  känen  reellen  PurM  enthält  und  in 
Jceine}'  reelJen  Ebene  Hegt. 

Die  Existenz  der  Geraden  zweiter  Äi-t  ergibt  sich  daraus,  daas 
wir  bisher  nur  Figuren  in  einer  reellen  Ebene  betrachteten,  während 
im  Räume  auch  imaginäre  Ebenen  Berücksichtigung  erfordern.  Bringen 
wir  zwei  solche  Ebenen  ii  +  iv  und  m'  +  ««'  zum  Schnitte,  so  sind 
die  Coordinaten  der  Schnittlinie 
P2«  =  (m.  +  ivr)  (,<  +  iv,')  —  (w,  +  iv,)  (m/  +  iVr') 

*)  Hetvoigelioben  sei,  dasa  Lüroth  (Math.  Annaleii,  Bd.  8)  einen  rein  geo- 
mi'tnsc heu  Beweis  fdi  den  Fundamental s atz  derAigehra  und  fiir  das  B^zout'sche 
Theorem  aut  (Jiund  des  Rechnens  mit  t.  Staudt's  Würfen  gibt,  wodurch  dann 
auch  das  Chailea  sehe  Correspondenzprincip  (Bd.I,  p.  210  imd  p.425)  eiue  reiu 
geometusche  Begrandung  erhält.  —  In  besonderen  Fragen  kann  es  nützlich  sein, 
hdheie  Involutionen  (Bd.  J,  p.  207)  zur  gleichzeitigen  Definition  mehrerer  ima- 
ginaien  Punkte  oinzutahren;  so  geschah  es  bei  der  oben  erwähnten  BenutEiing 
cyklisoher  Punktsysteme  (aweite  Note  zup.  110),  allgemeiner  von  B.  Klein  (Theorie 
dei  tnlmear  symmetiiBchen  Elementargebilde,  Marbnrg  1881),  H.Wiener  (Bein 
geometrische  Theorie  der  Daistellung  linäror  Formen  durch  Punktgruppen  auf 
der  UeiadPU  Darmstadt  1885)  und  E  Kötter  (Abhandlungen  der  Berliner 
Akademie  vom  Jaiiie  1887)  Letzteier  gibt  weitere  Anwendungen  der  betreffen- 
den Piincipien  für  die  allgemeine  Iheoiie  der  algebrajaohen  CurTen;  man  findet 
bei  dun  auch  ntkeie  Littuituiangaben 
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Auch  hier  ist  die  Bedingung  Uq.^q^^^^O  erfüllt;  setzea  wir  also  A  = 
«is«34  +  «.=  «.is  +  ßM«23.  ß  =  ßnß,i -^  ßi,ß,,  +  ßuß,,>  T^Z^ß,., 
=  S^-  Kr,,  so  folgt  A  ~  ß  +  ir  =  0,  also 

(20)  "  A  —  B  =  0,    r-=o. 

Die  Ooordiaateti  der  conjugirt  imaginären  Geraden  sind 

Q'%i  =  '^r.  —  ^ß,:- 
Die  Bedingung  dafür,  dass  beide  sich  trefFen,  wird; 

(21)  ^Q'Sq.^qJ  =  2  (A  +  B)  =  0 ; 

sie  ist  in  der  That  im  Allgemeinen  nicht  erfüllt;  aie  ist  es  nur, 
ivonn  sowohl  A  =  0  als  B  =  0,  d.  h.  wenn  die  beiden  Complexe 

(22)  rp  =  2;ß^^2„  =  0  und  i^  ~  ^ßr,%,  =  ^ 
gleichzeitig  in  speeielle  aiisarten;  dann  aber  sehneiden  sieh  die 
Axen  der  beiden  Compiexe  wegen  f^O,  der  Büschel  <p-\-^ii;  =  0 
besteht  aus  lauter  apeciellen  Complexen  (p.  65),  deren  Axen  einen 
ebenen  Strablbüsehel  mit  reellem  Scheitel  bilden,  und  letzterem 
Büschel  gehören  insbesondere  die  Axen  g  und  q'  an.  Eine  imaginäre 
Gerade  zweiter  Art  wird  also  von  ihrer  conjugirt  imaginären  nicht  ge- 
schniUm.  Ist  die  Bedingung  (21)  nicht  erfüllt,  so  können  die  reellen 
Complexe  (22)  ztu-  Definition  der  Geraden  g  und  q'  dienen;  letztere 
sind  die  Leitlinien  der  jenen  beiden  Complexen  gemeinsamen  Con- 
gruenz  und  werden  von  allen  Linien  der  Congruenz  getroffen.  Um- 
gekehrt gibt  die  Gesammtheit  der  CongruenzHnien  das  geometrische 
Substrat  für  den  Begriff  «weier  conjugirt  imaginären  Linien  zweiter 
Art,  wie  die  Involution  das  geometrische  Substrat  für  zwei  conjugirt 
imaginäre  Punkte  lieferte.  Es  handelt  sich  weiter  darum,  die  beiden 
Geraden  von  einander  zu  trennen.  Dies  geschieht,  indem  wir  der 
Involution,  welche  durch  die  beiden  zu  einander  (wegen  f  =  0)  in- 
volutoriachen  Compiexe  (22)  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  der  Con- 
gruenz gegeben  wird  (p.  67),  einen  bestimmten  „Sinn"  beilegen. 
Die  Doppelpunkte  dieser  Involution  nämlich  sind  die  Schnittpunkte 
von  g  mit  den  Linien  q  und  g';  eine  Trennung  der  beiden  Doppel- 
punkte durch  Festsetzung  des  Sinnes  der  Involution  bewirkt  also 
auch  eine  Trennung  der  beiden  Geraden,  Welche  Gerade  g  der  Con- 
gruenz gewählt  wird,  ist  gleichgültig,  denn  auf  jeder  muss  die  In- 
volution in  gleichem  Sinne  genommen  werden,  um  eine  und  dieselbe 
Gerade  q  zu  definiren;  in  der  That  könnte  sich  der  Sinn  bei  stetiger 
Veränderung  von  g  nur  ändern,  wenn  dabei  einmal  zwei  der  vier 
zur    Festlegung    der    Involution    nöthigen    Punkte    zusammenfielen; 
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dies  könnte  aber  nur  beim  Durchgänge  durch  die  Doppelpunkte  statt- 
finden, ist  also  ausgeschlossen,  da  diese  Doppelpunkte  als  imaginär 
vorausgesetzt  werden.  Ebenso  wie  vom  Sinne  einer  Involution  kann 
man  daher  auch  vom  Sinne  einer  Congruems  mit  ima^mären  LeiUimien 
sprechen.  Statt  der  Punkte  von  g  hätten  wir  auch  die  Ebenen  des 
durch  g  gehenden  Büschels  betrachten  tonnen.  Jeder  Strahl  einer 
Congruenz  erster  Ordnung  und  erster  Klasse  ist  Träger  einer  Invo- 
lution mit  gewissem  Sinne  und  Axe  einer  Ebeueninvolution  mit  ge- 
wissem Sinne;  alle  diese  iiivolutorischen  Punktreihen  sind  zu  allen 
diesen  in volutori sehen  Ebenenbüscheln  perspectivisch;  oder  jeder  Strahl 
der  Congruenz  ist  Träger  eines  imaginären  Punktes  und  „Äse" 
einer  imaginären  Ebene;  jeder  dieser  imaginären  Punkte  liegt  in 
jeder  dieser  imaginären  Ebenen,  tmd  dieses  ganse  Gebilde  keisst  eine 
Gerade  sweiter  Art*). 

Da  nun  eine  solche  als  Schnitt  zweier  imaginären  Ebenen  oder 
als  Verbindungslinie  zweier  imaginären  Punkte  bestimmt  werden  kann, 
muss  auch  die  reelle  Congruenz  erster  Ordnung  und  Klasse  voll- 
kommen bestimmt  sein  durch  zwei  ihrer  Geraden  (g  und  g')  und 
durch  zwei  auf  letzteren  nach  Lage  und  Sinn  gegebene  Involutionen. 
So  entsteht  die  Aufgabe,  die  übrigen  Linien  der  Congruenz  zu  con- 
struiren.  Es  seien  1,  1'  und  2,  2'  zwei  Paare  der  Involution  auf  (/, 
ebenso  I,  I'  und  II,  II'  zwei  solche  Paare  auf  g';  erstere  seien  im 
Sinne  121' 2',  letztere  im  Sinne  IUI' 11'  genommen  (beide  am  Ein- 
fachsten sogleich  in  harmonischer  Darstellung  vorausgesetzt).  Wir 
beziehen  dann  die  Geraden  g  und  g'  projectivisch  auf  einander,  in- 
dem wir  den  Punkten  1,  1',  2  bez.'  die  Punkte  I,  I',  II  zuordnen; 
als  vierte  harmonische  Punkte  entsprechen  sich  dann  auch  2'  und 
II'.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  bestimmen  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  und  Klasse  {p.  35fF.),  und  zwar  als  deren 
Erzeugende  „erster  Art";  dieselben  sind  durch  die  Punkte,  die  sie  auf 
g  und  g'  ausschneiden,  ebenfalls  involutorisch  gepaart  (so  dass  z.  B. 
die  Linien  l-I,  l'-I'  ein  Paar  bilden),  und  unter  ihnen  sind  ins- 
besondere die  beiden  imaginären  Geraden  zweiter  Art  enthalten, 
welche  durch  die  auf  g  und  g'  gegebenen  Involutionen  bestimmt 
werden.  Die  derselben  Fläche  angehorigen  Erzeugenden  zweiter  Art, 
zu  denen  insbesondere  g  und  g'  gehören,  sind  folglich  Linien  der 
gesuchten  Congruenz.  Nun  war  auf  g'  der  Punkt  I,  welcher  zu  1 
homolog  soiu  sollte,  noch  willkürlich  wählbar;  es  können  also 
im    Ganzen    einfach    unendlich    viele    verschiedene   Flächen    zweiter 

*)  Vgl,  Lüroth,  a.  a.  0.  p.  160,  v.  Staudt  a.  a.  0,  Nr.  117  und  für  die 
aiialjtisclic  Buhandluiig  Stolz  a.  a.  0. 
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Klasse  in  der  eben  besprochenen  Weise  eonstruirt  werden;  jede  eufc- 
■tält  einfach  unendlich  viele  Erzeugende  zweiter  Art,  und  so  findet 
man  die  zweifach  unendlich  melen  Geraden  der  gesuchten  Congruens. 

Umgekehrt  kann  man  natürlich  auch  die  Gerade  zweiter  Art 
dadurch  definiren,  dass  man  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  die 
reellen  Erzeugenden  der  einen  Art  jnvolutorisch  zu  Paaren  ordnet 
und  ihnen  (d.  h.  der  von  ihnen  auf  irgend  einer  Erzeugenden  der 
andern  Art  ausgeschnittenen  Punktinvolntion)  einen  bestimmten  Sinn 
beilegt*).  Die  imaginäre  Gerade  zweiter  Art  gehört  dann  jenem  zu- 
erst benutzten  Erzeugenden- Systeme  an.  Da  die  Bestimmung  einer 
Involution  von  zwei  reellen  Parametern  abhängt,  so  sieht  mau  gleich- 
zeitig, dass  jede  geradlinige,  nicht  hegeiförmige  Fläche  sweiter  Ordnung 
zweifach  unendlich  viele  imaginäre  Gerade  0weiter  Art  mi  Erzeugenden 
hat  (und  zwar  je  doppelt  unendlich  viele  in  jedem  Systeme  von  Er- 
zeugenden). Dagegen  enthält  sie  keine  imaginäre  Gerade  erster  Art; 
denn  sonst  müsste  sie  auch  deren  reellen  Punkt  enthalten,  und  durch 
diesen  gehen  bekanntlich  nur  zwei,  eben  die  betreffenden  beiden 
reellen  Erzeugenden.  Eine  reelle  Fläche  dagegen,  auf  der  es  keine 
geraden  Linien  gibt,  enthält  zwei  Systeme  von  je  einfach  unendlich 
vielen  imaginären  Geraden  erster  Art, 

Es  wird  jetzt  leicht  sein,  die  elementaren,  analytisch  bereits  ge- 
lösten Aufgaben  über  Punkte,  Ebenen  und  gerade  Linien  föc  die  Ge- 
raden zweiter  Art  geometrisch  zu  deuten;  hier  mögen  nur  einige 
Beispiele  erwähnt  werden.  Soll  ein  imaginärer  Punkt  auf  einer  Ge- 
raden zweiter  Art  liegen,  so  heisst  dies,  dass  sein  reeller  Träger 
der  betreffenden  Oongruenz  angehört,  und  der  zugehörige  Sinn  mit 
dem  Sinne  der  Congruenz  übereinstimmt.  —  Wenn  man  sagt,  dass 
die  Gerade  zweiter  Art  mit  einem  imaginären,  nicht  auf  ihr  liegen- 
den Punkte  eine  Ebene  bestimmt,  so  soll  damit  Folgendes  gemeint 
sein:  Zu  dem  Punkte  gehört  ein  reeller  Träger  und  auf  ihm  eine 
Punktinvolution  nebst  gegebenem  Sinne,  zu  der  Ebene  eine  reelle 
Ase  nebst  mit  einem  Sinne  begabter  Ebeneninvolution;  beide  Invo- 
lutionen sollen  nach  Lage  und  Sinn  perspectivisch  sein;  die  Axe 
der  Ebeneninvolution  soll  ausserdem  einer  gegebenen  Congruenz  mit 
imaginären  Leitstrahleii  angehören,  und  ihr  Sinn  soll  mit  dem  Sinne 
dieser  Congruenz  übereinstimmen.  —  Schneiden  sich  zwei  imagmaie 
Linien  zweiter  Art  in  einem  Punkte,  so  schneiden  sich  natuilnh  die 
eonjugirt  imaginären  Linien  in  dem  conjugirt  imagmaien  Punkte; 
der  gemeinsame  Träger  g  beider  ist  reell.     Nun  smd   mit  jedei   der 

'■'')  So  tbut  es  ursprünglioli  v.  Staudt  a.  a.  0. 
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beiden  Geraden  zweiter  Art  zwei  Gomplexe  (22)  gegeben;  den  vier 
Complesen  sind  im  Allgemeinen  zwei  gerade  Linien  gemeinaam 
(p.  69£);  diese  sind  also  im  vorliegenden  Falle  leell,  und  eine  von 
ihnen  igt  eben  g.  Der  analytisebe  Satz,  das3  zwei  sich  schneidende 
Linien  in  einer  Ebene  liegen,  gilt  auch  fui  Geiade  zweiter  Art;  die 
zweite  den  vier  genannten  Complexen  gemems'ime  Gerade  g'  ist 
daher  die  reelle  Schnittlinie  der  beiden  conjugut  imaginären  Ebenen, 
in  denen  die  betrachteten  Geraden  und  deien  conjugitte  sich  befinden. 
Diese  vier  Geraden  zweiter  Art  bilden  also  ein  windschiefes  Vierseit, 
welches  durch  die  reellen  Linien  (/  und  g  zu  einem  Tetraeder  er- 
gänzt wird.  Das  Sehneiden  zweier  iinagmaier  Linien  zweiter  Art 
kommt  hiernach  dadurch  zum  Ausdrucke  dass  die  beiden  Geraden 
g  und  g'  reell  sind,  und  dass  luf  ihnen  duich  beide  Congruenzen 
dieselben  Involutionen  je  mit  demselben  Sinne  bestimmt  werden. 

Um  schliesslich  das  BoppelvoMlbuss  vm  iiet  Funhten  einer  Ge- 
radm  zweiter  Art  zu  definiren,  legen  wir  durch  eine  beliebige  reelle 
Gerade  und  jeden  der  vier  Punkte  eine  (imaginäre)  Ebene;  das  Doppel- 
verhältniss  dieser  vier  Ebenen,  welches  nach  den  Ergebnissen  dev 
Analysis  von  der  Wahl  ihrer  gemeinsamen  Axe  nicht  abhängt,  ist 
gleich  dem  Doppelverhältnisse  von  vier  zu  ihnen  perspeetivi sehen 
Punkten  einer  beliebigen  reellen  Geraden;  die  projectivische  Beziehung 
der  Punkte  einer  imaginären  Geraden  zweiter  Art  zu  irgend  einer 
anderen  Geraden  kann  also  nach  Obigem  (p.  124)  ausgeführt  werden; 
und  dadurch  wird  es  möglich,  auch  alle  früheren  Untersuchungen 
über  Punktreihen  und  Strahlbüsehel,  über  die  Erzeugung  von  Flächen 
zweiter  Ordnung  aus  ihnen  u,  s.  w.  auf  den  Fall  von  Geraden  zweiter 
Art  auszudehnen.  Besonders  ausgezeichnet  ist  der  Fall,  wo  die  reellen 
Träger  der  vier  Punkte  einer  solchen  Geraden  ein  und  derselben 
Fläche  zweiter  Ordnung  und  Klasse  angehören;  dann  nämlich  ist  das 
DoppelverhMinJss  der  vier  Pwikte  reell  und  zwar  gleich  dem  Doppel- 
verhältnisse derjenigen  vier  reellen  Punkte,  in  welchen  die  vier  reellen 
Träger  von  irgend  einer  Erzeugenden  der  andern  Art  geschnitten  werden. 

Im  Folgenden  werden  wir  uns  Jn  der  Regel  damit  begnügen, 
von  imaginären  Punkten,  Ebenen  und  Geraden  zu  sprechen,  wie  sie 
gerade  in  der  analytischen  Behandlung  sieh  darbieten;  wir  unter- 
lassen es,  in  jedem  Falle  auf  die  betreffende  oft  complieirte  reale 
Bedeutung  zurückzugehen,  wie  sie  sich  nach  v.  Staudt  ergeben  würde. 
Es  ist  aber  ein  grosser  Gewinn,  die  principielle  Möglichkeit  einer 
solchen  realen  Deutung  (gemäss  vorstehenden  Entwicklungen)  erkannt 
zu  haben. 
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Zweite  Äbtheilung. 
Die  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse. 

1.  Poiareiitheorie. 

Die  .allgemeinste  Gleichung  zweiten  Grades  in  homogenen  Pimld- 
coordinaten  ist  die  folgende: 
(1)       a^^x^^  +  a^^x^^  -f  o^sV  +  «w*/  +  '2ai_i3s^x^  +  '^a^^iX^ 

+  2a^iX^Xt  +  'ia3.^x^x^  +  ^a^^x^x^  +  '^a^^x^x^  =  0, 
oder,  wie  wir  zur  Abkürzung  schreiben  wollen: 

SSaaXiXi;  =  0, 
wobei  au  ^  an  angenommen  wird.  Sie  enthält  zehn  Coefflcienten, 
welche  homogen  vorkommen,  auf  deren  Verhilltnisse  es  also  allein 
ankommt.  Man  kann  sie,  und  damit  die  Fläche,  bestimmeu,  indem 
man  ihnen  neun  lineare  Bedingungen  auferlegt,  z.  B.  die  neun  Be- 
dingungen, dasa  die  dargestellte  Fläche  durch  neun  gegebene  Punkte 
a;'^',  ä'^'  ....  a;'^'  gehen  solle.  In  dem  Falle  hat  man  die  neun  Glei- 
chungen: 

2!Ä.»i'l4"  -  0,     USvf^P  -  0,  ■  •  .  •  SE«„!^>^>  -  0. 

Mne  Fläche  mvevkr  Ordnimg  ist  dalier  im  Allgemeinen  durch 
neun  PuMe  bestimmt. 

Es  können  aber  Ausnahmen  eintreten.  Z.  B.  ist  die  Fläche 
ujibestimmt,  wenn  sechs  der  neun  Punkte  auf  einer  ebenen  Curye 
zweiter  Ordnung  liegen;  denn  die  Fläche  enthält  diese  Curve  ganz, 
sobald  sie  fünf  Punkte  derselben  enthält,  da  sie  von  einer  Ebene 
immer  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  geschnitten  wird,  wie  sogleich 
gezeigt  werden  soll;  die  sechste  Bedingung  ist  also  in  diesem  Falle 
eine  Folge  der  fünf  ersten,  so  dass  nur  acht  von  einander  unab- 
hängige Bedingungen  übrig  bleiben,  was  zur  Bestimmung  der  neun 
Constanten  nicht  genügt.  Solche  Ausnahmefälle  sollen  in  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Flächen  näher  besprochen  werden. 

Wir  untersuchen  zuerst  den  Schnitt  der  Fläche  (1)  mit  einer 
Ebene.     Die  letztere   soll  durch   drei  ihrer  Punkte  ^,  s,  t  (die  nicht 
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in  gerader  Linie  liegen)  gegeben  sein.  Ein  beliebiger  Punlst  x  der 
Ebene  ist  dann  durch  die  Parameter  y,y,  x^,  x^  festgelegt  (p.  99  £f,), 
wenn 

(2)  QXi  =  %,pi  +  x^^i  +  x^ti,   für  *  =  1,  2,  3,  4. 
Mit  Hülfe  dieser  Substitution  geht  (1)  über  in: 

(3)  x,^ay,j  +  x,^a„  +  V««  +  2%.«,^  +  2;c,«,ö!,,  +  2K.,x,a„  =  0, 
wo: 

1  /3  ä„„  S  a„„  a  a^„     \ 

Hier  ist  (3)  die  Gleichung  der  Schnitteurve  ?on  (1)  mit  unserer 
Ebene  in  ebenen  trimetrischen  Punkteoordinaten;  denn  x^,  %,  x^  sind 
ja  die  Coordinaten  des  Punktes  x,  bezogen  auf  das  von  y,  s,  t  ge- 
bildete Dreieck.    Die  Schnittcurve  ist  also  in  der  That  von  der  sweitm 


BYS  ausgezeichnet  sind  diejenigen  Ebenen,  für  welclie  die 
Determinante  der  Gleichung  (3)  verschwindet,  d.  h.  für  welche 


(i) 


fl(i  du 


Genügen  y,  s,  t  dieser  Bedingung,  so  schneidet  ihre  Ebene  u  die 
Fläche  (1)  in  einem  Paare  von  geraden  Linien,  es  giht  cdso  auf  emet 
allgemeinen  Fläche  solche  Systeme  von  geraden  Lünen,  ive  ttit  sie 
früher  sMirlm.  Die  Ebene  selbst  ist  dann  Tangentenebene  dei 
Fläche  (p,  39);  der  Doppelpunkt  des  Linienpaiies  ist  dei  Be 
rülirungspunkt.  Die  Gleichung  (4)  muss  also  auch  au?  der  Gleichung 
der  Fläche  in  Ebenencoordinaten  entstehen,  wenn  man  in  dieser  w 
mittelst  der  Gleichungen  (2j*  p.  97  durch  yi,  s ,  t  lusdiuckt  Diese 
Verhältnisse  lassen  sich  einfacher  behandeln,  wenn  mau  von  der  Auf 
gäbe  ausgeht,  die  Schnitfcpunkle  einer  Geraden  mit  der  Flache  zu 
bestimmen. 

Irgend  ein  Punkt  x   der  Verbindungslinie  von  y  mit  s  hat  die 
Coordinaten 

(5)  QXi  =  ?/i  4-  KSi. 

Um  also  die  Schnittpunkte  der  Linie  y-z  mit  der  Fläche  zu  finden, 
haben  wir  in  (1)  die  Substitution  (5)  zu  machen.  Dies  ergibt  für  X 
die  quadratische  Gleichung 

(6)  F-^21Q  +  X^B  =  0, 
wo  aur  Abkürzung: 
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Die  F]&ohen  aweiter  Orclmiag  und  aweiter  EluBBe, 

JJ  ==  öjj  ^  2j  ZJaiiS/Sti, 
(7)  §  =  ff^,  =  a,j,  =  JOSaaSiVk  =  SEou^yi^t 

dP       ,    »P    \ 

1  (dM       ,   dn-      ,   &R     \ 

=  Vii'^nh  +  «:ä%  +  «iB^s  4-  »14^ 
+  «/stagi^i  +  «aa-ä^a  +  «39^3  +  «34^4)  ' 

+  yi(ß4.l^l  +  '*42%  +  '*43'ä^3  +  "«■ä^)- 

Wir  heben  hervor,  dass  das  Bildungagesetz  der  Ausdrücke  P,  §,  B., 
insbesondere  die  Symmetrie  von  Q  in  Bezug  auf  «/  und  z  sich  am 
Einfachsten  durch  Benutzung  einer  symbolischen  Bezeichnung  über- 
sehen lässt.  Man  schreibt  nämlich  das  Product  (t,%  an  Stelle  von 
(i,i  mit  der  Festsetzung,  dass  nach  Ausführung  der  vorkommenden 
Multiplicationen  schliesslich  wieder  aa  =  »ti  für  ttiOit  =  Otd;  eingesetzt 
werden  soll.    Dann  ergibt  sieh,  wie  die  Ausrechnung  zeigt: 

P  =  ('^t^i  +  o^Vi  +  «33/3  +  "■iV^^, 

ö  =  («1*/,  +  Oa^a  +  «ä^ä  +  «iJ/J  (''i^i  +  «-^^a  +  "a^a  +  «i^O; 
oder  wenn  noch  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird: 

(7)*  P  =  V,     li  =  a/,     Ö  =  aya,. 

Dieser  symbolischen  Bezeichnuugs weise  werden  wir  uns  im  Folgen- 
den noch  mehrfach  bedienen. 

Die   Gleichung  (6)  ist  vom   zweiten  Grade.     Mne  Fläche  zweiter 
Ordnung  wird  also  von  einer  Geraden  in  swei  Punkten  <, 

Die  Wurzeln  k,  (i  von  (6)  sind: 


also  hat  man  nach  (5)  für  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte: 
(8)  ax,  =  Pj/i  -{g+  W=^^y^  Zi, 

wo  p  ■  P  =  6  gesetzt  ist.  Diese  Gleichungen  sind  nur  scheinbar  un- 
symmetrisch; multiplicirt  man  nämlich  beide  Seiten  mit  Q  +^Q^ —  PP 
und  setzt  das  Product  dieses  Factors  in  ff  gleich  xB.,  so  kommt: 


y  Google 


Zweite  Abtheilung, 

-  Rl,.*) 

>+Vii'- 

-  PRhi 

fallend, 
ibfc  die  B 

enn  C>  - 

„     Q'- 

„       «*- 
edingung 

-  Fli  >  0, 

-  FE  <  0,") 
-FB  —  O. 

dafür,  dass  die 

Linie 

J-« 

134 

(8)»  .1,— ( 

Die  Sehn ittp unkte  sind 
reell, 
imaginär 


Die  letztere  Gleiehurig  gibt  c 

Tangente  der  Fläche  (l)  sei;  sie  muss  sich  also  so  umformen  lassen, 
dasa  statt  der  Coordinaten  yi,  Si  nac  die  Coordinaten  pii  =  yiSk  —  5;J/t 
vorkommen,  und  sie  ist  dann  die  Gleichung  der  Fläche  in  Linien- 
coordinaten.  Ist  P  =  0  und  ü  =  0,  so  liegen  die  Punkte  «/,  ä 
selbst  auf  der  Fläche;  die  Wurzeln  von  (6)  sind  ;i' =  0,  A"  =  co. 
Bestehen  aber  die  drei  Gleichungen  P  ==  0,  ö  =  0,  .R  =  0,  so  sind 
die  Wurzeln  von  (6)  unbestimmt;  jeder  Punkt  der  Geraden  y,  z  liegt 
auf  der  Fläche.  Es  ergibt  sich  also  wieder,  dass  auf  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  sich  im  Allgemeinen  gerade  Linien  befinden  (p.  132). 
Weiter  kann  man  verlangen,  dass  die  beiden  Schnittpunkte  der 
Linie  y-s  mit  der  Fläche  und  die  Punkte  y,  z  selbst  ein  Punkt- 
quadrupel  von  gegebenem  Doppelverhältnisae  a  bilden  sollen.  In 
unserem  Falle  bat  man 

ß  ^  -  oder  t<  =  T  ■ 
Nun  ist: 

r+  ^'  ^  ■!  e'  —  2  Pi; 


=  1,    -- 


Es  bestimmt  sich  also  cc  aus  der  quadratischen  Gleichung: 

oder: 

(9)  PE(a-\-iy-iQ^u==0. 

Ist  y  ein  beweglicher  und  ^  ein  fester,  nicht  auf  der  Fläche  gelegener 
Punkt,  so  isi  dies  die  Gleichung  einer  Fläche  sweiter  Ordnwttg;  auf 
ihr  liegeil  alle  Funkte  y,  deren  VerMnäungsUnie  mit  e  die  Fläche  (1) 
m  ewei  Punlitmi  trifft,  welche  mit  y  imd  s  ein  Quadrzipel  vom  Dqppel- 
verkältnisse  a  Mden.  Dasselbe  gilt  wenn  g  beweglich  und  y  fest 
gewählt  wird,  denn  (9)  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Punkte. 
Sollen  die  beiden  Schnittpunkte  y  -{-  Is  und  y  -\-  fis  zusammen- 
fallen, so  muss  «  c=  1  werden  (ßd   1    p  40)     Die  Bedingung  dafür, 

*)  Man  Te-meidft  d  ese  Unsymmetne  von  vornherein    wenn  man  die  Anf- 
lösung    der    quad  at  Then    1  leicbim^    m   ihrei   allgemt!  csten   lo  m   zu   Grunde 
legt;  vgl.  Cleb   ch    Theune  dei  bim  e     algeb  aasehen  Forniiii     i    HS. 
**)  Uebei^  d  e  Eeleut     g    n  i^    ire    Lösung  u  v^l      1  en  i     1  4  ff. 
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dass  ein  Punkt  y  auf  einer  von  s  aus  an  i^ie  Fläche  (1)  guzogeneu 
Tangente  liegt,  ist  daher: 

(10)  FIt^Q^  =  0; 

es  stimmt  dies  mit  dem  obigeB  Resultate  (p.  134).  Genagt  der 
Gleichung  (10)  ein  Punkt  y,  so  genügt  ihr  auch  jeder  Punkt  seiner 
Verbindungslinie  mit  s;  diese  Gleichung  stellt  daher  einen  Kegel  dar, 
desHen  Spitze  in  g  Hegt:  Es  ist  (10)  die  Gleichung  des  „Tangenten- 
hegeis  von  0",  d.  i.  des  Ortes  aller  Tangenten,  welche  man  von  0  aus 
an  die  Fläche  (1)  legen  kann;  dieser  Kegel  ist  von  der  zweiten  Ordnung. 

Andere  besondere  Werthe  sind  ä  =  0,  c:  =  00  und  et  =  —  1.  In 
den  ersten  beiden  Fällen  vereinigen  sich  auch  zwei  der  vier  Punkte, 
aber  nicht  die  beiden  Schnittpunkte,  sondern  ein  Schnittpunkt  mit 
dem  Punkte  y,  denn  es  wird  l  =  Q  oder  ^  =  0.  In  der  That  folgt 
aus  (9)  für  «  =  0  oder  a  ^  00:  Pü  =  0;  und  da  ^  nicht  auf  der 
Fläche  liegen  soll,  kann  nur  P=0  sein.  Die  Punkte  y,  loelche  su 
einem  Doppelverhältnisse  ß  =  0  oder  a  =  00  Vercmlassmtg  gehen,  bilden 
daher  die  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  selbst. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall  «  =  —  1,  wo  die  be- 
treffenden Tier  Punkte  zu  einander  harmonisch  liegen,  und  zwar  der 
Art,  dass  die  beiden  Schnittpunkte  zu  y  und  0  conjugirt  sind.  Die 
Gleichung  (9)  wird  in  diesem  Falle  Q^  =  0,  d.  h.  die  betreffende 
Fläche  zweiter  Ordnung  artet  in  die  doppelt  zählende  Ebene  ^  =  0 
aus.  Die  vierten  harmonischen  Punkte  zu  s  und  den  Schnittpunkten 
der  durch  s  gehenden  Strahlen  mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
bilden  daher  eine  Ebene,  „die  Folarehene  des  Funhtes  s".  Ihre  Glei- 
chung in  Ver  ander  liehen  y  ist  nach  (7)  oder  (7)* 

(11)  esa,«.s2;?|ä„^£||a_.0. 

Die  Coordinaten  ui  der  Fdlarebene  des  FmtMes  s  sind  daher: 
1  9«^ 

1  2«^ 

(12)  ^^  ""  "si^l  +  «sa^ä  +  «Ä3«3  +  «04*4  =■  2    g^  «^»a. 

pt%  =  a^^x,  -\-  a^^x^  +  ''33^3  +  O'M^i  =  z  "s —  ^x<''2, 

i>Ml  =   »il^^l   +  «43«a   +  «43*3   +   ««i^i  =   ä  J^   "'^O.i,- 

Die  Ebene  (?  ^  0  steht  zu  allen  Flächen  des  Systems  (9)  in 
ausgezeichneter  Beziehung.  Zunächst  ist  klar,  dass  sie  alle  durch 
die  Schnittcurve  der  Flächen  P  =  0  und  ^  =  0  hindurchgehen;  M&er- 
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äies  aber  hdbm  sie  längs  dieser  gemeinsa/nten  ebenen  Sehnittcurve  einen 
gemeinsamen  TangmtenJiegel,  gegeben  durch  Gleidmng  (10).  Bestimmen 
wir  nämlich  die  Schnittpunkte  eines  Strahles  y-0  mit  irgend  einer 
Fläche  dieser  Schaar,  setzen  wir  also  y  +  !.e  m  (10)  an  Stelle  von  y; 
es  iat  dann  P  zu  ersetzen  durch 

Q  durch  Q  -\-  XR;  R  bleibt  unverändert;  für  X  resultirt  also  die 
quadratische  G-leichung: 

n\a  -  \f2?  +  2QR{a  -  Ifl  +  F'Ria  +  Vf  ~-  4aQ^  ==  0. 
Dieselbe  hat  zwei  zusammenfallende  Wurzeln,  wenn 

E\a^-  lf(PR~Q')  =  0. 
Da  die  ersten  beiden  Paetoren  der  linken  Seite  im  Allgemeinen  von 
Null  Tersehieden  sind,  so  ist  unsere  Behauptung  in  Betreff  des 
Tangentenkegels  PR  —  ^^  =  0  bewiesen.  Eine  Ausnahme  tritt  schein- 
bar ein  für  ß  ^  +  1,  d.  h.  für  den  Tangentenkegel  selbst  und  für 
die  Doppelebene  ^  =  0;  beide  werden  in  der  That  von  jeder  durch 
s  gehenden  Geraden  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  getroffen, 
so  dass  die  behandelte  Aufgabe  unbestimmt  wird*). 

Vermöge  (12)  ist  jedem  Punkte  x  eine   bestimmte  Ebene  u  als 
Polarebene   zugeordnet;    das   Umgekehrte   gilt    aber   nur,    wenn    die 
Determinante  Ä  der  Fläche,  d.  i.  der  Ausdruck: 
«13      «13      ■ 


von  Null  verschieden  ist.  LeMeres  soll  im  Folgenden  sunäehst  vor- 
a/iisgesetst  werden.  Die  Beziehung  zwischen  Pol  und  Polar  ebene 
ist  also  ein  Specialfall  der  allgemeinen  linearen  Verwandtschaft 
zwischen  Punkten  und  Ebenen**),  von  welcher  wir  beim  Studium 
des  linearen  Oomplexes  einen  anderen  besonderen  Fall  kennen  lernten 
(p.  54  und  102).  Daraale  lag  jeder  Punkt  in  der  ihm  zugeordneten 
Ebene;  das  ist  hier  im  Aligemeinen  nicht  der  Fall.  Multiplicirt  man 
nämlich  die  Gleichungen  (12)  bez.  mit  x^,  x^,  x^,  x^  und  addirt,  so 
ergibt  sich 
(13)  gtix  =  (fSUtXi  =  SSOikXiXir  ^a^^^  aj'. 

*)  Anf  solche  Fl^Lensysteice,  die  sioli  längs  einer  ebenen  Curve  borShren, 
kommen  mir  bei  Untersuchung  des  Systems  von  zwei  Flächen  Kuröck. 

**)  Diese   allgemeinen  Verwandtschaften  werden  wir  in  einem  spätorcn  Ab 
schnitte  des  vorliegeutlen  Bandes  studircn. 
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Also:  Die  Pole,  tvelehe  mit  ihren  Folarehenen  vereinigt  liegen,  hiläeii 
die  gegebene  Fläche  mveiter  Ordmmg;  und  jeder  Punkt  dieser  Fläche 
ist  ein  solcher  Pol. 

Mit  jener  früheren  Verwandtschaft  hat  die  in  (12)  gegebene  die 
Eigenschaft  völliger  Symmetrie  gemein*).  Da  Q  sieh  durch  Ver- 
tansehung  von  g  mit  ^  nicht  ändert  ((t^a;  =  aiOy),  so  gilt  der  Sata; 

ZAegt  y  auf  der  Polarebene  von  s,  so  liegt  0  cmf  der  Tdlarebene 
von  y. 

Auch   nachstehende   Sätze  sind  einfache  Folgen  der  Symmetrie: 

Durchläuft  der  Pol  eine  Pimkireihe,  so  bilden  die  ents^echmden 
Ebenen  einen  dam  prqjecHvischen  Ehenenbüschel  (der  beim  Nullsyateme 
perapectivisch  war). 

J'eäer  Geraden  ist  so  eine  andere  sugeoränet,  und  diese  Zuordnung 
ist  veriaiischiar;  die  eine  heisst  die  conjugirte  Polare  der  andern. 

Da  A  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wurde,  lassen  sieh  die 
Gleichungen  (12)  auflösen;  iat  ff,- p  =  J.,  und  sind  A^  die  Unter- 
determinanten der  Determinante  A,  so  findet  man: 

itar,  =  ^11%  +  -^13%  +  ^13%  +  -^u^ii 

0Xi  =  Ai%  +  ^laWs  +  -AiisUs  +  A^^tit. 
Wie    ans  (12)    vermöge  «,,  =  0   in  (13)    die    Gleichung    der   Fläche 
gefunden  wurde,  d.  i.  als  Bedingung  dafür,  dass  ein  Punkt  auf  seiner 
Polarehene  liege,  so  ergibt  sich  aus  (12)*  die  Gleichung 

(13)*  Si:AitUiUt  =  m7  =  0 

als  Bedingung  dafür,  dass  eine  Ebene  u  durch  ihren  Pol  x  gehe, 
eine  Gleichung,  die  also  befriedigt  wird  durch  die  Polarebenen  aller 
Punkte  der  gegebenen  Fläche.  Wir  behaupten:  eine  solche  Polar- 
ebene ist  Tangentenebene  der  Fläche,  der  sugehörige  Pol  ihr  Üerührungs- 
punld.  In  der  That,  die  Tangenten  ebene  des  Punktes  x  wird  ge- 
bildet von  allen  Tangenten,  die  durch  x  gehen;  dieselben  erzeugen 
im  Allgemeinen  einen  Kegel  PU  —  6^  =^  0,  wie  wir  eben  gesehen 
haben;  für  einen  Punkt  x  der  Fläche  aber  ist  P  =  0,  der  Tangenten- 
kegei  also  artet  aus  in  die  Doppelebene  Q^  =  0,  d.  i.  in  die  Polar- 
ebene  von  X,  w.  z.  b.  w. 

*)  Eiazelne  Sätze  der  Polarentlieorie  aind  von  Monge,  Livet  und 
BrianchoH  gegeben,  die  allgemeinen  Begrifi'e  ausgebildet  von  Encontre, 
dß  Stainville,  Servoia,  Gergonne,  Toncelet;  vgl.  Chasles'  Apercu  histo- 
rique,  p.  2S2ff.  und  Note  SXVII. 


y  Google 


138 


Zweite  ÄbtheiluDg-. 


Die  Gleichung  (13)*  stellt  daher  dieselbe  Fläclte  in  Ebenencoordt- 
natmt  dar,  welche  durch  (13)  in  Ihtnktcoordinaten  gegeben  war.  In 
nebereinstinmjoiig  mit  Früherem  (p.  39ff.)  Bind  beide  Gleichxiiigen 
vom  zweiten  Grade, 

Die  Gleichung  (13)*  erhält  man  in  einer  andern  bemei'kens- 
werthen  Form,  wenn  man  aus  (12)  unii  aus  ti^  =  0  die  Grossen 
p,  X.,  Xa,  X,,  X,  eliminirt:  so  ergibt  sich: 


(13)** 


% 


0 


=  0.*) 


Man  überzeugt  sich  mittelst  Äuarechnung,  dass  diese  Determinante 
sich  nur  durch  das  Vorzeichen  Ton  der  linken  Seite  der  Gleichung 
(13)*  unterscheidet. 

Betrachten   wir  noch    das   Beispiel   der  Kugel.     Ihre  Gleichung 
ist  (p.  4) 

{x-df  +  {y-hf  +  {^-cf  =  r\ 

wenn  a,  h,  c  die  Ooordinaten  ihres  Mittelpunktes  sind,  und  r  die  Lange 
ihres  ßadius  angibt.  Zu  einem  Pole  x,  y,  s  findet  man  nach  (12) 
die  Polarebene  m,  v,  w  mittelst  der  Gleichungen 


-bi 


v  =  y  —  tj, 
-es-\-a^ 


Die  Determinante  ist  also  jedenfalls  von  Null  verschieden.    Die  Aut- 
lösung der  linearen  Gleichungen  liefert: 

X  ==  QU  -\'  a,     y  =  Qv  -\-b,    z  ^  qw  -\-  c, 
p(l  -|-  au  -J-  ^'^  +  ew)  =  —  »■% 


oder: 


nU- 


ü 


^)  Diese  Deteiromante  muss  mit  der  m  (4)  auftietenden  bi'<  auf  einen 
Fattoi  identisch  sein,  wPtin  man  die  toordinaten  der  Ebene  ersetzt  durch  die 
Coordinaten  dceiei  in  ibi  hegenden  Punkte  i/,  ü,  I  Mit  Hulffi  dei  ijmboli^cben 
Methoden  libbt  hith  die  betieffenle  Itechnung  üehi  einfa(,li  duichtuluen 
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wenn  U  7^  au  -i- hv  -\-  cw  -\-  1  =  0 

die  Gleichung   des  Mittelpunktes  der  Kugel  ist.     Die  Gleichung   der 
Kugel   in    Ebenencoordinaten    wird    durcli   Bildung    dur    Bedingung 
ita:  -\-  vp  -\-  tvg  -\-  1  '^  0  erhalten,  sie  ist  daher; 
ü^  _  t2(u^  -\-v^-\-  i<P)  =  0. 
Dies  Resultat  stimmt  mit  Früherem  überein  (p.  26f.). 

Wie  das  Polardreieck  für  die  Kegelschnitte,  so  ist  das  so- 
genannte Polartetraeder  für  die  Flächen  zweiter  Ordnung  von  be- 
sonderer Wichtigkeit.  Bin  solches  wird  gebildet  von  vier  Punkten, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  jeder  von  ihnen  Pol  der  gegen- 
überliegenden (d.  i.  durch  die  drei  anderen  Punkte  zu  legenden)  Ebene 
ist.  Um  ein  Polartetraeder  zu  construiren,  kann  man  eine  Ecke, 
nennen  wir  sie  A,  willkürlich  wählen;  dadurch  ist  die  gegenüber- 
liegende Ebene  A  als  Polarebene  von  A  bestimmt;  es  darf  aber  A 
nicht  auf  der  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen,  denn  sonst  ginge  A 
durch  A  hindurch,  und  es  wäre  kein  eigentliches  Tetraeder  möglich. 
In  A  können  wir  eine  zweite  Ecke  B  willkürlich  annehmen  (aber 
ebenfalls  nicht  auf  der  Fläche);  deren  Polarebene  B  geht  dann  durch  A. 
Letztere  wird  von  A  in  einer  Geraden  geschnitten;  auf  ihr  nehmen 
wir  die  dritte  Ecke  C  beliebig  au  (aber  nicht  auf  der  Fläche);  die 
Polarebene  f  derselben  geht  dann  sowohl  durch  Ä  als  durch  B  und 
bestimmt  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  den  beiden  Ebenen  A,  B  eine 
vierte  Ecke  D,  von  der  leicht  ersichtlich  ist,  dass  ihre  Polarebcne  A 
durch  Ä,  B  und  C  gehen  muss.  Da  die  drei  Coordinaten  von  A  ganz 
willkürlich  waren,  B  noch  von  zwei  Parametern  (als  in  einer  ge- 
gebenen Ebene  liegend),  C  noch  von  einem  abhängt  (als  auf  einer 
gegebenen  Geraden  liegend),  so  enthält  das  Tetraeder  im  Ganzen 
3  -|-  2  -j-  1  ^  6  Parameter:  Es  gibt  in  Bemg  auf  eine  gegebene  Fläche 
sweiter  Ordnung  sechsfach  unendlich  viele  Polartefraeder.  Wie  die  Ecken 
und  Seiten  eines  solchen  sieh  mittelst  der  Verwandtschaft  (12)  ent- 
sprechen, so  auch  paarweise  die  sechs  Kanten:  Jede  Kernte  eines 
Polartetraeäers  ist  die  congugirte  Polare  der  ihr  gegmüberliegenden  Kante 
(d.  i,  derjenigen,  von  welcher  sie  nicht  getroffen  wird). 

Es  empfiehlt  sich  nun,  ein  solches  Polartetraeder  als  Coordinaten- 
tetraeder  einzuführen,  denn  dadurcli  wird  die  Gleichung  der  Fläche 
besonders  vereinfacht.  Nach  Obigem  ist  allgemein  a^a^  =  0,  wenn  y 
die  Coordinaten  von  A,  B  die  von  B  sind;  werden  diese  Punkte  als 
Ecken  des  Coordinatentetraeders  gewählt,  so  kann  man  setzen: 
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es  folgt  also  a,^  =  0.  Durch  Benutzung  von  0  nnd  D  weist  man 
ebenso   na  1      di  a         =3  =  '  =  0,    %j  =  0,   a^^  ^  0 

sein  muss 

Die  Gle  }     g  de    Fla  ie  he    qet  u  f  e     Polwteiraed&r  als  Coordi- 
natentetraeJer    tst  äet    acf   vot   le    Fotn 
(14)  «3.    +a%    +  K  j;  *>  +  «  a;/  =  0.*) 

TJnigekeh  t  teilt  jele  solche  Gle  eh  ng  e  ne  Fläche  zweiter  Ordnung 
vor,  in  Bez  g  ut  welche  las  Coo  d  uitentet  aeder  ein  Polartetraeder 
ist.  IMird  Variation  de  Co  sta  tej  a  a^  a^,  «4  erhält  man  also 
alle  Flächen  z  eter  0  an  g  l  t  l  ese  IVeise  mx  emem  gegebenen 
Tetraeder  geho  ei     es  9  od  dre  fach     nen  U  cl    viele. 

Zu  beachten  at  dasa  1  e  ne  1er  G  ossen  k  für  eine  allgemeine 
Fläche  gle  ch  Null  werden  kann  denn  anlernfalla  würde  die  De- 
terminante 4.(^a  cc  a  a  Wer&clwndeu  D  eWeichungen (12)  werden 
für  die  „lio/nonische  Form''  (14)  der  Flaehengleichung: 

Die  Bedingung  w^  =  0  lässt  daher  die  Ebenencoordinatenglmchimg  der 
Fläche  (14)  in  der  Form  erscheinen: 

(14).  l^  +  ^'  +  l^  +  if-C- 

Sie  enthält  ebenfalls  nur  die  Quadrate  der  Variabein,  wie  es 
der  sich  selbst  duale  Charakter  des  Polartetraeders  erwarten  Hess. 

II.    Tangenten  und  Erzeugende  der  Fläche. 

Wir  haben  schon  hervorgehoben,  in  welcher  Weise  die  geraden 
Linien  des  Raumes  durch  die  Polarentheorie  auf  einander  bezogen 
sind:  bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  von  zwei  conjugirten  Polaren, 
so  dreht  sich  seine  Polarebene  um  die  andere.  Diese  Beziehungen 
sind  nun  weiter  zu  verfolgen  und  mit  Hülfe  der  Liniencoordinaten 
darzustellen. 

Um  die  betreffenden  Rechnungen  übersichtlicher  zu  gestalten, 
ist  es  pralctiach,  sich  der  achon  gelegentlich  eingeführten  symboliachen 
ßezeichuugs weise  zu  bedienen.     Setzt  man,  wie  in  (13), 

f(a:)  ^  HSüitiXiXk  =  (ßi^i  +  a^x^  +  a^x.^  +  a^x^f  =  a^', 
so  gehen  die  Gleichungen  (12)  offenbar  aber  in 
(1)  QUi  =  Oiü^     für  i  =  1,  2,  3,  4. 

*)  Dia  Transform atiou  einer  quadratischen  Form  in  eine  Summe  von  Qua- 
draten iKt  von  Gauss  angegeben  (DiEqnisitioEes  arithmeticao,  art,  271,  Leipzig 
1801,  Werke  Bd.  1),   näher  durchgeführt  von  Jaeobi,   Cvelle's   Journal  Bd.  Ö3. 
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In    gleicher   Weise    iab    einem    Punkte  y    eine    Ebene  v   zugeordnet 

mittelst  der  Beziehungen 

(1)*  6Vi  =  a.ia,j     für  j  =  1,  2,  3,  4. 

Es  seien  nun 

^"i'rt  ^^  ^i  ^6  —  ^i  '^k 
die  Coordinaten  der  Linie  x-y  und 

diejenigen  der  conjugirtea  Polaren  (Schnittlinie  der  Ebenen  u  und  »). 
Dann  ist 

vq.^  =  a.a^  ■  a^a  —  a^a^  ■  a.a  . 

In  dieser  Form  haben  die  rechten  Seiten  aber  keinen  Sinn.  Sncht 
man  nämlich  den  Coefficienten  von  ir^!/,,  so  wird  derselbe 

man  kann  hier  das  Produet  a.aj^Oj^a^  entweder  durch  a^a^^  ersetzen 
oder  durch  ö,.j.«j,  oder  durch  «,.,0,^;  es  ist  also  nicht  möglich,  den- 
jenigen wirklichen  Ausdruck  ohne  Weiteres  anzugeben,  welcher  durch 
den  symbolischen  dargestellt  werden  soll.  Gleichwohl  wissen  wir 
aus  der  Art  der  Entstehung,  dass 


einzig  richtige  Werth  ist;  es  müssen  nämlich  diejenigen  Symbole 
kgelasseii  werden,  welche  in  einem  der  vier  Factoren 


ursprnngiich  zusammen  vorkommen.  In  diesem  Falle  und  in  allen 
analogen  vermeidet  man  derartige  Unbestimmtheiten,  indem  man  die 
Symbole,  welche  nicht  vereinigt  werden  dürfen,  durch  verschiedene 
Biichstahen  unterscheidet,  indem  mau  also  auf  der  rechten  Seite  von 
q.^  den  Ausdruck  b^b  an  Stelle  von  a^it  und  h^h^  an  Stelle  von 
a^a    schreibt,  mit  der  Festsetzung,  dass  auch 

i:i:a.^x.x^  =  (Ji^i  +  \x^  +  6j%  +  \x;)^  =  hj 

sein  soll*).    So  entsteht  die  Relation: 

vq.,'  =  a.a  b.h   —  a.a  b.b 
('2)  ^''  '  '  "  '  "'  ' 

oder,  wenn  man  die  Producte  ausrechnet  und  wieder  zusammenzieht, 


*)  VgL  Bd.  I  p.  188«. 
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Diese  Gleichungen  entstehen  ans  (12)  wie  bei  der  Coordinatontrans- 
formation  (p.  92f,)  die  Gleichungen  (47)  aus  (45);  sie  sind  auch 
leicht  in  analoger  Weise  abzuleiten. 

Aas  den  Gleichnngen  (2)  oder  (2)*  ergibt  sich  die  Gleichung 
unserer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  Liniencoordinaten  p.^,  d.  h.  die 
Bedingung  dafür,  dass  die  Fläche  von  der  Linie  p  berührt  werde 
(p.  41),  in  ähnlicher  Weise  wie  ihre  Gleichung  in  Ehenencoordinaten 
aua  (12)  abgeleitet  wurde.  Zu  dem  Zwecke  brauchen  wir  nur  die 
Bedingung  dafür  aufzastellen,  dass  eine  gerade  Linie  von  ihrer  eon- 
jugirten  geschnitten  wird.  Dies  tritt  in  der  Tkat  immer  und  nw  ein,  wenn 
die  &eraäc  eine  Tangente  der  Fläche  ist.  Die  Polarebene  des  gemein- 
samen Punktes  nämlich  muss  dann  durch  beide  conjiigirte  Polaren, 
also  durch  den  Pol  hindurchgehen;  sie  ist  somit  im  Pole  Tangenten- 
ebene der  Fläche.     Die  Umkehrung  ist  ebenso  leicht  zu  beweisen. 

Die  Bedingung   dafür,   dass  eine  Linie  p  von  ihrer  conjugirteu 
geschnitten  werde,  oder  die  Gleichtmg  unserer  Fläche  stuelter  Ordnung 
in  Liniencoordinaten  ist  daher: 
(3)  V  2JSq'.,^p^.f^^  H  2  /a^.a^  —  a^),(\'\p,,iP;i,  =  0. 

In  symbolischer  Form  findet  man  zunächst  ans  (2); 

Da  aber  die  Symbole  Oifflt,  6^64  nur  verschiedene  Bezeichnungen  der 
wirklichen  Zahlen  a,j,  sind,  so  ist  die  linke  Seite  auch  gleich 

SEix.y^  —  y.x^  (h^a^  —  aj)^'b^a^, 

also  auch  gleich  der  halben  Summe  beider  Ausdrücke; 

(3)*    \  (a^\  ~  \a^  SS  (x.y,  -  y.x^^  (a.h^  -  b.a^)  =  ^  (ahxyf. 

Eine  dritte  Form  der  LiniencoordinatengMchung  ergibt  sieh,  wenn 
man  die  Coordinaten  der  Tangente  durch  zwei  Ebenen  (u  und  v) 
bestimmt,  deren  Schnittlinie  die  Tangente  ist.  In  dem  Büschel 
(xM  +  Xv)  giebt  es  daim  nämlich  mie  Ebene,  welche  Tangenten- 
ebene der  Fläche  ist,  deren  Coordinaten  also,  wenn  x  den  Berührungs- 
punkt bezeichnet,  den  Bedingungen  genügen: 
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«ii^i  +  «ia*a  +  <fi&^ä  +  ^ii^i  =  "";  +  ^^;     för    i  =  1,  2,  3,  4; 

DuFcIi  Elimination  der  Xi  ergibt  sich  die  Bedingung  dafür,  dass  sich 
swei  Ebenen  u,  v  m  einer  Tangente  der  Fläche  schneiden,  in  der  Form: 


(4) 


V,       v^       v^      r^     0     0 

Setzt  man  p^^  =  m^w,^  —  ^i^m  (^S^-  P-  ^''')>  ^"^  ^^*'  ^^^  links 
stehende  Determinante  genau  identisch  mit  der  linken  Seite  von  (3). 

Auch  die  Liniencoordinatengleichung  enthält  nur  die  Quadrate  der 
Variahein,  wenn  man  ein  Polartetraeder  eu  Gnmde  legt.  In  der  That 
ist  dann 

die  ursprüngliche  Gleichung  der  Fläche;  die  Beziehungen  zwischen 
Pol  und  Polarebene  werden  durch 

QUi  =  CCiXi 

gegeben.     Die  Gleichungen  (2)*  werden  daher  hier: 

und  die  aus  ihnen  wie  oben  abgeleitete  Elächengleichung  wird: 

(0)       aißsPiaH«l''3ft3^+«l«4Ä/+«ä«4Pa4^+Kl«2j'4/+«3"3P23^=0. 

In  welcher  Form  man  auch  die  Liniencoordinatengleichiing  be- 
nutzen möge,  niemals  ist  sie  formal  vollkommen  bestimmt;  vielmehr 
kann  man  stets  die  linke  Seite  der  Identität,  d.  h.  den  Ausdruck 

P  =  ^2^34  +  i>13Ü4S  +  P,iPi,3  , 

multiplicirt  in  eine  willkürlich  bleibende  Coustante,  additiv  hinzu- 
fügen, ohne  die  Bedeutung  der  Gleichung  zu  ändern;  eine  Bemerkung, 
welche  man  ebenso  bei  allen  Complexen  zweiten  Grades  wiederholen 
kann. 

Die  Gleichungen  (5)  ordnen  einer  jeden  Geraden  p  ihre  conju- 
girte  Polare  q  zu.  Diese  Zuordnung  wurde  als  eine  wechselseitige 
erkannt  und  ergibt  sieb  als  solche  direct  durch  Auflösung  der 
genannten  Gleichungen.  Macht  man  nämlich  v  =  «jWgßg«^  •  0,  so 
kommt: 
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oder  da  p.^  zu  q^^,  q.^^  zu  p^^^  proportional  ist, 

Unter  Benutzung  eines  solchen  speci eilen  Coordinatensyatems 
ist  es  auch  leicht,  die  Erseugmäen-  der  Fläche  analytiseh  m  hestimnmi. 
Eine  Erzeugende  hat  die  Eigenschaft,  vermöge  der  Gleichungen  (5) 
sieh  selbst  zugeordnet  zu  sein,  denn  in  jeder  Tangenteuebene  bestimmten 
sich  die  beiden  Erzengenden  als  Doppelstrahlen  der  Involution,  welche 
durch  je  zwei  einander  conjugirte  Tangenten  gebildet  wird  (p.  142). 
Daes  es  in  der  Tbat  sich  selbst  entsprechende  Gerade  gibt,  liegt 
an  der  besondern  Natur  der  Gleichungen  (5);  die  letzteren  lauten, 
wenn  die  Linien  p  und  p'  zusammenfallen: 

Pi'as  =  «i  «*ft4  >       QPii  =  «s  «si'as  - 
Aus  je  zwei  neben  einander  stehenden  Gleichungen  ergibt  sich 

Nach  Elimina,tion  von  q  bleiben  daher  nur  drei  von  einander  unab- 
hängige Gleichungen,  etwa  die  folgenden: 

(^■jPiiPn  =  «aJ'iaJ'js, 

'^iPsiPli="^2PliP2i, 

sie  stellen  drei  besondere  Complese  zweiten  Grades  dar,  denen  die  Er- 
zeugenden der  Fläche  angehören,  und  deren  interessante  Eigenschaften 
wir  später  näher  studiven  werden*).  ____^ 

Setzt  man  den  gefundenen  Werth  p  =  4:  yo:,a^ttgU4  ein,  so  er- 
geben sich  sechs  lineare  Compiexe: 

(7)  P«/^  =  ±ft3V«^3, 

Pny«s"z  =  ±puV<Xi«i- 

Je  zwei  Compiexe  deren  Ijleichungen  sich  i  i  durch  dis  Voi 
aeichen  unterscheiden  enthalten  zi  sanimen  alle  Erzengenden  der 
Fläche.  Der  Wahl  des  J  ot  cletb  von  p  e)  Uj^  cht  aho  die  Ze  fallt  nq 
der   Erzeugenden   in   de   bet?ef    ^cl  aa  en     deren  V  il  a  dei   en        s 

*)  Vgl.  unten  den  Abschnitt  le  allgPioeine  reciroke  \e  wacdtscliafteii 
Die  dort  n&her  definirte  '^  ng  h  t  tfinfllohe  zerfil  t  b  t  f u  de  pr  te  Con 
plex  in  die  vier  durch  a.       {s^t     -\-  a        )  —       la  ge    eilten  Eb  oe 
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bereits  bekaDnt  ist.  Man  muss  natürlich  in  allen  drei  Gleichungen 
gleichzeitig  entweder  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  wählen;  in 
jedem  Falle  erhält  man  drei  lineare  Coraplexe,  deren  gemeinsame 
Linien  eben  die  Erzeugenden  der  einen  oder  der  anderen  Art  sincL 
Dass  in  der  That  eine  Fläche  zweiten  Grades  durch  drei  lineare 
Complese  bestimmt  wird,  haben  wir  früher  gesehen  {p.  68). 

In  Folge  der  Gleichungen  (7)  hängt  die  Realität  der  Erzeugenden 
scheinbar  yoq  den  Vorzeichen  der  Producte  der  reellen  Zahlen  «,, 
«ai  «3!  «i  z"  je  zweien  ab,  in  Wirklichkeit  kommt  es  aber  nur  auf 
die  Realität  Ton  p  an  Auszuscheiden  ist  allein  der  Fall,  wo  alle  «j 
dasselbe  Vorzeichen  haben,  denn  dann  ist  zwar  p  reell,  die  Fläche 
2Jccixf  =  0  besitzt  abei  übeihaupt  keinen  leellen  Punkt. 

Bie  leelleii  FlaOmt  meitet  Oiänung  mit  nicht  verschmndender 
Determinante  zerfallen  dahet  tu  suet  Klassen 

1)  Flachen  mit  unendlich  vielen  teellen  Ersengenden;  zwei  der 
Grossen  a,  sind  positiv,  die  beiden    mderen  sind  negativ. 

2)  Flachen  mit  imagmm&n  Ei^'^genden  diei  der  Grossen  k^  haben 
auter  &ich  gleichen  Zeichen,  die  vieite  bat  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen 

Die  Realität  der  Erzeugenden  muss  unabhängig  sein  tou  der 
Wahl  des  zur  Coordinateubestimmung  dienenden  Polartetraeders;  es 
ergibt  sich  hieraus  das  sogenannte  „Trägheitsgesetz  der  quadratischen 
Formen",  welches  dahin  lautet,  dass  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel 
in  der  Reihe  der  Coefflcienten  «;  immer  dieselbe  ist,  wie  man  auch 
die  Transformation  auf  ein  reelles  Polartetraeder  ausführen  mag*), 

Es  soll  noch  die  Aufgabe  behandelt  werden:  die  beiden  Erzeugen- 
dm  Sil  fmäen,  welche  durch  einen  gegebenen  Fwnkt  y  der  Fläche  gehen; 
und  zwar  mögen  zwei  verschiedene  Ansätze  zur  L'ösung  betrachtet 
werden. 

Es  bezeichne  0  einen  beliebigen  Punkt  der  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, welcher  nicht  in  der  Tange ntenebeue  von  y  liegt;  dann  sind 
die  Gleichungen  der  Tangentenebeiien  von  y  und  «: 

Q^^  =  Sl^auyiXi,  =  0,     Q,^  =  2:2^aikZiXk  =  0 , 
und  die  unendlich  vielen  Flächen 
(8)  f{x)^-lQy.Q.,==0 

schneiden  sich  sämmtlich  in  den  vier  Erzeugenden,  weiche  paarweise 
durch   die   Punkte   y  und  g  hindurchgehen.     Es  ist   auch   leicht   zu 

*)  Vgl.  Sylvester!  Philosoph loal  Magazine  1853  uüd.  185-S,  ferner  Jacobi 
und  Hermite,  Creüe's  Jonrnal  Bd.  53. 
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sehen,  dass  alle  möglichen  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  die  ge- 
nannten vier  Geraden  enthalten,  durch  die  Gleichung  (8)  dargestellt 
werden,  und  dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  nur  eine  Fläche 
des  Systems  hindurchgeht  Für  einen  besondern  Werth  von  X  stellt 
dal  e     C*)  das  Eben  npaar    lar     1  4xe   m  t    1      L  n  e   ^       z 

am  nenfallt  d  le  eu  e  nzclne  Ei  e  en  je  zwe  le  v  er  E  z  ^en 
de     enthalten      Dass    n    ie     Tl    t  e       solch  s  Ebeneojiar  ex  st   t 

st  kla  la  du  h  je  1  Puul  t  ne  E  ze  gen  1  j  ler  Ä  t  gel  t  u  1 
som  t  de  E  zeugen  le  de  e  neu  Art  welcle  d  ch  y  ^elt  uotb 
wend  g  d  e  E  z  ugen  le  ler  andern  Art  tr  ift  wel  1  e  d  ch  «  geht 
D  r  JE   e  ge  dm  lo  äaJe    a  fgefa  st     et  Jen  als   ^e  te     eines 

V  dscJ  efen  Vierecks  ode  als  d  vm  Kante  ei  e  Tet  a  det  le  sei 
beide  fei  hnden  Ka  tet  da  cl  le  Lne  y  e  id  ä  ch  leren  co  j  g  rt 
Fola  e  ael  efert  wer  len 

Um  d  es  Ebenenpia    zu  finden    hat  man  X  so  zu  best  mmen   dass 
d  e  n    he  (S)   lu    he  nen  hei  eb  t,      P  nli.t  f  de    Lue/      h  ndu    1 
gelt   (wol       also    /  =  ;t  /  -j-        )      ie  Cle    h   n^     lea   El  eneni  aa  e 
ist  daher 

«.««■fw-e,. «,./(() -o- 

Den  links  stehenden  Ausdruck  hat  mau  noch  in  seine  beiden  linearen 
Factoren  Vx  und  Wx  zu  zerfallen  nach  einer  Methode,  die  im  nächsten 
Abschnitte  erörtert  werden  wird;  die  gesuchten  beiden  Erzeugenden 
ergeben  sich  schliesslich  als  Schnittlinien  der  Ebene  Qyx  ^  0  mit 
den  beiden  Ebenen  Vj  ^  0  und  Ws  =  0. 

Auf  ein  Problem  der  ebenen  Geometrie  wird  die  gestellte  Auf- 
gabe direct  zurückgeführt,  wenn  man  in  folgender  Weise  vei-fährt. 
Es  seien  s,  t  zwei  Punkte  in  der  Ebene  Q^^  =  0,  und  man  setze 

Xi^Mji  +  lSi  +  nti; 
dann   ist   ein   Punkt  x  dieser   Ebene   bestimmt   durch   seine   ebenen 
homogenen  Punktcoordinaten  k,   A,  jt   (vgl.  p.  99f,);    die   Gleichung 
f{x)  =  0  geht  über  in 

Q^y  +  ^„r  +  Qul>?  +  2^p«A  +  2Q,tl^  -j-  2g,^(tK  =  0, 
d.  h.  in  eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  in  x,  X,  (i,  welche 
in  der  Ebene  §^j,  =  0  die  beiden  gesuchten  Erzeugenden  darstellt. 
Es  erübrigt  nur  noch,  die  linke  Seite  der  Gleichung  in  ihre  beiden 
linearen  Factoren  zu  zerfallen,  was  in  bekannter  Weise  geschehen 
kann  (Bd.  I,  p.  104). 

Durch  die  Gleichung  (8)  war  uns  ein  System  von  Flächen  dar- 
gestellt, deren  gemeinsame  Schnittcurve  aus  vier  Kauten  eines  Te- 
traeders  bestand.      Legt   man    dieses    Tetraeder    einer    Coordinaten- 


y  Google 


Die  Flächen  zweiter  Ordnung  nnd  zweiter  Klasse. 


147 


bestimmimg  zu  Grunde,  so  ist  leicht  zu  sehen,  daas  sich  alle  Flächen 

(8)  in  die  Form  bringen  lassen 

(9)  A|,|,  +  ^|,i,  =  0, 

von  welcher  wir  noch  wiederholt  Gebrauch  machen  werden.  Die 
gemeinsamen  Erzeugenden  sind  bestimmt  durch  die  Paare  von  Glei- 
chungen: 

§1  =  0,  1^  =  0;  §,  =  0,  13  =  0;  |,  =  0,  |,  =  0;  |,  =  0,  |,  =  0, 
während  die  Kanten  |^  ^  0,  ij  =  0  und  §3  =  0,  I3  =  0  ein  Paar 
von  conjugirten  Polaren  liefern*).  Man  erkennt  hieraus  sofort  die 
Richtigkeit  der  folgenden  Sätze: 

Wenn  man  die  Schnittpunkte  zweier  conjugirteM  Polaren  mit  einer 
Fläche  sweiter  Ordnung  unter  einander  verbindet,  so  entstehen  viej-  Er- 
zeugende der  Fläche,  welche  <mf  ihr  ein  windschiefes   Vterseit  büdm. 

Schneidet  äne  Gerade  die  Fläche  in  den  Fimkten  A,  S  und  wird 
die  Fläche  von  der  conjtu/iHeii  Geraden  in  C,  D  gebrojfen,  so  ist 
ACD  die  Tangentmebene  von  A,  SCD  die  von  S,  ABC  die  von  G 
%ind  ABB  ditgenige  von  D. 

Auf  einer  Fläche  mit  reellen  Erzeugenden  ist  hiernach  die  Oon- 
atruction  der  Geraden,  welche  zu  einer  gegebenen  Geraden  conjugirt 
ist,  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Erzeugenden  auszuführen. 

III.  Die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  verschwindender  Determinante. 

In  unserer  allgemeinen  PolarentheoriQ  mussten  wir  die  mit  A 
bezeichnete  Determinante  der  Fläche  als  von  Null  verschieden  vor- 
aussetzen (p.  136).     Wir  nehmen  nunmehr  an,  dass  die  j 


(1) 


*)  Die  Glen,liung&fom  ^1)  lasst  sofoit  WKdu  die  Fizeugung  dec  Flache  als 
Ort  der  Schnitthnien  entepied  endei  Ebenen  m  pro]  ecti  vi  sehen  Büscheln  (p  3oä ) 
,  erkencea;  sie  ist  auch  zur  Ableitung  manchei  andeien  Satze  be^ondeia  brauchbar 
Plfleker  gibt  dafür  zahlreiche  Beispielp  in  Bemem  System  der  Geometnc  des 
Raumes,  p.  99  £F  (Dusseldoif  1846)  msbe'^oudere  auch  iui  Ableitung  einei  Aus 
dehnung  dee  Pascal  scheu  batze?  auf  den  Piaum  Audeie  deiditige  Analoga 
zum  Pascal  ichen  Sat7e  sind  von  Steinei  fGeigonnea  Annalea  le  mathön  i 
tiques,  tome  19,  Gea.  Weite,  Bd.  1),  Bobilher  uad  Chasles  gefunden  (vgl. 
des  letztem  Äpergu  historique,  Note  XXXH)  und  neuerdings  von  F.  Klein 
(1873),  vgl.  Math.  Annaleu  Bd.  22. 
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erfüllt  sei,  dass  aber  die  ersten  ünterdeterminanten  von  A  nickt  sämmt- 
lich  gleich  Null  seien.  Die  entspreclieiide  Bedingung  für  die  Kegel- 
schnitte genügte,  um  die  betreffende  Curve  in  zwei  gerade  Linien 
zu  zerspalten.  Etwas  Aehnliches  wird  im  Eaume  noch  nicht  sofort 
mögiich;  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  jetzt  nur  mit  einem  singii- 
lären  Punkte  behaftet  In  Folge  der  gemachten  Voraussetzung  gibt 
es  vier  Grössen  |j,  welche  den  vier  Gleichungen 

(2)  »„1,  +  a„i,  +  a„i.  +  »,5.  -  0  (für  i  -  1,  2,  3,  4) 
genügen.  Mtm  findet  so  emen  singttlären  Funkt  |,  dessen  Polarebene 
vollkommen  unbestimmt  ist,  imd  dessen  Coordinaten  dm,  erstei%  Unter- 
determmanten  von  A  proportional  sind.  Dieser  Punkt  liegt  auf  der 
Polarebene  eines  jeden  beliebigen  Punktes  x,  denn  es  ist  nach  (2) 
identisch: 

(3)  fe  =  £  («all  +  ai,^2  +  a^A'.  +  «;il*)  ^>  =  0 ; 

er  liegt  auch  auf- der  Fläche,  denn  die  Multiplication  von  (2)  mit  |j 
und  die  Summafcion  über  i  ergeben  /(D^O.  Ist  jj  ein  beliebiger 
anderer  Punkt  der  Fläche,  so  wird  hiernach  auch 

f(i  +  Xri) ::.-/- (1)  +  21Q^,,  +  AV(^)  =  0 
für  jeden  Werth  von  A;  d.  h.  verbindet  man  |  mit  einem  beliebigen 
Punkte  der  Fldche,  so  liegt  die=!e  ganze  Verbindungslinie  in  der  Fläche, 
oder: 

Unsere  Flache  ziintfi  Oidnmig  ist  ein  Kegel  und  der  singulare 
I^kt  §  ist  die  kpitse  desselben 

Umgekehrt  muss  für  jeden  Kegel  zweiter  Ordnung  mit  der  Spitze 
I  die  Gleichung  (3)  identisch  erfüllt  sein,  da  die  Tangenteaebene  der 
Spitze  vollständig  unbestimmt  ist;  es  bestehen  also  die  Gleichungen 
(2),  und  folglich  verschwindet  auch  für  jeden  Kegel  zweiter  Ordnung  die 
Determinante  (1). 

Die  allgemeine  Polarentheorie  erleidet  hier  dadurch  Modificationeu, 
dass  nach  (3)  nur  solche  Ebenen  als  Polarebenen  eines  Raumpunktes 
aufgefasst  werden  können,  welche  durch  den  Punkt  l  gehen.  Den 
dreifach  unendlich  vielen  Polen  entsprechen  daher  nur  die  zweifach 
unendhch  vielen  Polarebenen  eines  Bündels;  jeder  solchen  Ebene 
sind  umgekehrt  unendlich  viele  Pole  zugeordnet,  und  diese  befinden 
sieh  auf  einer  durch  die  Spitze  gehenden  Geraden,  ,ßer  mr  Ebene 
conjugvrten  Polo/ren",  denn  die  Gleichung  Q^.^  =  0  wird  nach  (3)  nicht 
geändert,  wenn  man  y  durch  «/  +  A|  ersetzt. 

Einer  beliebigen  geraden  Linie  entspricht  hiernach  als  conjngirte 
Polare  ein  Strahl  durch  die  Spitze.  Den  vierfach  unendlich  vielen 
Geraden  entsprechen  also  nur  zweifach  unendlich  viele  Strahlen  eines 
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Bündels;  jetlem  Strahle  des  letzteren  sind  umgekehrt  doppelt  unend- 
lich viele  Polaren  zugeordnet;  diese  bilden  offenbar  dasjenige  Strahlen- 
feld, dessen  Ebene  die  Spitze  enthält,  und  zu  welcher  der  betrachtete 
Strahl  nach  der  soeben  eingeführten  Bezeichnung  conjugirte  Polare  ist. 
Nach  den  allgemeinen  Gesetzen  der  Dualität  stehen  sich  Kegel 
und  Kegelschnitt  dualistisch  gegenüber  (vgl.  p,  21  u.  25);  es  ist  daher 
nicht  nothig,  die  Eigenschaften  des  Kegels  selbstständig  zu  entwickeln, 
man  kann  sie  vielmehr  aus  der  Kegel  Schnitttheorie  entnehmen,  wenn 
man  nur  den  Kegelschnitt  nicht  nur  in  seiner  Ebene,  sondern  auch 
in  seiner  Beziehung  zum  umgebenden  Eaume  ins  Äuge  fasst.  Es 
wird  genügen,  hier  einige  solche  Sätze  einander   gegenüberzustellen. 


Sucht  man  in  der 
jedem  durch  einen  Punkt  y  gehen- 
den Strahle  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  0  IM  y  und  zu  seinen 
beiden  Schnittpunkten  mit  dem 
Kegelschnittöj  so  bilden  alle  Punkte 
Z  eine  gerade  Punktroihe:  die  Polare 
des  Poles  y. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  in  der 
Ebene  des  Kegelschnittes  auf  einer 
Geraden,  so  dreht  sich  seine  Polare 
um  den  Pol  dieser  Geraden. 

Die  Polare  eines  Punktes  des 
Kegelschnittes  ist  seine  Tangente. 

Es  gibt  in  der  Ebene  des 
Kegelschnittes  dreifach  unendlich 
viele  Polardreiecke,  d.  h.  solche 
Dreiecke,  bei  denen  jede  Ecke  der 
Pol  der  gegenüber  liegenden  Seite 
ist. 

Die  Gleichung  des  in  der 
Ebene  x^^O  gelegenen  Kegel- 
schnittes, bezogen  auf  ein  Tetraeder, 
von  dem  drei  Kanten  ein  solches 
Polardreieck  bilden,  ist  in  Punkt- 
coordinaten  durch  die  beideii  Glei- 
chungen 


Sucht  man  für  jeden  Strahl, 
welcher  durch  die  Spitze  des  Kegels 
geht  und  in  einer  gegebenen  Ebene 
V  liegt,  die  vierte  harmonische 
Ebene  w  za  v  und  den  beiden 
Tangenten  ehe  neu  des  Kegels, 
welche  den  Strahl  enthalten,  so 
schneiden  sich  alle  Ebenen  w  in 
einer  Geraden:  der  Polaren  von  v. 

Dreht  sich  eine  Ebene  um 
einen  durch  die  Spitze  gehenden 
Strahl,  so  beschreibt  ihre  Polare 
einen  Strahlbüscbel,  dessen  Ebene 
zu  dem  ersten  Strahle  eonjugirt  ist. 

Die  Polare  einer  Tangenten- 
ebene des  Kegels  ist  die  in  ihr 
liegende  Erzeugende. 

Durch  die  Spitze  des  Kegels 
gehen  dreifach  unendlich  viele 
Tripel  von  Strahlen  (je  eine  drei- 
seitige Ecke  bildend),  von  denen 
jeder  die  Polare  der  durch  die  beiden 
anderen  bestimmten  Ebene  ist. 

Die  Gleichung  eines  Kegels, 
bezogen  auf  ein  Tetraeder,  von 
dem  die  drei  durch  die  Spitze  «^  '=  0 
gehenden  Kanten  ein  solches  Tripel 
bilden,  ist  in  Ebenencoordinaten 
durch     die      hdäen     Gleichungen 
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gegeben,     in     Ebenencoordinaten 


{p.  27)  durch  die  eine  Gleiclmng: 

in     räumlichen    Liniencoordinaten 
durch  (p.  42  u.  143): 

«1  "2-P34^  +  «2  HPli   +  «3  «1  Pai^  =  0  ■ 

Soll  der  hier  vorkoramende  Kege!  auf  dem  in  der  Ebene  x^ 
angenommenen  Kegelschnitte  stehen,  so  hat  man  j3j  =  «^  «g ,  ß2  =  { 


ß!  «1^  +  J^a«/  +  ßi  %^  =  0 ,  M^  =  0 
gegeben,  in  Punktcoordinaten  durch 
die  eine  Gleichung: 

ßtet^i' +  p.ß,'!,' +  ßißA' -  0 , 

in  räumlichen  Liniencoordinaten 
durch: 

ß,ß,Pi,'  +  ß2ßA'  +  ß.ß.P.r'  =  0. 
0 


Jedem  Punkte  der  Kegel- 
schuittebene  entsprechen  alle 
Ebenen  eines  Büschels  als  Polar- 
ebenen; die  Äxe  des  Büschels  ist  i 
die  Polare  des  Punktes  in  Benug 
auf  den  Kegelschnitt.  Die  Polar- 
ehene  irgend  eines  andern  Punktes  i 
ist  mit  der  Kegel  sehn  itteb  et? 
identisch. 

Jeder  Linie  in  der  Ebene  des 
Kegelschnittes  entsprechen  als  con- 
jugirte  Polaren  alle  Strahlen  eines    ; 
Bündels,   dessen  Scheitel  in    dem   '. 
Pole   der    gegebenen   Linie    liegt. 
Die  conjugirte  Polare  irgend  einer   ! 
andern  Geraden  ist  identisch  mit  ] 
der  Polare  des  Punktes,  in  welchem  : 
sie   die   Kegelschnittebene    durch- 
stösst. 

Schon  aus  den  Bemerkungen,  die  soeben  an  ein 
dinatensyatem  geknüpft  wurden,   ist  erBichtlieh,  dass  die  Liniencoor- 
dinatengleichicng  heim  Kegel  ihre  volle  Bedeutung  hehält,  dass  dies  aber 
nicht  bei  der  Ebenencoordinafcengleichung  der  Fall  ist.     In  der  That 
haben  wir  bereits  gesehen  (p.  148),  dass 
i,  :  §,  :  l,  :  |,  =  J„  : 


Jeder  Ebene  durch  die  Kegel- 
spitze entsprechen  alle  Punkte  einer 
geraden  Linie  als  Pole;  diese  Ge- 
rade ist  die  Polare  der  Ebene  in 
Bezug  auf  den  Kegel.  Der  Pol 
irgend  einer  andern  Ebene  ist  mit 
der  Kegelspitze  identisch. 

Jeder  Linie  durch  die  Spitze 
Kegels  entsprechen  als  conju- 
girte Polaren  alle  Strahlen  einer 
Ebene,  nämlich  der  Polarebene  der 
lenen  Linie.  Die  conjugirte 
Polare  irgend  einer  andern  Ge- 
raden findet  man  als  Polare  der- 
jenigen Ebene,  welche  durch  sie 
d  die  Kegelspitze  hindurchgeht. 

Coor- 


:  ^3S  -  ^3; 


Man  kann  also  setzen; 
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(4)  9hh  =  A^^, 

und  somit  tvird  die  mit  Ebmencoordinaten  geränderte  Determinante,  „die 
adgwngirte  qnadratisehe  Form",  gleich  einem  vollständigen  Quadrate: 

(5)  SSA„Kn  -  f  {«,1  +  a,l,  +  «A  +  «A)'- 

In  der  That  wird  der  Kegel  auch  von  jeder  Ebene  berührt  (d,  h, 
in  einem  Linienpaare  geschnitten),  welche  die  Spitze  §  enthält;  Be- 
rührung im  eigentlichen  Sinne  tritt  freilieh  nur  bei  einfach  unend- 
iich  vielen  dieser  Ebenen  ein,  und  dann  sogleich  in  allen  Punkten 
einer  Erzeugenden. 

Wir  nehmen  eweitens  an,  dass  nidd  mtr  die  Determinante  A  ver- 
schwinde, sondern  dass  audt  ihre  ersten  Ünterdeterminanten  (nickt  aber 
die  zweiten)  sämmtlich  gleich  NuU  seien. 

In  diesem  Falle  werden  die  Gleichungen  (2)  von  unendlich  vielen 
Punkten  i,  befriedigt;  dieselben  bilden  eine  Gerade,  denn  genügen  ^' 
und  I"  jenen  Gleichungen,  so  gibt  |'  -f-  X^'  wiederum  eine  Lösung 
derselben  Gleichungen.  Ist  y  irgend  ein  anderer  Punkt  der  Fläche, 
so  liegt  (wie  im  vorher  untersuchten  Falle)  auch  jeder  Punkt  der 
Verbindungslinie  i/-|  auf  der  Fläche;  die  von  den  Punkten  y,  |',  |" 
bestimmte  Ebene  bildet  also  einen  Theil  der  vorgelegten  Fläche 
zweiter  Ordnung;  letztere  muss  ausserdem  eine  andere  Ebene  ent- 
halten, welche  ebenfalls  durch  die  Linie  §'-§"  geht.  Unsere  Fläche 
verfällt  also  in  ^wei  Ebenen. 

Um  die  beiden  einzelnen  Ebenen  nu  bestimmen,  wird  man  die 
Fläche  mit  einer  beliebigen  Geraden  in  bekannter  Weise  (p.  133) 
zum  Schnitte  bringen;  jeder  Schnittpunkt  gibt  dann  zusammen  mit 
zwei  Punkten  §',  |",  welche  aus  (2)  direct  gefunden  werden,  eine 
der  beiden  Ebenen. 

Die  sechs  Coordinaten  der  Linie  |'  - 1"  ergeben  sich  auch  leicht 
direct,  wenn  man  beachtet,  dass  die  linke  Seite  der  lAniencoordimaten- 
gleichung  jetgt  das  voUsiändige  Quadrat  emes  linearen  Awsdruchs  ist, 
toelch'  letzterer,  gleich  NuU  gesetzt,  eben  die  Gleichung  der  Linie  g'-|" 
in  Liniencoordinaten  gibt.  Sind  nämlich  m,-,  ü;  bez.  die  Coordinaten 
der  beiden  Ebenen,  so  bestehen  die  Gleichungen: 


(6) 

und  folglich: 

ttu  =  UiVi, 

2aa  =  Mi«i  -f  UkVi 

«/,,«!t  - 

-  aactii  =  (uiVt  —  U],Vi) 
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wenn  man  mit  qi^  in  bekannter  Weise  (p.   87)   die  Coordiuaten   der 
Schnittlinie  der  Ebenen  M,  v  bezeichnet.     Es  wird  somit 

(7)  f.ffr'''^'^  ^  ^!.A)Pk,P:k  "^  —  (^ffrt>-:t)%  q'  «■  ^1- 

In  der  That  kann  jetzt  unsere  Fläclie  nur  dann  von  einer  Ge- 
raden p  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  geschnitten  worden, 
wenn  letztere  zu  den  Treffgeraden  der  Linie  q'  gehört;  und  dieses  wird 
durch  das  Verschwinden  der  rechten  Seite  ausgesagt  (p.  101). 

In  einem  Linienpaare  wird  das  Ebenenpaar  jetzt  TOn  jeder  Ebene 
geschnitten;  dem  entsprechend  verschwinden  der  Annahme  nach  alle 
Coefficienten  der  Ebenencoordinatengleiohung. 

Wie  sich  die  Polarmiheorie  für  das  Ebenenpaar  apeciaiisirt,  ist 
leicht  zn  übersehen;  wir  stellen  daher  die  betreffenden  Sätze  hier 
nur  kurz  zusammen. 

Die  Polarebene  jedes  beliebigen  Punktes  geht  durch  die  Schnitt- 
linie der  beiden  Ebenen  des  Paares,  „die  DoppelUnie  der  Fläche", 
hindurch;  sie  ist  die  vierte  harmonische  zu  den  beiden  Ebenen  des 
Paares  und  der  Ebene,  welche  durch  den  Pol  und  die  Doppellinie 
bestimmt  wird.  Liegt  der  Pol  in  der  Fläche,  so  fällt  seine  Polar- 
ebene mit  der  betreffenden  Ebene  des  Paares  zusammen;  ein  Punkt 
der  Doppellinie  kann  als  Pol  jeder  beliebigen  Ebene  aiifgefasst 
werden. 

Eine  beliebige  Ebene  hat  einfach  unendlich  viele  Pole,  nämlich 
alle  Punkte  der  Doppellinie;  eine  Ebene  aber,  welche  durch  letztere 
gelegt  ist,  hat  doppelt  unendlich  viele  Punkte  zu  Polen,  nämlich  alle 
Punkte  der  zu  ihr  und  dem  Ebenenpaare  vierten  harmonischen  Ebene. 

Die  conjügirte  Polare  einer  beliebigen  Geraden  fällt  mit  der 
Doppeilinie  zusammen;  einer  Linie  jedoch,  welche  von  der  Doppel- 
Hnic  getroffen  wird,  entsprechen  ausserdem  einfach  unendlich  viele 
conjügirte  Polaren,  nämlich  alle  Strahlen  eines  Büschels,  dessen 
Centrum  auf  der  betrachteten  Geraden  liegt  und  dessen  Ebene  die 
vierte  harmonische  ist  zu  dem  Ebenenpaare  und  derjenigen  Ebene, 
in  welcher  sich  Gerade  und  Doppellinie  befinden.  Liegt  die  Gerade 
ganz  in  einer  Ebene  des  Paares,  so  kommen  ihr  zweifach  unendlich 
viele  conjügirte  Polaren  zu,  nämlich  alle  Linien,  welche  sich  in  der- 
selben Ebene  befinden. 

Aus  diesen  Bemerkimgen  ergibt  sich  sofort,  dass  die  Gleichung 
des  Eienenpaares  immer  auf  die  Form 

«,!,■  + «,y-o 

gebrnchi  werden  Jcann,   wo   dann   die  Ebenen  ^,  ^=  0,   ^^  =  0   sich  in 
der  Doppellinie  schneiden  und  zu  dem  Paare  harmonisch  liegen. 
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Die  Zerspalümg  der  Fläche  in  die  bsidm  einzelnen  Ebenen  kann 
auch  Mif  folgende  Weise  geschehen : 

Die  von  uns  aufzulösenden  Gleichungen  (6)  werden  identiscli 
erfüllt,  wenn  man  setzt 

UiVi  =  au, 
(8)  UiVt  =  «/*  -  9i,, 

UiVi  =  Oü  +  p,i  =  Um  —  Qu, 

wobei  also  ^^  =  —  qh;  die  Zahl  der  Gleicliungen  ist  dadurch  um 
sechs  vermehrt,  wnd  es  sind  ebenso  viele  neue  Unbekannte  qh,  ein- 
geführt worden.  Aus  (8)  folgt,  indem  man  das  Prodvtct  ttiVkU/cVi  auf 
doppelte  Weise  bildet: 

UiViUtVi  =  aaÜM  =  «;/  —  Qii, 


(9)  Qi^  =  Va,^^  -  aua^  =  ]/-  i,,,  a, 

wobei  A^^  .^^  =  «^^a^,  —  "^m**«  ^™^  zweite  Unterdeterminante  von  A 
bedentet;  nach  (7)  sind  also  die  pft  proporMonal  m  den  Co&rdinaten 
der  Doppdlinie;  und  es  tritt  so  die  Analogie  dieser  Zerlegungs- 
methode mit  der  entsprechenden  beim  ebenen  Linienpaare  hervor 
(Bd.  I,  p.  104). 

Die  Berechnung  der  Qm  erfordert  nur  das  Ausziehen  einer  einzigen 
Quadratwurzel;  denn  ist  z.  B.  p^^^  bekannt,  so  findet  man  alle  anderen 
nach  (7)  mittelst  der  Relationen 

Die  hier  einzufahrende  Irrationalität  ist  dieselbe,  welche  bei  der 
zuerst  angegebenen  (p.  löl)  Zerlegungsart  auftritt.  Zur  Bestimmung 
der  Schnittpunkte  einer  Linie  mit  der  Fläche  dient  nämlich  nach 
p.  133  die  Quadratwurzel  aus  dem  Ausdrucke 

dessen  Verschwinden  aussagt,  dass  die  Linie  y-s  Tangente  der  Fläche 
sei,  welcher  also  identisch  ist  (bis  auf  einen  Factor)  mit  der  linken 
Seite  der  Flächengleichung  in  Liniencoordinaten  p.^  =  y.z^  —  0.^^ 
Li  der  That  ist  identisch 

QJ  -  a  Ö^  =  S2Ä.,-^p.,ix,. 

Die  rechte  Seite  ist  nach  (7)  ein  vollständiges  Quadrat,  und  somit 
wieder  nur  eine  Wurzel  auszuziehen,  etwa  ")/^,i,ii,  q.  e.  d. 
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Verschwinden  auch  sämmtUcke  zweiten  Untefdeterminanten  von  Ä, 
so  wird  nach  (8)  und  (9)  Ui  =  Vi,  d.  h.  die  Fläche  zweiter  Ordnung 
hesteht  am  einer  Doppelämie.  Durch  passende  Wahl  einer  Coordi- 
Baienebene  Itano  man  ihre  Gleichung  offenbar  in  die  Form  g^^  =  0 
bringen. 

Damit  die  Grössen  (9)  gleich  Null  werden,  genügt  es  zwar,  dass 
die  sechs  Determinanten  Aa^m  verschwinden,  bei  denen  i  =  r^  7c  =^  s 
ist;  schon  dann  ist  eine  Doppelebene  vorhanden;  bei  einer  solchen 
aber  ist  die  Doppellinie  unbestimmt,  es  miiss  also  der  Ausdruck  (7) 
identisch  verschwinden,  d.  h.  es  sind  auch  alle  übrigen  zweireihigen 
Unterdeterminanten  Null.  Solcher  gibt  es  im  Ganzen  fünfzehn,  und 
man  kann  im  Allgemeinen  sechs  von  ihnen  beliebig  auswählen,  deren 
Verschwinden  alsdann  auch  das  Nullwerden  der  übrigen  neun  be- 
dingt*), wie  dies  die  Detenninantentheorie  lehrt.  In  besonderen 
Fällen  kann  es  eintreten,  dass  eeehs  solche  Gleichungen  ein  Werth- 
aystem  an  gestatten,  welches  den  übrigen  nicht  genügt,  und  deshalb 
empfiehlt  es  sich,  das  NuUwerden  sämmtücher  fünfzehn  ünterdetermi- 
uanten  als  Bedingung  für  eine  Doppelebene  zu  fordern.  Diese  Forderung 
ist  immer  nur  sechs  von  einander  ■miäbhängigen  Bedingungen  äquivalent. 
In  der  That  hängt  eine  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  von  neun, 
eine  Doppelebene  nur  von  drei  willkürliehen  Constanten  ab. 

Ebenso  ist  das  Verschwinden  aller  sehn  ersten  ünterdeterminanten 
rmr  mit  drei  von  einander  unabhängigen  Bedingungen  äquimaient;  denn 
ein  Ebenenpaar  enthält  sechs  willkürliche  Bestimmungsstücke.  Aus 
denselben  Gründen  wie  bei  der  Doppelebene  verlangt  man  die  Er- 
füllung von  mehr  Gleichungen,  als  im  Allgemeinen  nothwendig  sind. 

Es  bliebe  endlich  der  Fall  zu  erwähnen,  im  welchem  alle  dritten 
Unterdeterminanten  der  Determinante  A,  d.  h.  alle  Coefficienten  Ov*  selbst, 
verschwinden.  Alsdann  ist  keine  Fläche  dargestellt;  jeder  Punkt  des 
Raumes  genügt  der  Gleichung  Ü^JaaXiXi:  =  0. 

rV.  Beziehungen  zur  unendlich  fernen  Ebene.  —  Conjugirte  Durchmesser. 

In  der  ebenen  Geometrie  dient  die  Lage  der  Kegelschnitte  zur 
unendlich  fernen  Geraden  dazu,  sie  nach  ihrer  Gestalt  zu  unter- 
scheiden und  in  Ellipsen,  Hyperbeln,  Parabeln  einzutheilen.  Wenn  da- 
bei das  unendlich  ferne  Punktepaar  des  Kegelschnittes  bestimmend 
auftrat,    so   leistet  Entsprechendes  der  unendlich  ferne  Kegelschnitt 

*)  Vgl.  die  Kroneeker'scliea  Sätze  in  Baltaer's  Detetminaatentbeotie 
p.  4'J  der  dvitteu  Auflage;  vgl.   auch  Bd.  I,  p.  389,  691,  695,  703. 
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(d.  h.  Schnitt  der  Fläche  mit  der  uneadlich  fernen  Ebene,  vgl.  p.  88) 
für  die  Flächen  zweiter  Ordnung.  Nur  ist  dieser  Kegeischnitt  nicht 
allein  für  die  Gestalt  entscheidend;  denn  wir  sahen,  dasa  die  reellen 
Flächen  zweiter  Ordnung  sich  eintheilen  in  solche  mit  reellen  und 
solche  mit  imaginären  Erzeugenden.  Ein  imaginärer  unendlich  ferner 
Kegelschnitt  zeigt  entweder  eine  ganz  imaginäre  Fläche  an  oder 
eine  reelle,  ganz  im  Endlichen  gelegene  Fläche  ohne  reelle  Gerade 
(entsprechend  dem  Vorkommnisse  in  der  Ebene);  ein  reeller  unend- 
lich ferner  Kegelschnitt  lässt  auf  die  Ausdehnung  der  Fläche  ins 
Unendliche  schliessen,  entscheidet  aber  noch  nicht  darüber,  ob  diese 
Fläche  geradlinig  ist  oder  nicht. 

Neben  der  ßealitUt  des  Schnittes  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
ist  zu  berücksichtigen,  ob  dieser  Schnitt  ein  wirklicher  oder  ein  zer- 
fallender Kegeischnitt  ist.  In  letzterem  Falle  wird  die  Fläche  von 
der  unendlich  fernen  Ebene  in  einem  reellen  Punkte  berührt,  und 
man  hat  zu  untersuchen,  ob  das  nun  auftretende  Linienpaar  reell 
oder  imaginär  istv  Ersteres  bedingt  eine  Fläche  mit  lauter  reellen, 
letzteres  eine  solche  mit  lauter  imaginären  Erzeugenden*). 

Die  Flächen  mit  verschwindender  Determinante  gestatten  eine 
analoge  Betrachtung.  Sie  können  reell  oder  imaginär  sein  (je  nach 
dem  Vorzeichen  der  Coefficienten  in  der  Gleichung  a^Xj^  +  a^sc^^ 
-\-  «gs;/  =  0);  die  Spitze  ist  immer  reell.  Ein  reeller  Kegel  enthält 
reelle  Erzeugende,  sein  unendlich  ferner  Kegelschnitt  ist  also  reell 
und  umgekehrt;  derselbe  zerfällt  nur  dann  in  ein  Linienpaar,  wenn  die 
Spitze  selbst  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegt.  Einen  Kegel  mit 
unendlich  weiter  Spitze  nennt  man  einen  Cylinder.  Der  Schnitt  eines 
solchen  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  kann  ein  reelles  oder  ein 
imaginäres  Linienpaar  sein,  oder  endlich  eine  Doppeihnie;  denn 
eine  durch  die  Kegelspitze  gelegte  Ebene  kann  den  Kegel  entweder 
in  zwei  reellen  oder  in  zwei  imaginären  Erzeugenden  schneiden,  oder 
sie  berührt  den  Kegel  längs  einer  Erzeugenden. 

Bei  einem  reellen  Ebenenpaare  endlich  besteht  der  Schnitt  mit 
der  unendHch  fernen  Ebene  aus  einem  reellen  Linienpaare;  insbe- 
sondere kann  letzteres  in  eine  Doppellinie  ausarten,  in  welchem  Falle 
die  beiden  Ebenen  des  Paares  einander  parallel  sind.  Auch  ^nn 
die  unendlich  ferne  Ebene  (t  =  0)  selbst  dem  Paare  angehören;  die 
Gleichung  der  Fläche  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  dann  von 
der  Form 

*)  Die  Eintiieilimg  der  Flächen  2.  Grades  naoii  ihren  Beziehungen  Kur  unend- 
lich fernen  Ebene  gab  Ponuelet  (1823,  Traitö  des  piopriiäteB  projectives, 
Nr.  591  fl'.). 
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tiax-j-  6j/  +  c«  +  (^i)  =  0, 
sie  ist  also,  da  in  der  Eegel  ^=1  genommen  wird,  linear;  dieser 
Fall  soll  deshalb  im  Folgenden  nicht  weiter  berücksichtigt  werden. 
Die  Resultate  unserer  Ueberlegung  stellen  wir  in  folgender 
Tabelle  zusammen,  und  belegen  die  einzelnen  reellen  Flächen  sogleich 
mit  den  üblichen,  sich  meist  von  selbst  erklärenden  Namen. 

I.  Flächen  mit  nicht  zerfallendem  unendlich  fernen 
Kegelschnitte, 

A.  Flächen  mit  imaginärem   unendlich   fernen  Kegelschnitte. 

1)  Imaginäre  Fläche  (ohne  irgend  einen  reellen  Punkt). 

2)  Ellipsoid,  reelle,  ganz  im  Endlichen  gelegene  Fläche. 

3)  Imaginärer  Kegel  mit  reeller,  im  Endlichen  gelegener  Spitze. 

B.  Flächen  mit  reellem  unendlich  fernen  Kegelschnitte. 

4)  Sgperboloid  erster  Art  (einschaliges  Hyperboloid),  reell  nnd 
geradlinig. 

5)  Syperboloid   zweiter   Art    (zweischaliges  Hyperboloid),    reell 
tind  nicht  geradlinig. 

6)  Seeller  Kegel  mit  im  Endliehen  gelegener  Spitze. 

IL  Flächen  mit  zerfallendem  unendlich  fernen  Kegel- 
schnitte. 

A.  Flächen  mit  imaginärem  unendlich  fernen  linienpaare 

7)  Elliptisches  Faräboloid,  nicht  geradlinig,  von  der  unendlich 
fernen  Ebene  in  einem  reellen  Punkte  berührt. 

8)  Ellvptisdi^  Cylinder  (insbesondere  gerader  Kreiscylinder). 
9}  Imaginäres  Fhener^aar  mit  reeller,  im  Endlichen  gelegener 

Doppellinie. 

B.  Flächen  mit  reellem  unendlich  fernen  Linienpaare. 

10)  Hyperbolisches  Fa/rahaloid,  geradlinig,  von  der  unendlich 
fernen  Ebene  berührt. 

11)  Hyperhölisch&r  Cylinder  (gebildet  von  allen  einer  bestimmten 
Richtung  parallelen  Geraden,  welche  eine  gegebene  ebene 
Hyperbel  treffen). 

12)  Reelles  Fbeiienpaar,  dessen  Axe  (Doppellinie)  im  Endlichen  liegt. 

C.  Flächen  mit  unendlich  ferner  Doppellinie. 

13)  Faräbolischer  Cylinder  (gebildet  von  allen  einer  Richtung 
parallelen  Strahlen,  welche  eine  ebene  Parabel  treffen). 
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14)  Zwei  reelle,  einander  parallele  Ebenen. 

15)  Zwä   conjugirt  imaginäre  Ebmmi,    deren  reelle  Schnittlinie 
unendlicli  weit  liegt, 

16)  Eine  Boppelebme. 

Die  deo  Flächen  beigelegten  Namen  erinnern  an  die  charak- 
teristischen ebenen  Schnitte,  weiche  auf  ihnen  möglich  sind.  Jeder 
reelle  ebene  Schnitt  des  Ellipsoids  ist  eine  Ellipse,  da  dasselbe  keinen 
unendlich  fernen  Punkt  besitzt;  die  Ellipse  zieht  sich  auf  einen  Punkt 
zusammen  {artet  in  ein  Paar  conjugirfc  imaginärer  Geraden  aus),  falls 
die  schneidende  Ebene  zu  den  Tangentenebenen  gehört. 

Bei  den  Hyperboloiden  können  alle  drei  Kegelschnitte  vorkommen. 
Trifft  die  unendlich  ferne  Gerade  der  schneidenden  Ebene  den  unend- 
lich fernen  Kegelschnitt  der  Fläche  in  zwei  reellen  Punkten,  so  ist 
die  Schnitteurve  eine  Hyperbel;  trifft  jene  unendlich  ferne  Gerade  die 
Fläche  in  zwei  imaginären  Punkten,  so  entsteht  als  Schnitteurve  eine 
Ellipse;  berührt  sie  endlich  den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  der 
Fläche,  so  haben  wir  eine  Parabel.  Beim  Hyperboloide  erster  Art 
endhch  kann  der  ebene  Schnitt  auch  in  ein  Linienpaar  ausarten; 
dasselbe  besteht  insbesondere  aus  zwei  parallelen  Linien,  wenn  die 
Ebene  durch  eine  Tangeute  des  uneudlich  fernen  Kegelschnittes  der 
Fläche  hindurchgeht;  beim  Hyperboloide  zweiter  Art  gibt  es  solche 
Liuieapaare  nicht. 

Ebenso  treten  bei  dem  unter  6)  genannten  Kegel  die  drei  Arten 
von  ebenen  Schnitten  auf,  wie  aus  den  Elementen  bekannt  ist,  auch 
das  Linienpaar,  falls  die  Ebene  durch  die  Spitze  geht;  letzteres  artet 
in  eine  Doppellinie  aus  für  eine  Tangentenebene  des  Kegels. 

Aus  dem  elliptischen  Paraboloide  kann  man  nur  Ellipsen  und 
Parabeln  ausschneiden;  letztere  entstehen,  wenn  die  Ebene  durch  den 
einen  reellen  unendlich  fernen  Punkt  des  Paraboloids  gelegt  wird; 
alle  anderen  ebenen  Schnitte  sind  Ellipsen  (bez.  imaginäre  Linien- 
paare). 

Auch  auf  dem  elliptischen  Cylinder  erhält  man  nur  dann  nicht 
eine  Ellipse,  wenn  die  Ebena  den  unendlich  fernen  Punkt  des  Cylin- 
ders  enthält  (d.  h.  einer  Erzeugenden  desselben  parallel  ist);  in  diesem 
Falle  besteht  der  Schnitt  aus  zwei  reellen  oder  imaginären  parallelen 
Geraden  oder  aus  einer  doppelt  zählenden  Erzeugenden, 

Auf  dem  hyperbolischen  Paraboloide  dagegen  lässt  sich  keine 
Ellipse  ziehen,  denn  Jede  Ebene  trifft  das  unendlich  ferne  Linienpaar 
in  zwei  reellen  Punkten.  Im  Allgemeinen  ist  also  jeder  ebene  Schnitt 
eine  Hyperbel;  diese  wird  zur  Parabel,  wenn  die  Ebene  den  Scheitel 
des  Linienpaarea  enthält.    Alle  Linien  der  einen  Erzeugungsart  treffen 


y  Google 


158  Zweite  Abtheilung. 

diejenige  unendlich  ferne  Gerade,  welche  zu  1  n  Lrzei^ei  len  1  i 
anderen  Art  geh"  t  inl  al  o  e'a  nl  le  seilen  Ebene  jaiillel  So 
mit  entsteht  de    Satz*) 

Mne  Ger  ad  wel  Je  ch  bevegt  da  s  se  stets  s  lei  fette  0  tade 
triß  und  äner  festen  Ehe  e  ja  diel  bJeU  erzagt  ein  Ityperbohbci es 
PardboJoid. 

Beim  hype  hol  cl  en  Cyl  nde  aiten  d  e  ehe  e  Schnitte,  welche 
durch  die  unendl  1  f  ae  fep  tz  gele  t  ve  leu  u  Paare  paralleler 
Linien  aus;  alle  au  le  e     geh       w  ederu  n  Hyje  bell. 

Jeder  ebene  Schnitt  des  parabolischen  Gylmders  endlich  berührt 
die  nnendhch  ferne  Ebeue  in  einem  Punkte  der  Doppellinie,  iat  also 
eine  Parabel.  Eine  durch  die  D%ppellinie  gelegte  variable  (d.  h.  sich 
selbst  parallel  bleibende)  Ebene  schneidet  die  Erzeugenden  des  Oy- 
linders  aus. 

Es  wird  unsere  nächste  Aufgabe  sein,  unterscheidende  anaiytisehe 
Merkmale  für  die  verschiedenen  Gestalten  der  Flädien  eweiter  Ordnung 
aufmsieüen,  d.  h.  diejenigen  Bedingungen  zwischen  den  Coefficienten 
der  Gleichung  aufzusuchen,  durch  welche  die  soeben  aufgezählten 
Flächen  analytisch  definirt  werden.  Die  Gleichung  der  Fläche  in 
rechtwinkligen  Punktcoordinaten  sei 

f{x,y,  S!)  =  a,i3^ -\-a^^f   -\- a^s^^   -{- 2a^^xy  -\- 'ia^^ys 

+  2a.^,zx  +  2«,4^  +  ^a^iV  +  ^""m^  +  -^m  =  0 ; 
dann    ist   die    Gleichung    der    nämlichen   Fläche    in    rechtwinkligen 
Ebenencoordinaten: 

A^y  +  A^,v^  +  J.giü'  +  2A,^uv  +  2Ä^^vw  +  2A^^ivu 
^^^  +2Ä^,u  +2^ä^+ 2^4sW  + At  =  *>. 

Die  Gleichung  dea  unendlich  fernen  Kegelschnittes  der  Fläche 
ia  homogenen  Coordinaten  x,  y,  0  (oder  diejenige  des  auf  diesem 
Kegelschnitte  stehenden,  vom  Anfangspunkte  ausgehenden  Kegels  in 
rechtwinkligen  Coordinaten,  eines  Kegels,  welcher  dem  vom  Mittel- 
punkte ausgehenden  Äsyniptotenkegel  parallelläuft)  wird  gegeben  durch: 
(3)  ?)(a',i/,2)=aH^'  +  %a?''  +  %^'  +  2%a-'i/  +  2%i/2  +  2(i3i2s:  =  0. 

Um  zu  entscheiden,  ob  diese  Curve  reell  oder  imaginär  ist, 
■wähle  man  in  der  unendlich  fernen  Ebene   drei  Punkte  iCj,   j/^,   gi; 


*)  Aas  demselben  geht  insbesondere  hervor,  dass  eine  früher  in  der  Tbeorie 
des  linearen  Complexes  benutzte  Fläche  (p.  57)  ala  ein  hyberbolisches  Paraboloid 
zu  be?,eichiien  iat;  vgl.  anch  Fig.  8,  p.  36. 


(1) 
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3^2,  i/a,  ^ai  ^g,  y^,  H  so,  dass  sie  die  Ecken  eines  Polardreieeks  bilden, 
d.  h.  dass  sie  den  drei  Grleichungen 

W   —0^^ — ^*+ — 3^; — y^^—JI, -^  =  0,  .^7., 

genügen.  Es  ist  dies  immer  möglich,  sobald  die  Determinante  des 
Kegelschnittes  (3),  d.  i.  Ä^^,  nicht  verschwindet,  was  vorläufig  ange- 
nommen werden  mag.  Ist  der  Kegelschnitt  reell,  so  werden  zwei 
Seiten  des  Polardreiecka  von  ihm  geschnitten,  d,  h.  einer  der  drei 
Ausdrücke  g){xi,  yi,  s,)  hat  ein  anderes  Vorzeichen,  als  die  beiden 
anderen;  während  für  eine  imaginäre  Curve  (3)  alle  drei  Ausdrücke 
gleiches  Zeichen  haben  (da  sie  nicht  durch  Null  gehen  können). 

Ist  Ä^^  =  0,  so  zerfällt  (3)  in  ein  Linienpaar,  d.  h.  wir  haben 
ein  Paraboloid  oder  einen  Cylinder  vor  uns;  in  der  That  wird  als- 
dann die  Gleichung  (2)  durch  die  Werthe  w  ^  0,  «  ^  0,  w  =  0, 
d.  h.  durch  die  Coordinaten  der  unendlich  fernen  Ehene,  befriedigt. 
Ob  das  Linienpaar  reell  oder  imaginär  ist,  entscheidet  sich  in  der- 
selben Weise  wie  vorhin;  nur  liegt  jetzt  eine  Ecke  des  betreffenden 
Polardreiecks  im  Scheitel  des  Linienpaares,  welcher  sich  in  bekannter 
Weise  bestimmt;  und  es  kommt  nur  noch  darauf  an,  ob  die  Function 
(p  in  den  beiden  anderen  Punkten  dasselbe  Vorzeichen  oder  verschie- 
dene Vorzeichen  besitzt. 

Verschwinden  auch  alle  zweireihigen.  Unterdeterminanten  von 
A^^,  so  fallen  die  beiden  Linien  des  Paares  in  eine  Doppellinie  zu- 
sammen, welche  immer  reell  ist;  von  einem  Polardreiecke  kann  nicht 
mehr  die  Rede  sein.     Zusammenfassend  finden  wir  das  Resultat: 

Kommt  in  der  Heike  der  drei  Ausdriicice  ip {x^ ,y,,0i),  9>  (a^^ ,  J/g ,  s^ ), 
g>(x^,  j/a,  äg)  kein  Zewhenwecksel  vor,  so  ist  durch  (1)  eine  der  unter 
1),  2),  3),  7),  8),  9)  genannten  Flächen  dargestellt;  im  andern-  Falle 
eine  der  Flächen,  4),  5),  6),  10),  11),  12). 

In  analoger  Weise  entscheidet  man,  ob  die  vorgelegte  Gtieicbuug 
überhaupt  eine  reelle  Fläche  darstellt,  und,  wenn  dieses  der  Fall  ist, 
ob  die  Fläche  reelle  gerade  Linien  enthält.  Man  bezeichne  mit  |;, 
ijf,  ^  die  Coordinaten  der  vier  Ecken  (i  =  1,  2,  3,  4)  eines  beliebigen 
Polartetraeders;  dieselben  genügen  also  den  sechs  Gleichungen: 

(5)  — 21--^*  +  -- 3^;— >?*+— älT— ^H W~=^' 

wobei  für  den  Augenblick  t  als  vierte  homogene  Variable  in  f  ein- 
zuführen ist.  Eine  imaginäre  Fläche  nun  wird  von  keiner  Kante  des 
Polartetraeders  reell  durchsetzt;  für  sie  haben  also  die  vier  Ausdrücke 
/■(gi,  tjj,  &)  gleiches  Vorzeieben. 
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Ist  die  Pläelie  reell  und  geradlinig,  so  wird  sie  von  jeder  Ebene 
in  einem  reellen  Kegelschnitte  geschnitten.  In  jeder  Ebene  des  Polar- 
tetraedera  bilden  die  drei  Kanten  ein  Polardreieck  in  BeKng  auf  die 
in  ihr  liegende  reelle  Sehnittcurve;  von  je  drei  solchen  Kanten  müssen 
daher  zwei  die  Fläche  in  reellen  Punkten  treffen,  Fasst  man  alle 
sechs  Tetraederkanten  ins  Auge,  so  sieht  man  leicht,  dass  dies  nur 
möglich  ist,  indem  zwei  gegenüberliegende  Kanten  die  Fläche  in 
imaginären,  die  yier  Übrigen  hingegen  (welche  ein  windschiefes  Viereck 
bilden)  in  reellen  Punkten  schneiden.  Von  den  vier  Functionen 
/"(l;,  ijf,  £)  sind  daher  zwei  positiv,  die  beiden  anderen  negativ. 

Haben  dagegen  drei  dieser  vier  Ausdrücke  anter  einander  gleiches 
Vorzeichen,  während  dem  vierten  das  entgegengesetzte  zukommt,  so 
haben  wir  es  mit  einem  Ellipsoide  oder  einem  Hyperboloide  zweiter 
Art  zu  thun.  Die  Entscheidung  hierüber  wird  durch  Untersuchung 
des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  in  besprochener  Weise  getroffen. 

Die  Untersuchung  des  letztem  kann  man  mit  der  Betrachtung 
des  soeben  benutzten  Polar tetraüdera  enger  verbinden,  indem  man 
eine  der  Tetraeder-Ebenen  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  zusammen- 
fallen lässt.  Jeder  Strahl,  welcher  durch  die  gegenüberliegende  Ecke 
geht,  wird  dann  von  der  Fläche  einerseits,  von  der  Ecke  und  seinem 
unendlich  fernen  Punkte  andererseits,  harmonisch  getheilt,  d.  h.  jede 
durch  den  Pol  der  unmdlich  fernen  Ebene  gelegte  Sehne  der  Fläche 
wird  von  diesem  Fole  halbirt.  Der  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene 
heisst  deshalb  der  Mittelpunkt  der  Fläche;  eine  durch  ihn  gelegte  Sehne 
heisst  ein  Durchmesser  der  Fläche.  Es  ist  leicht,  seine  Coordinaten  an- 
zugeben. Die  Beziehung  zwischen  Pol  und  Polarebene  wird  für  die 
Fläche  (1)  durch  folgende  Gleichungen  vermittelt: 


0X  =  Ai«  +  Ai'"  +  Ali"  +  A, 
ep  =  A,sU  +  ^at)  +  A^^w  +  A^^ 
sz=A,,u  +  A^,v-\-A,,w-\-A,,, 

ff        =  J-j^M   +    Jg^D-j-  j4„4W+  A^^. 

=  0,  m;  =  0; 


QU  =  a^^x  +  %)/  +  %s  +  ß, 
Qv  =  <^^x  -(-  «agj/  -{-  %2  -f  ß, 

Die  unendlich  ferne  Ebene  hat  die  Coordinaten  u 
die  Coordinaten  des  Miüeyntnktes  sind  daher: 

Der  Mittelpunkt  existirt  natürlich  nur  bei  den  Ellipsoiden,  Hyper- 
boloiden und  Kegeln;  er  liegt  unendlich  weit  bei  den  Paraboloiden 
und  Oylindern;  er  ist  unbestimmt  beim  Ebenenpaaro  und  bei  der 
Doppel  ebene. 
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la  diesen  Mittelpunkt  legen  wir  also  eine  Ecke  des  Polaitetrat.dpi'i, 
die  drei  anderen  liegen  dann  in  der  unendlich  fernen  Ebene  und  bilden 
daselbst  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  den  unendlitih  fernen  Kegehehuitt 
der  Fläche.  Will  man  die  Koordinaten  derselben  in  (1)  einsetzen, 
so  braucht  man,  da  sie  unendlich  gross  sind,  nur  die  Gliedei  zweitei 
Dimension  zu  berücksichtigen,  um  das  Vorzeichen  der  entstehenden 
Aggregate  zu  beurtheilen.  Statt  der  vier  Ausdrücke  fi^i,  rji,  %^  hat 
man  also  nur  den  einen  /■(!,  ij,  Q  mt  herecfmm  und  ausserdem  dieselben 
drei  Ävsd/rüclte  ip  (xi,  yi,  ßf)  mi  hcmutzm,  deren  wir  bereits  hei  Unter- 
suchung des  tmendlich  fernen  Kegelschnittes  der  Fläche  bedurften. 

Nun  wird 

Aif{^,  V'  0  =  K<fnAi  +  (^nAi,  +  «11^31  +  ^uAi) 

-f-  ^(«ai-^ii  "1"  ^i3-^2i  +  f^3-^S4  "i"  '*24-^4j) 
+       (t4,^u+ßis-^M  +  «43^34    +«41^«) 

=    A. 
Das  Vorzeichen  von  /■(!,  rj,  Q  ist  daher  dasselbe,  wie  dasjenige  des 
Produetes  A  -  A^^. 

Die  Resultate  dieser  analytischen  Untersuchungen  fassen  wir  in  der 
folgenden  Tabelle  zusammen,  indem  wir  wieder  obige  seehszehn  Flächen 
aufzählen,  sie  aber  jetzt  nach  einem  etwas  anderen  Principe  eintheilen. 
In  dieser  Tabelle  bedetdet  A  die  Determinante  der  Fläche,  An  die  mmi 
Elemente  Uik  gehörige  Unterdeterminante;  Xi,  pi,  j^t  sind  (für  j  =■  1, 2, 3> 
die  Coordinaten  dreier  tmendlich  fernen  PunMe,  deren  Verhältnisse  den 
Qleidmngm  (4)  genügen*);  tp  (au,  !/;,  Si)  =  ipi  ist  durch  (3)  deßnirt. 

I.  Flächen  mit  nicht  verschwindender  Döterminante: 

Ä)  -44,^0,  Flächen  mit  MittelpunJd. 
1)  Die  viel  Aufcdiueke  A   A^^,  ipi   <f     if   h^b  n    1  itliLij  Zuchen 
ijes  EUipsoid     } 


*)  Naoh  dtL  80gleii,h  bu  erlautcinden   BBEPieliimEj,^wei?e  Bin!  des  die  Li 
Oidinaten   dei   ineudlicli   fernen   Punkte    TOn   diei   einander   coijuguten  Duich 


**)  Da  •'iah  Ä  bei  imearer  Tüsnsfoimation  der  Cooidmaten  am  um  daa 
Quadiaf  der  Sub^titution^detei  min  ante  ändeit  und  bei  Beaiehung  auf  ein  Polai 
tetiieder  gleich  dem.  Produete  der  \ier  Coyftcieuten  wird  so  fojgt,  dass  die 
Determinante  A  m  diesem  Falle  und  im  Fille  3)  stete  positiv  ist  In  der  Ebene 
kann  das  Yorzeichen  der  Deteiminaute  eines  Kegelsoknittes  nubt  m  analogei 
Weise  lestmmendm  Eiuflues  baten  di  diese  Deteiminaote  ihi  Zeicben  ändeit 
aolall  die  Zeichen  ^ll^,l   Coeffieienten  geindeit  weiden 

C       1  \ols      £  1    1  11 
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2)  Die  Ausdrücke  g)j,  <p^,  g^j  haben  unter  sich  gleiches  Vor- 
zeichen, das  Product  A  •  A^^  hat  das  entgegengesetzte  Zeichen: 
Seelles  EUipsoid. 

3)  Von  den  vier  Ausdrüclten  A-A^^,  <p^,  ip^,  tp^  sind  zwei 
positiv,  die  beiden  anderen  negativ:  Einschaliges  Hyperboloid 
(geradlinig). 

4)  Zwei  der  Ausdrücke  ipi  haben  dasselbe  Vorzeichen  wie  das 
Produet  A  ■  A^^,  aber  ein  anderes  wie  der  dritte  Ausdruck 
(p:  Zweischaliges  Hyperboloid. 

B)    A^i^O,  Faraboloide. 
Einer   der  Punkte  xi,  j/;,  St  (sagen  wir  x^,  y^,  s^    fällt  in  den 
unendlich  weiten  Mittelpunkt;  und  es  kommt  nur  noch  auf  die  beiden 
anderen  an. 

5)  ^j  und  (p^  haben  gleiches  Vorzeichen:  Elliptisches  Paraloloiä, 

6)  lp^  und  ^i^  haben  verschiedenes  Vorzeichen:  Hyperbolisches 
IParäboloid  (geradlinig). 

II.   Flächen  mit  verschwindender  Determinante:  ^  =  0, 

während  nicht   alle   ersten   Ünterdeterminanten   Null   sind, 

A)    A^^  ^  0,    eigentliche  Kegel. 

7)  <p^,  <p^,  (p3  haben  gleiches  Vorzeichen:  Imaginärer  Kegel. 

8)  (p^,  <p^,  <p^   haben  nicht  gleiches  Vorzeichen:  Heeller  Kegel. 

B)   Ai  =  0>   Cylinder. 
Der   Punkt  a;^,    j/g,   %    fallt  in    die    unendlich  ferne   Spitze   des 
Cy  linders. 

9)  g)j  und  rp^  haben  gleiches  Vorzeichen:  Elliptischer  Cylinder. 
10)  ^1  und  (p^  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen:  Hyperbolischer 


11)  ipi  =  0  und  <p^  =  0,  d.  h.  es  verschwinden  alle  Unterdeter- 
minanten von  A^^i  Parabolischer  Cylinder. 

ni.    Flächen,  bei  denen  alle  ünterdeterminanten 
sten   Grades,   nicht  aber  diejenigen   zweiten   Grades   ver- 
schwinden: Ati  =  0. 

12)  ip-i  nnd  tp^  haben  gleiches  Vorzeichen:  Imaginäres  Ebenenpaar. 

13)  ipi  und  rp^  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen:  Beelles  Ebmien- 
paar. 

14)  ip^  =  0,   9)3  =  0  (alle  ünterdeterminanten  von  ^^4  sind  Null): 
Zwei  parallele  Ebenen. 

Dieselben  sind  reell,   falls  f^  und  /^  verachiedeiie;  Vorzeichen 


y  Google 


Die  riiiülien  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse.  163 

haben,   wobei  fi  =  f(Xi,   y;,  Si)  gesetzt,   und  der  Punkt 
Xi,  j/i,  g^  zu  a^g,  j/g,  Sg  conjngirt  ist. 

15)  Dieselben  sind  conjngirt  imaginär,  falls  /\  und  /ä  gleiche  Vor- 
zeichen aufweisen. 

IV.    Flächen,  bei  denen  alle  Unterdeterniinanten  zweiten 
Grades  verschwinden. 

16)  Eine  Doppelebene. 

Die  Berechnung  der  charakteristischen  Ausdrücke  (p^,  tp^,  fp^ 
kann  man  sieh  dadurch  vereinfachen,  dass  man  die  Ecken  des 
benutzten  Polardreiecks  zu  dem  Goordinatendreiecke  in  besondere 
Beziehung  setzt.  Sei  z.  B.  %  ^0,  g.^  =  0,  so  sind  noch  folgende 
aas  (4)  hervorgehende  Gleichungen  zu  befriedigen: 

(«iii^B  +  «13^3  +  a^zh)^  +  («si^a  +  «3a2/3  +  «ä3^a)S'a  ==  0, 

und  dieselben  werden  identisch  erfüllt,  wenn  mau  setzt: 

ea^i  =        «321      öa:a  =  0,      Tfl:^  i^  J.|3,^4  =  ßjgßgg  —  (J3ga,g, 

p^l    ^  0,  ßS'g    =  0,        TSg    =  .^33,44  =  »11  «22   —   «13- 

Man  Jcamn  daJm-  die  Äusärildce  tp^,  ip^,  q>^  bez.  ersetzen  durc/i 
oder  auch  durch 

Diese  und  andere  analoge  Verbindungen  der  Coefficienten  ent- 
scheiden gleichzeitig  darüber,  ob  eine  gegebene  Fläche  (abgesehen 
von  ihrer  Beziehung  zur  unendlich  fernen  Ebene)  geradlinig  ist  oder 
nicht,  wie  aus  der  Tabelle  hervorgeht,  nämlich:  Eine  Fläche  hat 
reelle  Geraden,  wenn  von  den  vier  Aasdrücken  Ä-A^,  (oiia^^  —  aljA^^, 
(«jißgg  —  «ia)«a2i  "aa  ^^^  positiv  «wd  swei  negativ  sind,  oder  wenn 
(falls  ^4^  =  0  ist)  «gj  und  öjiOäa — a^^  entgegengesetzte  Vorgeiehen 
haben.  Versehwindet  zufällig  einer  der  beiden  letzteren  Ausdrücke, 
so  sind  die  drei  Hülfspunkte  Xi,  ?/;,  S;  anders  zu  wählen. 

Hiermit  ist  eine  früher  nur  in  Bezug  auf  ein  besonderes  Coor- 
dinaten-Tetraeder  beantwortete  Frage  (vgl.  p.  145)  allgemein  erledigt. 
Allerdings  muss  hervorgehoben  werden,  dass  unsere  obige  Uebcr- 
legung    auf   das   Engste    mit   der   auf   ein  Polartetraeder  bezogenen 
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tanoniseheii  Form  zusammenliangt,  denn  es  kameu  eben  die  Wortlie 
der  Function  f  (p,  y,  ^)  in  den  Ecken  eines  solchen  Tetraeders  in 
Betracht.  Man  könnte  dies  noch  weiter  durch  wirkliche  Durchführung 
der  Transformation  verfolgen*);  doch  unterlassen  wh'  es,  darauf  ein- 
zugehen. 

Im  Vorstehenden  benutzten  wir  ein  PoJartetracder,  dessen  eine 
Ebene  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  zusammenfällt,  dessen  eine 
Ecke  also  im  Mittelpunkte  der  Fläche  liegt.  Die  drei  Kanten  eines 
solchen  Tetraeders,  welche  im  Mittelpunkte  zusammentreffen,  nennt 
man  einander  conjugirte  Durchmesser;  vorausgesetzt  wird  natür- 
lich, daas  man  es  mit  einer  Mittelpnnktsfläche  zu  thun  hat.  Ein 
solches  2Hpe?  conjugirter  Durchmesser  hat  demnach  die  Eigenschaft, 
dass  die  conjugirte  PoUwe  eines  jeden  die  vmendlich  fernen  Tunkte  der 
beiden  anderen  verbindet. 

Man  sagt  auch,  dass  der  eine  dieser  drei  Durchmesser  conjugirt 


*)  Man  findet  die  ClaBsiflcatiou  der  ffläcliea  zweiten  Ghades  im  Ansuhluase 
an  dieses  Transform ationapioblem  eingehend  behandelt  in  Plücker'a  System  der 
Geometrie  des  Raumes  (1846),  p.  54  ff.  und  81.  Die  wirklich  berechneten  CoEf- 
flcienten  der  transformirten  Form  entscheiden  durch  ihre  Vorzeichen  äher  die 
Hatuc  der  Flache.  Die  Berechnung  dieser  Coefficienten  gestaltet  sich  nach  den 
TOn  Jacobi  (1856,  Grelle 's  Joarnal  Bd.  53),  Weierstraas  nnd  Kronecker  ge- 
gelenen  Methoden  eleganter  und  einfacher;  vgl.  Gundelfinger'a  Darstellung 
in  den  beiden  ersten  Supplementen        d  'tt     A  flig  Hesse's  Vorlesungen 

über  analytische  Geometrie  des  R  m  J  I  U  tersuchuBg  (die  nach 
Borchardt's   Zneatze,    ib.  p.   28a  d  m  J  h         847    tammt)   bezieht   sich 

anf   den    allgemeineren    Fall    hilin  P    m  t  mmt     ber  für  quadratische 

Formen  von  viev  homogenen  Var    hl       m  E      !t  t  t  Plücker's    früherer 

Untei-äuehung  (für  beliebig   viele  V        hl  Ol  ft.)   überein.     Letztere 

enthält  implicite  das  Sylvester  h  Ti  h  tag  t  f  1.  oben  p.  145).  — 
Die  verschiedenen  Typen  von  allg  m  Fla  h        w    t      Grades  sind  zuerst 

vonEnler  aufgestellt,  Introductio  ly         fi    t      m      1  II,  appendis,  eap.V, 

1748;    er  bezeichnet  die  Fläche  2)  1  t  t      T  b  U    als  Ellipaoid,   3)  als 

elliptisch-hyperbolische,  4)  ala  hyp  t  1  h  hjp  b  b  h  5)  als  elliptiBch-para- 
bolische,  6)  als  parabolisch-hyp  b  1  h  Fla  h  1  heute  gebrauchlichen 
Namen  sind  von  Monge's  Schule  \      E     1     p  lyt    hnique   eingeführt.  — 

Die  Eotationafiächen  (sicher  die  K  g  1  d  Cyl  d  )  w  vielleicht  schon  von 
Enclid  in  dessen  verloren  gegange  S  h  ft  b  h  1  It  (  gl.  Chasles'  Aper9u 
historique,  Note  II  und  Heiber  L  tt  g  h  hti  h  Studien  über  Enclid, 
Leipzig  1882,   p.    79).  —  Die   ge    d       L  f  d  m  Eotationshyperboloide 

(damals   hyperbolisches   Cylindroid   g  t)   w     d  Wren  (PMlosophical 

TransactJons  1669,  p.  961)  nnd  Pa         t  (1698  d         1        p.  3  citirten  Schrift, 

t.   II,    p.    645  und   t.  III,    p.    470)   e  td    kt,        f    1  11g  meinen  geradlinigen 

Flachen  von  Monge's  Schülern,  besonders  Cbaales  (vgl.  a.  a.  0,  p.  341  und 
oben  die  Note  eu  p.  69). 
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sei  zu  der  Ebene  der  beiden  anderen.  Der  Fol  einer  DiametroMiene 
ist  also  der  unendlich  ferne  FunU  des  Ar  conjugirten  Diirckmessers. 
Aus  den  Eigenschaften  der  harmonischen  Theilung  folgen  sofort  die 
Sätze: 

Alle  Sehnen  der  Fläche,  welche  zu  demselben  Durehnieaser 
parallel  laufen,  werden  Ton  der  zu  diesem  Durchmesser  conjugirten 
Diametralebene  halbirt. 

Alle  Sehnen,  welche  einer  Diametralebene  parallel  sind  und  den 
iiir  conjugirten  Durchmesser  treffen,  werden  durch  letKteren  halbirt. 

Die  unendlich  ferne  Gerade  einer  Diametral  ebene  ist  die  conju- 
girte  Polare  des  der  Ebene  conjugirten  Durchmessers. 

Die  Tangenten  ebenen  der  Fläche  in  ihren  Schnittpunkten  mit 
einer  Diametralebene  umhüllen  einen  Cjlinder,  dessen  Kanten  zum 
conjugirten  Durchmesser  parallel  laufen. 

Benutzt    man    die    conjugirten   Durchmesser    eines    Tripels    als 
Axen   eines    schiefwinkligen   Coordiuaten Systems   (p.  94),   so   können 
nach  den  Sätzen  über  Polartetraeder  nur  die  Quadrate  der  Variabein 
vorkommen;  die  Gleichung  der  Fiäche*)  wird  also  von  dqi-  Form 
ai' +  J>f -\- ci^ -t  d  ^  0 . 

Es  ist  nun  sehr  wichtig,  dass  man  immer  ein  Tripel  conjugirter 
Durdimesser  bestiminen  hinn,  welche  auf  einander  senhrecht  stehen, 
weiche  also  ein  naturgemäss  ausgezeichnetes  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  an  die  Hand  geben.  Die  Existenz  dieses  Systems  nach- 
zuweisen, und  die  Transformation  auf  dasselbe  durchzuführen,  soll 
unsere  nächste  Aufgabe  sein. 

Hat  die  vorgelegte  Fläche  keinen  Mittelpunkt,  so  ist  die  eben 
erwähnte  Transformation  nicht  möglich;  man  wird  dann  andere  aus- 
gezeichnete rechtwinklige  Axensysteme  aufsuchen,  um  eine  besondere 
Gleichungsform  für  die  Fläche  herzustellen. 

V.  Transformation  der  Mittelpunktsflüohen  auf  die  Hauptaxen. 

Im  Folgenden  wird  das  Nichtv  er  seh  winden  von  A^^,  d.  h.  die 
Existenz    eines   Mittelpunktes,  vorausgesetzt.     Führen    wir   zuniichst 

*)  Aus  dieser  Form  lassen  sich  zahlreiche  metrische  Sktae  über  die  Längen 
(Pi  äj  *■)  ''sr  conjugirten  DurchmesBer  ahleiten;  vgl.  Livet  (Journal  de  Töcole 
polytechnique,  cah.  13,  1806),  Binefc  {ib.  call.  16,  1813),  Chasles  (Correapon- 
danoe  sur  Vöcole  polytechnique  3,  1814  —  16,  imd  Me'moire  de  gfomötrie,  Anhang 
Euni  Apercu  historiiiue,  p.  823  iF.);  Plücker  (System  der  Geometrie  des  Eanraes, 
p.  160  ff.);  vgl.  Bd.  I,  p.  93ff. 
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len  1  tzte       als   Coordinaten-Änfangspuakt  ein.     Die    iirsprüii gliche 
Cle  1  m    der  Fläche  sei 

(1)  X    +  (i.,^ir  +  a^^P  +  "ia^^x'y  +  . . .  +  2«na;'  +  . . .  +  «.m  =  0. 
Wir  setzen 

v'  =  y  +  n, 
>  -i  +  t, 

wobei  ^,  Tj,  i,  durch  die  Gleichungen  (6),  p.  160  als  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  definirt  sind.     Wir  haben  also; 

ajj§  +  "is^  4"  <^'iz^  +  %4  =  0; 
Oa,  I  +  «sB^  +  «23  &  +  <*ai  =  0 , 

%l  +  «32'?   +«83$+  «34  =  0, 

%g  +  %^  +  «.3S  +  %='4-; 

und  hieraus: 

«u^'  +  «122/'  +  «13^'  +  «u  =  «11  i»  +  «la!/  +  «13«, 
«äia;'  +  ffla2!/'  +  «28^'  +  «si  ==  %*  +  «ääJ/  +  «s8«, 

<hl^'  +  «33^/'  +  «33^'  +  «84  =  «31^:  +  OflgJ/  +  «83^, 

a^iX'  +  ß,3j*'  +  «,3/  +  «44  =  a^^x  +  «i^y  +  a^^B  +  ^  ■ 

Mnltiplicirt  man  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  bez.  mit 
x' ,  y' ,  b' ,  1  und  die  rechten  Seiten  bez.  mit  x-\-%,  ?/  +  )j,  s-\-t,,  1, 
so  entsteht  nach  Addition  aller  vier  Gleichungen  links  der  Ausdruck 
(1);  die  Gleichung  der  Flache  wird  daher; 

(2)  aii3:^  +  ü!ja/  +  a3sS^  +  2«,sÄy  +  2(«33y5  +  2%S3;  +  2- 0. 

Die  in  x,  y,  s  linearen  Glieder  sind  also  herausgefallen,  was  wir 
nach  den  Eigenschaften  des  Mittelpunktes  hätten  voraussehen  können. 
Die  Formel  (2)  gilt  für  die  beiden  Hyperboloide,  das  Ellipsoid,  die 
imaginäre  Fläche  und  den  (reellen  oder  imaginären)  Kegel;  denn 
durch  das  Verschwinden  von  A  wird  unsere  Ableitung  nicht  gestört. 
Die  vermöge  (2)  zu  einem  Punkte  x,  y,  s/  gehörige  Polarebeno 
M,  1!,  w  ist  gegeben  durch 

^u  =  a„x  +  üi^y -\-  a^^s , 

QV  =-  «3,3^  +  a,sy  +  «23^,        ^'^J^J 

die  Gleichung  der  Polarebene  von  x,  y,  s  ist  daher 

(3)  Xu -^  Yv-ir  Zw  ■\-   ~  =  0 . 


yGoosle 


Die  Pläcben  zweiter  Ordnung  uud  zweiter  Klaase.  167 

Wir  stellen  nun  die  Aufgabe,  äie  zu  einem  gegebenen  Dwchmesser 
„conjugirte  Ebm^'  su  ■finden  (vgl.  p.  164f.).  Es  seien  X,  ^,  v  die  ßich- 
tungswinkel  des  Durchmessers;  B,  bedeute  die  Entfernung  des  Punktes 
X,  y,  s  vom  Mittelpunkte,  so  dass 

a:  =  iS  cos  A,    y  =  ü  cos  jt,    ^f  =  ü  cos  v. 
Diese  Werthe   setzen  wir  in  (3)  ein,   diyidiren  mit  M  und  lassen  R 
ins  Unendliche  wachsen;  denn  die  conjugirte  Ebene  ist  ja  die  Polar- 
ebene  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Linie  A,  (i,  v.    Die  Gleichung 
der  gesuchten  Ebene  wird  daher; 

X(«i,  cos  l  •{-  (tjj  cos  f(  -\-  ffijg  cos  v) 
-\-   3r(ögi  cos  i.  +  «22  '^*'ä  f*  ~l"  ''^23  *^o^ '") 
+  ^(%i  cos  k  -{-  «32  ^'^^  /*  "H  ''ss  coa  v)  =  0. 
Die   Kichtungswinkel  «,  ß,  y  ihrer    Normalen    findet   man    demnach 
durch  die  Gleichungen 

p  cos  a  ^  »n  cos  k  -\-  «12  cos  (t  +  ''is  <^os  v, 

(4)  p  cos  ß  ^  0,21  <^o^  ^  "H  ''as  cos  j;t  +  a^^  cos  v, 
0  cos  y  =  ßgj  cos  X  -\-  a.jg  cos  ft  +  «53  cos  v, 

worin  p   sich   durch    die    Forderung    eos^  c  -\-  cos^  ß  -\-  cos^  j^  =  1 
bestimmt 

Insbesondere  kann  es  eintreten,  daes  die  Winkel  a,  ß,  y  bea. 
mit  den  Winkeln  A,  ft,  v  zusammenfallen.  Ein  Dwchmesser,  wekher 
so  SU  seüter  conjitgirten  JEhene  senlurecM  steht,  Jieisst  eine  Hauptaxe 
der  Fläche.  Um  eine  solche  zu  finden,  lasseni  wir  in  (4)  die  er- 
wähnten Winkel  zusammenfalien  und  erhalten 

(dji  —  9)  cos  a  -\-  «jä  cos  ß  -\-  ö!,3  cos  y  =  0, 

(5)  Ogi  cos  a  -j-  (ßj2  —  p)  cos  /3  -f-  a^^  cos  y  =  0, 
«sj  cos  ß  +             (I32  cos  ^  +  {«33  —  e)  cos  5^  =^  0, 

und  hieraus  eine  cubische  Gleichung  für  p: 


(6)  ^{p)= 


=  0 


«31  «33  «33   —    9    I 

^  ^,4  —  e  [(«na^a  —  ß,/)  +  Ka%3  —  «ss')  +  («33«h  "  «.s')] 

Es  seien  nun  p,  p'  zwei  von  einander  verschiedene  Wurzeln 
dieser  Gleichung;  zu  p  gehören  vermöge  (5)  die  Winkel  a,  ß,  y,  ebenso 
zu  p'  die  Winkel  «',  ß',  y'  vermöge  der  entsprechenden  Gleichungen 
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p'  cos  a'  =  ßji  cos  ß'  -|-  (Tjä  cos  ^'  -\-  «jg  cos  y' , 
(5a)  ß'  cos  ^'  =  dj,  cos  «'  +  üSgg  cos  /3'  +  o^j  cos  y', 

p'     cos    y'     =    ögj     cos     ß'     -|-    (Igg    COS    /5  '    -|-    (»33    COS    J- '  . 

Die  letzteren  Gleichungen  miiltipKciren  wir  mit  cos  a,  cos  jS,  cos  y 
nnd  addiren;  dann  entsteht  rechts  dieselbe  Sumiae,  welche  man 
mittelst  der  andlogen,  aus  (5)  zu  entnehmenden  Gleichungen  durch 
Multiplication  mit  cos  (>■',  co-'  /5',  eos  y'  und  Addition  auf  der  rechten 
Seite  erhält.     Es  folgt  somit 

(7)      (p  —  p')  (eos  K  cos  a  -j-  cos  ^  eos  ^'  +  cos  y  cos  j'')  =  0. 
Dieses  Resultat  lässt  uns  zunächst  erkennen,  dass  die  drei  Wurzeln 
von  (6)  stets  reell  sind.     Wäre  nämlich 

eos  o;  =  p  -(-  ij)' ,     cos  ^  =  2  +  i<i  ,     cos  y  =  r  +  «»'', 
so  müsste  es  eine  zweite  Wurzel  p'  geben,  für  welche 

cos  «'  =  jp  —  if' ,     cos  ß'  ^  q  —  iq',     cos  y'  =  r  —  ir' 
wüi'de;  dann  aber  würde  aus  (7)  folgen; 

p-+p'  +  q'^-q"  +  ,-'  +  r"-0. 
Die   Wurzeln  der  Gleichung  (6)  sind  also  immer  reell^'). 

*)  Die  Esisteuz  der  drei  zu  einander  recht  winkligen  conjugii'ten  Dui-ck- 
measer  wurde  von  Monge  und  Hachette  gefunden  (1S03,  Journal  de  l'Ecole 
poljieehnique ,  cah.  11,  p.  153ff.).  Auf  Gleichung  (6)  wurde  das  Problem  von 
Hachette  und  Poisaon  KutückgefQhrt  und  gleichzeitig  die  Realität  der 
Lösungen  gezeigt  (ib.  p,  170).  Dieselbe  Gleichung  tritt  auch  in  der  Theorie 
der  säonlaren  Störungen  der  Planeten  auf  (Laplace,  Memoires  de  raoad^mie 
de  Paris,  1772,  t.  2,  p.  293  und  363),  die  Realität  ihrer  Wurzeln  wurde  von 
Lagraage  Buerst  bewiesen  (Mömoirea  de  Tacadömie  de  Berlin,  1773,  p.  108), 
fflr  entsprechende  Determinanten  mit  «  Reihen  von  Cauchy,  Exerciaes  de 
math^matiques ,  1820,  t.  4,  p.  140,  Jacobi  (1812,  Crelle's  Journal  Bd.  12)  iind 
Sylvester  (1S52,  Fhilosopbical  Magazine  vol.  2).  Hiermit  ateht  im  Zusammen- 
hange, daas  sich  die  Discriminante  der  fraglichem  Gleichungen  als  Snmme  von 
Quadi'aten  darstellen  lässt,  wie  Kummer  (Crelle's  Journal  Bd,  30),  Jacobi 
(ib.  Bd,  30),  Borchardt  (Liouville's  Journal,  t.  12,  und  Crelle's  Journal  Bd.  30, 
1846),  Hesse  (ib.  Bd,  57  und  „Vorlefinngen") ,  Bauer  (ib.  Bd.  71),  Geysor 
(ib  Bd  83)  und  Souiander  (Lionville  i  Journal  1879)  gezeigt  haben.  —  Dei- 
S%tz  ubei  die  Realität  der  Wui?eln  bleibt  bestehen,  wenn  man  dllgemoiner  eine 
aus  den  «.  Llementea  «,j^  +  gc,^  zu  bildende  Determioante  (wo  a^j,  =  «j,; , 
Cjj,  =  Cj,)  gleich  Null  setzt  untei  dei  VoraubsetEung,  diss  die  quadratische 
Form  SZCjf_x  J.f_  eine  defimte  &ei,  d  h  fni  alle  leellea  Werthe  der  »t  Variaboln 
nur  positive  "Werthe  annehme  vgl  besonders  für  mehifiche  WurKeln  Weier- 
strass  und  Kroneokor,  Beilinpi  Monatsbouchte  ls5ö  und  1808.  Nach 
Clebaoh  (1862,  Crelle's  Journal  Bd  6J)  wud  aui-h  /ugelissou,  dass  o^^  au  «j. 
eonjngirt  comples  sei.  —  Die  Bputimmucg  der  Eauptasen  bei  Annahme  schief- 
winkliger Coordinaten  (p.  04)  T.t  von  Pluchpi  (a  i  0  p.  212  ff,)  beha.ndelt. 
Für  das  Eauptaxenproblenj  vgl    auth  unten  p   184  f   und  25ö  ff. 
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Sind  sie  überdies  von  einander  verschieden,  so  gibt  es  drei  Hau/pt- 
axen  für  eine  MÜklpmiktsfläcke;  und  in  Folge  von  (7)  steht  jede  Battpt- 
axe  auf  den  bdden  änderet  senJcrecht. 

Hat  man  eine  Wurzel  q  von  (6)  berechnet,  so  findet  man  iius  (5), 
wenn  zia  die  Unterdeterminanten  von  ^{q)  bedeuten, 


a  :  cos  ß :  cos  j-  =  ^^ 


^,.:^,. 


=  ^n, 


cos'cc         :cos«cüs|3 

cos  a  cos  Y, 

cos  |3  cos  « :  cos^  ß 

cos  (3  cos  3', 

cos ;-  cos  ffi ;  cos  y  cos  ß 

cos^y, 

licos  j?cos  y  =  ^23' 

«eosycos«  =  4,j, 

(jcosK  cos  (5=  J^^, 

3^(e) 


m  cos'  « 

(8)  m  cos^  ß  ^  ^^ 
m  cos^  y  ^  ^g 

wobei  m  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

(9)  m  =  ^u  +  z/,2  +  z/33 

Für  eine  Doppelwursel  q  versdiwinden  sämmtliche  Unterdekrmi- 
nanten  vim  ^(p),  denn  wegen  (9)  ist  dann  »»==0,  und  folglich 
wegen  (8)  auch  z/,j;  =  0.  In  diesem  Falle  gibt  die  einfache 
Wiirzel  der  Gleichung  noch  eine  völlig  bestimmte  Hauptaxe.  Ist 
aber  0  die  Doppelwurzel,  und  setzt  man  in  (5)  p  =  ^,  so  sind  zwei 
der  drei  GleichuQgen  eine  Folge  der  dritten;  zu  der  Wurzel  6  gehört 
daher  kein  bestimmtes  System  von  Richtungswinkeln  «,  ß,  y;  viel- 
mehr ist  jetzt,  wie  wir  sehen  werden,  jeder  Durchmesser  als  Haupt- 
axe anzusehen,  welcher  zu  dem  zuerst  gefundenen  senkrecht  steht. 
In  der  That  müssen  wegen  ^mio)  =  0  die  Coefficienten  der  Glei- 
chungen (5)  einander  proportional  sein,  und  man  kann  setzen : 
0,1  —  ff  ==  ^jKi,       flg3  =  /I2M3  =  (t^Ka, 

«3ä  —  Ö  =  f*ä«S.         «31  =  >>-i«l  =  (ti^g, 

die  Zahlen  ft,-  verhalten  sieh  also  wie  die  jt;;  läsat  man  noch  einen 
hinzutretenden  Proportionalitätsfactor  in  die  Definition  der  Zahlen  x; 
eingehen,  so  wird  auch: 

(10)  ß^j  =  ö  +  %^',      «Bi  =  %^x„ 


Aus   diesen  Gleichungen  hat  m 
Einführung  der  letzteren  in  die 


(11) 


e(^ä  +  y'  +  ^^)  +  (v., 


an  die  Grössen  xi  zu  bestimmen;  die 
Gleichung  der  Fläche  ergibt  sodann 

;  +  «,S  +  «,«)■  +  -/-  =  0. 
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Die  hier  ausgezeichnete  Ebone  x/x  -j-  x./y  -\-  x^g  =  0  steht  seiila-echt 
KU  der  einen  noch  ¥ÖUig  bestimmten  Hauptaxe;  denn  aus  (5)  und 
(10)  folgt 


r.,  cos  I.  +  «,  cos  ß"+  X,  coa  7  cos  «  cob  ß  coa  y 
Von  dieser  Ebene  wird  unsere  Fläche  in  einem  Kreise  geschnitten, 
demselben,  welchen  anf  ihr  die  Kugel  0A^^(x''  -{-  y^  -}-  ^^)  =  Ä  aus- 
schneidet; ebenso  ist  die  Schnitteurve  unserer  Fläche  mit  irgend 
einer  parallelen  Ebene  (für  die  also  x^x  -\-  x^y  +  x^s  =  Const.) 
ein  Kreis. 

Hat  also  die  Gleichung  ^(q)  =  0  eine  Boppelwurgel,  so  ist  die 
vorgelegte  Fläche  eine  EotaUonsfläche,  deren  Js:e  durch  die  noch  vor- 
handene einfache   Wurzel  q  mittelst  (5)  bestimmt  wird. 

Vermöge  einer  orthogonalen  Substitution,  deren  erste  Gleichung 
lautet: 

(IIa)  y^^  -}"%*  +  ''s^  -^  =  ''i*  +  ^%y  +  ^b^> 

während  die  beiden  anderen  nicht  vollkommen  bestimmt  sein  können, 
führt  man  leicht  neue  Variable  X,   Y,  Z  ein,  und  da 

■ji'  +  y-'  +  e'-X'+r'  +  Z', 
findet  man 

«{x'+y  +  z')  +  X'  («.'  + ,,'  + «,-)  +  -^^^  -  0. 

Nun  ist  aber  nach  (6)  nnd  (10) 

p  +  2ß  =  «„-|-«    +033, 
''1'  +  >(    +  X  ^  +  6  =  «„  +  «,   +  «3,  -  2fl  =  e; 
die  Gleichung  da   Eotatiowflache  wird  daher 

Die  angewandte  Transformation  wird  unbrauchbar,  falls  p  ^  0, 
d.  h.  falls  unsere  Gleichung  J  =^0  drei  msarnmenfaUmde  Wwrgelm 
ergibt.     Dann  folgt  aus  den  soeben  benutzten  Gleichungen 

»,■  +  ,,•  +  ,,'-.0, 

also 

x^  =  0,     »2  =  0,     ;i<i  =  0, 
l'olghch  auch  nach  (10): 

tun  =  (tgg  =  ^33  =  6,     <hs  ^  0,     «31  =  0,     (*ia  "^  0; 
imd  (11)  geht  über  in; 
(13)  ,(,.  +  j-  +  8.)  +  ^-_0. 
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Sind  die  drei  Wurzel/n  der  Gleichung  ^(p)  =  0  einander  gleicli, 
so  hat  man  es  also  mit  einer  Kugel  mi  tMm.  Letztere  ist  reell  oder 
imaginär,  je  nachdem  den  Ausdrücken  0Ä^^  und  Ä  entgegengesetztes 
oder  gleiches  Vorzeichen  zukommt. 

In  dem  allgemeinea  Falle,  wo  die  drei  Wurzeln  von  J(q)  =  0 
von  einander  verschieden  sind,  haben  wir  jetzt  noch  die  orthogonale 
Substitution  dnrchz uf (ihren ,  vermöge  deren  die  drei  Haupfcaaen  als 
Coordinatenaxen  eingeführt  werden. 

Die  drei  Wurzeln  seien  mit  p,  ß',  p"  bezeichnet;  zu  jeder  ge- 
hören vermöge  (5)  drei  Winkel  «,  ß,  y  bez.  n',  ß',  y'  oder  a",  ß",  y". 
Die  anzuwendende  Coordinatentrajisformation  lautet  dann: 
X'^iCcosa  -|-i/coa^  -i-  zcosy  ,  x^lLcost(-\-  Ycosk'-j-  Zcos  k", 
Y=x<iOStt'  -\-ycosß'  -\-0(iQsy' ,  )/  =  Xcosj3+  FcosjS'  -f-  J2cos/3", 
.^^a;cos«"  -\-ycos[i"  -\-  SGosy",  s  =Xcosj'-|-  I'cos;''  -i-  Zcosy". 
Aus  dem  rechts  stehenden  Systeme  folgt  vermöge  (5): 

aiiX  -\-  «13«/  +  «,3?  =  Xp  cos  a  +  Y^'  cos  a'  -f-  Z^"  cos  a", 
a^^x  +  a^^y  -\-  a^^s  =  Xq  cos  ß  -\-  Y^'  cos  ß'  -\-  Zq"  cos  ß", 
a^^^x  +  a^^y  "f"  ^a^  ^  -^P  ^'^^  V  ~}~  Y^'  cos  y'  -j-  Zq"  cos  y". 
Multiplicirt  man  diese  drei  Grleichungen  bez.  mit  x^  y,  s  und  addirt, 
so  entsteht  links  die  linke  Seite  von  (1),  welche  mit  f(x',  y',  g")  be- 
zeichnet werde;  die  neue  Gleichung  der  Fläche  wird  daher: 

(14)  f{x,y',»-)  =  qX'  +  sT'  +  (."2-  +  :^  =  0. 

Um  die  Gleichung  der  Fläche,  hesogen  auf  ihre  Rauptaxen,  ansu- 
geben,  braucht  man  also  nur  die  Gleichung  z/(p)  =  0  ,3«  losen;  man 
braucht  nicht  die  Coefficienten  der  orthogonalen  Subsiikiiion  selbst  erst 
m  hereehnen. 

Ist  zunächst  Ä  von  Null  verschieden,  so  ergeben  sich  aus  (14) 
die  vier  uns  bekannten  Mittelpunktsflächen,  wenn  man  die  Vorzeichen 
der  reellen  Wurzeln  p,  p',  p"  in  Betracht  zieht.  Zu  dem  Zwecke 
schreiben  wir  die  Gleichung  (14)  in  der  Form: 

(15)  ^  +  ^^  +  -"^-^-0. 

aus  welcher  für  p'  =  p"  =  ö  wieder  (13)  hervorgeht.  Im  Folgen- 
den sollen  unter  a,  b,  c  reelle  Zahlen  verstanden  werden  der  Art,  dass 
bei  richtiger  Wahl  des  Vorzeichens 
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auch  können  wir,  ohne  zu  specialisiren,  a^  >  &^  >  c^  annehmen;  dann 
sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  Imaginäre  Fläche: 

(18)  5'  +  5  +  S  +  '  -  0- 

II,  EUipsoid: 

(17)  5 +  5-  + ^-1=0. 
in.  Einschaliges  Hyperboloid: 

(18)  J  +  S-f-l-O. 
IV.  Ztveischüliges  Hypm-boloid: 

(19)  5-|;-|'-i-o. 

Die  hier  gebrauchten  Seuenmingen  cler  Flächen  sind  mit  den  früher 
eingeführten  vollkommen  identisch  (vg!.  p.  156).  In  der  That  ist  bei 
(16)  und  (17)  die  Schnitteurve  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
dargestellt  durch  die  Gleichung 

also  imaginär.  Dass  die  Fläche  (16)  keinen  reellen  Punkt  enthält, 
ist  evident.  Die  Fläche  (17)  ist  reell;  sie  wird  von  den  Ebenen 
X  =  0,  Y  =Q,  Z  ^=0  bez.  in  den  reellen  Ellipsen  (den  sogenannten 
drei  Hauptschnitte^i  des  Ellipsoids) 

r^c^H-  ZH^~b^c^  =0, 

Z^a''  +  XV  ~  c^a^  =  0, 

XW-j-  rV  — «^6^  =  0 
geschnitten.    Die  Zahlen  2a,  2b,  2c  geben  die  Längen  der  drei  ,.Haupt- 


In  (18)  und  (19)  haben  wir  unsere  früheren  Hyperboloide  wieder- 
gefunden;  denn  ihre  Schnittcurven  mit  der  unendlich  fernen  Ebene: 


a^         b'         c- 
sind  reell.    Die  Fläche  (18)  enthalt  nach  unserem  allgemeinen  Satze 
gerade  Linien   (vgl.   p.   145  und   p,  163),   stellt  also   das   einschcdige 
lljberboloid   dar;    auf  (19)  dagegen   gibt  es   keine  reellen   Geraden. 
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Bei  (18)  sind  alle  drei  „Hauptschnitte"  reell  (vgl,  p.  160);  der  eine 
ist  eine  Ellipse  (die  sogenannte  „KehlelUpsc") 

die  beiden  anderen  sind  Hyperbeln,  deren  reelle  Axen  bez.  mit  der 
X-  und  J-Äxe  zasamraenf allen.  Bei  (19)  ist  der  Hauptschnitt  Z  =  0 
imaginär;  die  beiden  anderen  sind  reelle  Hyperbeln. 

Es  ist  leicht  die  geraden  Linien  des  einschaligen  Hyperboloids 
wirklich  anzugeben,  indem  man  die  Fläche  als  aus  zwei  projecti- 
vischen  Ebenenbüscheln  erzengt  auffasst  (vgl.  p.  36  ff.)-  Es  wird 
nämlich  durch  die  beiden  Büschel 

die  eine  Schaar  von  Erzeugenden  gegeben;  denn  durch  Elimination 
von  A  folgt  wieder  (18);   und  die  andere  Schaar  ist  bestimmt  durch: 


(>  +  f)-^(f-f)-«- 


Um  sich  eine  deutliche  Vorstellung  von  der  räumlichen  Gestalt 
unserer  drei  reellen  Flächen  mi  machen,  empfiehlt  es  sich,  zunächst  den 
Fall  der  Rotationsflächen  in's  Auge  zu  fassen,  deren  Gleichung  in 
(12)  bereits  zusammenfassend  angegeben  war.  Die  Gestalt  einer 
solchen  Fläche  ist  bekannt,  sobald  mau  die  Meridiancurve  gezeichnet 
hat.  Geringe  Aenderungen  in  den  Symmetrie  Verhältnissen  geben  so- 
dann eine  hinreichend  geti-eue  Anschauung  der  betreffenden  all- 
gemeinen Piäebe;  mau  braucht  nur  die  Schaar  der  Parallelkreise 
durch  eine  Schaar  paralleler  Ellipsen  ersetzt  und  die  Sehaar  der 
Meridian  cur  ven  in  entsprechender  Weise  verzerrt  zu  denken. 

Das  EUipsoid  gibt  Veranlassung  zu  zwei  verschiedenen  Rotations- 
flächen, je  nachdem  (wenn  a>6>c)  a  =  h  oder  6  =  c  wird,  nämlich: 

1)  Das  abgeplattete  Itotationsellipsoid  oder  Sphäroid.  Es  entsteht, 
indem  a^h  wird,  hat  also  die  Gleichnngsform: 

a^a)  ^'+^'  +  ^=1. 

2)  Das  verlängerte  EofationselUpsoid  mit  der  Gleichung: 

Die  erste  Fläche  wird  erzeugt,  indem  eine  Ellipse  mit  den  halben 
Axen  a  und  c  um  ihre  kleinere,  die  andere  Fläche,  indem  aic  um  ihre 
grössere  Axe  rotirt. 
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Aus  (18)  kann  nur  eine  Rotationsfläche    liervorgelien,   niimlich 
=  b  clas  einschalige  MotaUomht/perboloid: 
■  x-'  +  r'      -Z^^i^ 

Es  wird  erzeugt,  indem  eine  Hyperbel 
um  die  von  ihr  nicht  geschnittene  Axe 
rotirt;  Fig.  19  zeigt  die  auf  der  Fläche 
liegende»  Geraden. 

Rotirt  dieselbe  Hyperbel  um  die  reelle 
Axe,  so  entsteht  das  gwmckaUge  Jlotations- 
hyperboloid: 


(19a)  ^,-  -  — 

dasselbe    besteht 
Schalen^'). 


=  1; 


zwei    getrenn  iien 


Verschtmidet  die  Determinante  A  unsere  Fläche,  ao  werden  die 
vorstehenden  Betrachtungen  nicht  wesentlich  gestört.  Man  hat  wieder- 
um die  Gleichung  (6)  zu  lösen,  um  dann  aus  (5)  die  Richtungen  der 
drei  Hav^taxen  des  Kegels  zu  bestimmen.  Nach  der  Transformation 
erscheint  die  Gleichung  des  Kegels  in  der  Form: 

er  ist  imaginär,   wenn    alle   Wurzeln  p  gleiches    Vorzeichen   haben, 
reell,  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist. 

Eine  Rotationsfläche  entsteht,  wenn  Kwei  Wurzeln  zusammen- 
fallen; dieselbe  ist  identisch  mit  dem  geraden  Kreiskegel  der  Elementar- 
geoinetrie. 


VI.  Die  Flächen  mit  zerfallendem  iiTiendlie!i  fernen  Kegelschnitte. 

Ist  A^  =  0,  BO  wird  die  Fläche  /■  =  0  von  der  unendlich  fernen 
Ebene  berührt,  und  wir  haben  ein  Paraboloid,  einen  Oylinder  oder 
ein  Ebenenpaar  vor  uns.  Letzteres  würde  nur  vorkommen,  wenn  gleich- 
zeitig alle  ersten  Unterdeterminanten  von  A  verschwinden,  was   wir 


*)  Diese  Fläche,  sowie  die  beiden  Botationsellipaoicle  wurden  schon  von 
Archimedea  betrachtet  {auch  das  Rotationsparaholoid);  vgl.  oben  die  Hote  zu 
p.  164.  —  Klarer  als  durch  Zeichnung  kann  man  sieh  durch  Modelle  die  Gestalt 
der  veiachiedeuen  Pläeheu  zweiter  OrdnuDg  vergegenwärtigen.  Solche  in  Gjps 
oder  (für  die  geradlinigen  Pläclien)  in  SeidenfUden  ausgeführte  Modelle  sind 
von  Ch.  Delagrave  (Libraiiie,  Paris)  zu  beaieheii  oder  von  der  Verlagshandlung 
Ton  L.  Brill  in  Darmstadt.  —  Für  die  Figuren  19  und  20  des  Textes  -vgl.  Sohiö- 
milch's  Lehrhuch  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  (Leipzig  1863). 
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zunächst  aussehliessen  wollen.  Ein  Cylinder  ergibt  aich,  wenn  mit 
^*4  zugleich  A  gleich  Null  ist. 

Man  kann  beim  Paraboloide  nicht  mehr  von  einem  Mittelpunkte, 
also  auch  nicht  von  Durchmessern  und  Hauptaxen  sprechen;  doch 
behält  die  Gleichung  ^(p)=0  ihre  Bedeutung  für  die  daran  ge- 
knüpfte orthogonale  Substitution,  und  letztere  bleibt  ganz  ebenso 
ausführbar.  In  Folge  des  Versehwindens  von  Ä^^  sondert  sich  der 
Factor  p  von  ^((f)  ab  (d.  h.  die  eine  Wurzel  p  wird  gleich  Null), 
und  q',  q"  sind  lesUmmt  dtirck  die  quadratische  Gleichung: 

(1)  q"  —  p(öin  +  %2  +  öas)  +  (On%  -  V)  +  K%i  -  «asO 

+  («33«ii  -  'hl")  =  0, 
deren  Wwsehi  swiiächst  von  einander  verschieden  sein  mögen.  Die 
Richtungen  der  neuen  Coordinatenaxen  bestimmen  sich  dareh  (5) 
für  p  =  0,  bez.  durch  (5a)  für  p  =  p'  und  durch  ein  analoges 
System  von  Gleichungen  für  q  =^  q".  Die  neuen  Coordinatenaxen 
werden  jetzt  eingeführt,  ohne  dass  vorher  eine  Parallel  Verschiebung 
des  Systems  stattgefunden  hätte,  d.  h.  durch  die  Gleichungen: 
x'  =^  X'  cos  a    -\-  Y'  coa  ß    -j-  Z'  cos  y  , 

(2)  y'  =  X'  cos  «'  +  r  cos  ß'  +  Z'  cos  y' , 
s'  ^  X'  cos  a"  -|-  Y'  cos  ß"  ^-  Z'  cos  y". 

Auf  dieselbe  Weise,  wie  oben  (14),  ergibt  aich  jetzt  (indem  p  ^  0): 
f(x',  y',  ß')  =  Q  r^  +  9"2'^  +  2\X  +  2\  Y'  +  2\Z'  +  a^,  =  0, 
wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 

&j  =  a^^  cos  K    -j-  «2^  cos  ß    ■\-  a^^  cos  y  , 

\  •=•  «14  cos  fx'  +  a^^  coa  ß'  -f-  «34  cos  y' , 

63  =  «j4  cos  tt"  -\-  a^i  cos  ß"  -[-  a^  cos  y". 

Zwei  der  linearen  Glieder  und  das  constante  Glied  kann  man  durch 

eine  Parallelverseliiebung  des  Coordinatenaystems    zu  Null   machen; 

zu  dem  Zwecke  setzen  wir 

(3)  X'_X+|,      T=Y+,,,     Z'-Z+l 
lind  bestimmen  |,  ij,  %  durch  die  Bedingungen 

H'n  +  t,  —  0,     Q"t  +  S,  —  0, 
f'rf  +  f?  +  2(S,S  +  \n  +  U)  +  »«  -  0, 
oder  (wobei  fij  nicht  gleich  Null  aein  mag); 

Die  Gleichung  des  IParaboloids  wird  sodann: 

(5)  f(x-,  tj\  !')  =  p-  5"  +  p"2'  +  26,Z  =  0. 
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!  ist  ein  elliptisches,  wenn  p'  ^md  q"  gleickes  Zeichen  haheti 
(d.  h.  wmn  das  coitstante  Glied  im  (1)  positiv  ist),  es  ist  ein  Jtyper- 
holisckes  im  entgegengesetzten  Falk. 

Ist  &j  =  0,  ao  kann  wegen  (4)  die  TraDsformatioa  (3)  nielit  aus- 
geführt werden.  In  diesem  Falle  artet  die  Fläclie  in  einen  Ckßinder 
aus.     In  der  That  hatten  wir 

«11  cos  a  -j-  ((,g  cos  ß  -j-  a,3  cos  j"  =  0, 

(6)  «21  cos  a  4-  a.^2  ^'^^  ß  +  '^^a  cos  y  =  0, 
«.,j  cos  ß  -(-  fifgj  cos  ß  -\-  ßgj  cos  y  =  0, 

Bezeichnen  also  i'a  die  Unterdeterniinanten  der  dreireihigen  De- 
terminante A^.^,  so  ist  (vgl.  Bd.  I,  p.  102) 

M  coa^  K  =  IDji,     X  cos  ß  cos  y  =  i'^j, 

(7)  X  cos^  ß  =  ]i^2,      äc  cos  7  cos  ß  =  if^i , 
X  cos^  y  ^  B^g,     X  cos  a  cos  ß  =  B^^, 

Nun  folgt  aus  J,^  =  0: 

A  =  a,^A^^  +  o^^A,,^  +  a^^A^^^  =  a,.,(a,JJ,,  +  a^^B,^  +  «34.^13) 

+  o,,{a,,B,,  +  a^B,, -\- a,,B:,,), 
und  finderevseifcs  wegen  (7); 

also  auch 

(8)  ^  =  (J?i,  +  B,^  -\-  ^33)^.'; 

d.  h.  wenn  b^  =  0,  so  ist  auch  A  =  0,  und  unsere  Fläche  bildet 
einen  Kegel.     Ans  A  =  0  folgt  umgekehrt  nur  dann  61  =  0,  wenn 

B,,  +  B,,  +  :e,3, 

d.  i.  das  conatante  Glied  in  (1),  von  Null  verschieden  ist;  verschwindet 
dasselbe,  so  fallen  zwei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  ^(p)  =  0 
zusammen  (ß  =  ß'  =  0),  und  unsere  orthogonale  Transformation 
kann  nicht  ausgeführt  werden;  attch  dann  ist  die  Fläche  f=  0  ein 
Cylinäer,  wie  wir  weiterhin  sehen  werden  (p.  180). 

Fragen  wir  jetzt  nach  der  Bedeutung  der  von  uns  ausgeführten 
Co or di n aten  -  Transformationen.  Der  Scheitel  des  unendlich  fernen 
Linienpaares  hesitze  in  der  unendlich  fernen  Ebene  die  homogenen 
Coordinaten  Ig,  tj„,  ^y;  dann  ist  (vgl.  Bd.  I,  p.  102): 
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Nach  (!)  sind  also  «,  ß,  y  die  Ilichtungsieinkel  einer  nach  dem  Scheitel 
des  unendlich  fernen  lAnienpaares  gehenden  Geraden.  Einer  solchen 
Geraden  ist  die  neue  X'-Axe  parallel,  und  die  Ebenen  y  =  0,  Z'  ^^=0 
halbiren  den  von  den  beiden  Linien  des  unendlicli  fernen  Paares  ein- 
geschlossenen Winkel,  wodurch  die  Richtungen  der  beiden  anderen 
Coordinatenaxen  festgelegt  sind. 

Vermöge  (3)  ist  sodann  das  Coordinatensystem  so  verschoben, 
dass  der  neue  Anfangspunkt  auf  die  Fläche  fällt,  und  dass  die  Tan- 
gentenebene desselben  senkrecht  zur  X-Axe  steht;  in  der  That  ist 
die  Gfleichung  dieser  Ebene  mit  X  =  0  identisch.  Der  durch  (4)  he- 
sUmmte  PunM  hat  also  die  Eigeiischaß,  dass  seine  Tangentemiene  senlc- 
recht  steht  sur  „Axe  des  Parabohids";  er  lieisst  der  „Scheitel  des 
Parabohids". 

Da  der  Scheitel  eindeutig  bestimmt  ist,  müssen  sich  seine  Coor- 
dinaten  |',  jj',  £'  im  ursprünglichen  Systeme  rational  durch  die 
Coefficienten  der  Fläche  darstellen  lassen.  Man  kann  dies  auf  folgen- 
dem Wege  erreichen.  Die  Gleichung  einer  zur  Ase  des  Paraboloids 
senkrechten  Ebene  ist 

x'  cos  a  -\-  y'  cos  ß  -\-  ^'  cos  y  —  j7  '=  0 . 
Soll  sie  das  Paraboloid  berühren,  so  muss  die  Gleichung  in  Ebenen- 
eoordinaten  erfüllt  sein;  daraus  ergibt  sich: 

___  A,,  coB^  a  +  Ai  cos'  ß  +  ^38  003^  y  +  2^,,  coa  kcos  ß_-f-  ^^ 
^'^"      "■  a[J„cosß  +  ^,.,  eogp  +  ^,,  w^yY"    "" 

oder  nach  (7): 

ZSA..B,,. 


-''         2(B„  +  Bn  +  K^'Ui.  coä  «  "+  A„  cos  p  +  J„  cos  y) 
Der  Punkt  ^' ,  ^  ,  £'  kann  als  Berülu-ungspunkt  unserer  Tangential- 
ehene  definirt  werden;  man  hat  daher; 

ft|'  =  A^^  cos  a  -\-  A^^  cos  ß  +  ^4,3  cos  y  —  A^^p, 

ftr/  =  J,ai  cos  ß  +  As2  cos  ß  +  J^^  cos  y  —  A^,^p, 

jtf  =  ^Bi  cos  cc  -\-  ^92  cos  ß  -f  ^3s  o^  y  —  A^iP, 

f^      =  A^i  cos  ß  +  -^ii  cos  ß  +  -^13  cos  y  —  -^uP- 

Setzt  man  hierin  den  Werth  von  p  ein   und  wendet   die  Sätze  über 

ünierdeterminanten  adjungirter  Systeme   an,   sowie  auch   wieder  die 

Gleichungen  (7),  so  findet  sich  das  einfache  Resultat: 
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vi'  =  Ai:i:Äu,iiAu,ii, 

VI)'  =  A2EAu  ^kAu^k, 
^  •'  vt  =  AEEAii,iUii,jk, 

V     =2I^£ÄuAitAu,ik, 
wobei  Atm,ik  den  Coeffieienten  von  an  in  Ai^  bedeutet,  so  dass  z.  B. 
Aii,ik  =  Bii. 

Wir    untersuchen    weiter    die    räumliehe   Gestalt    unserer   heideii 
Paraboloide. 
'  1)  Das  elliptische  Faraboloid;  p'  und  p"  haben  gleiches  Zeichen; 

das  imendKch  ferne  Linienpaar  q' Y'^ -{- ^" Z^  ^=  0  ist  imaginär. 
Hier  kann  insbesondere  p'  =  q"  werden,  und  von  diesem  besonderen 
Falle  schlieast  man  leicht  auf  die  Gestalt  der  allgemeinen  Fläche. 
Ist  aber  q' =  q"  ,  so  wird  unsere  Transformation  (2)  unraögiich, 
und  wir  müssen  das  Frühere  etwas  modiflciren. 

Es  werde  p'  =  p"  =  6  gesetzt;  dann  gelten  wieder  die  Glei- 
chungen (10)  p.  169;  mittelst  der  dort  benutzten  orthogonalen  Trans- 
formation erhält  man  also  als  Gleichung  der  transformirten  Fläche: 

e(x'=  +  T'  +  z'')  +  r'  («,'  +  H,'  +  o 

+  26/Z'  +  2V  r  +  2bs'Z'  +  «^i  =.  0, 
oder,  da  hier  41  =  J^i^  +  «^^  -}-  x/  -}-  0  =  0  zu  nehmen  ist; 
(10)       <?(r^  +  2'^}  +  2  V^'  +  26a'  y  +  26; Z'  +  «4,  =  0  ; 
durch    passende    Einführung    eines    neuen    Anfangspunktes    entsteht 
hieraus  (vgl.  p.  175): 

(10a)  ß(r  +  Z')  +  26;X=  0, 

also  dasselbe  Resultat,  welches  sich  direct  aus  (5)  ergeben  haben 
würde;  nur  ist  hier  6,'  noch  von  einem  willkürlichen  Parameter  ab- 
hängig, da  das  neue  Coordinatensjatem  nicht  vollkommen  bestimmt 
war.  Die  Fläche  (10a)  entstehi  durch  Rotation  der  Parabel  ßY^ 
-f-26i'X=0  um  die  X-Axe;  aus  ihr  erhält  man  das  allgemeine 
elliptische  Paraboloid  durch  Variation  der  Constanten. 

2)  Das  hyperbolische  Paraboloid;  p'  und  p"  haben  verschiedenes 
Zeichen;  das  unendlich  ferne  Linienpaar  ist  reell.  Die  Gleichung  der 
Fläche  lässt  sieh  so  sehreiben  (wenn  etwa  p'  >  0): 

(11)  ivv  ¥-  y^^z)  (W'y+y^Q"z)  +  svx -  0, 

d.  h.  jede  Ebene  der  beiden  Schaaren 

y^  r  +  y^~Q~'  Z  =  Const. 
schneidet  die  Fläche  in   einer  Erzeugenden;   es  folgt  hieraus  wieder. 
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(lass   die   Erzeugenden   jeder  Sclia.ar    einer    gewissen   Ebene    parallel 
laufen  (vgl.  p.  158). 

Sollte  9' =  p"  werden,  so  hätte  z/(p)  =  0  drei  zusammen- 
fallende Wurzeln,  was  wir  vorläufig  auaschliessen;  es  gibt  hier  also 
Iceine  Botationsfläcke.  Man  erhält  a,m  einfachsten  eine  Vorstellung 
von  der  Gestalt  der  Fläche,  wenn  man  sie  als  Grenzfall  eines  ein- 
achaligen  Hyperboloids  auffasst.     Die  Gleichung  eines  solchen  ist 

Durch   die   Substitution  X  =  X'  -\-  a  legen  ' 
auf  die  Fläche,  deren  Gleichung  dann  wird: 


■  den  Anfangspunkt 


^  +  2Z'  +  ",r^ 


~z^=^o. 


,  dass  a  :  IP 


i  Geraden 


Wir  lassen  nun  a,  h,  c  ins  Unendliche  wachsen,  aber  f 
und  a  :  (?  endlich  bleiben,  etwa  gleich 
endlichen  Zahlen    k,   ß  werden;   dann 
entsteht 

in    der   That    die    Gleichung    unseres  \ 
hyperbolischen    Paraboloids;    dasselbe 
wird  sonach  eine  sattelförmige  Gestalt 
haben  (vgl.  Fig.  20). 

Die  letztere  kann  durch  die  ebenen 
Schnitte  noch  näher  bestimmt  werden. 
Die  Ebene  X  =  d  berührt  die  Fläche 
im  Anfangspunkte;  sie  sehneidet  in  den  beider 

(12)     y^'Y—y'^^'z^Q,  y^'i+y- q'-z^o. 

Die  Ebene  X=^C  schneidet  in  einer  Hyperbel,  deren  Projection   auf 
die  F-Z- Ebene,  nämlich 

p'rä  +  <)"Z^  +  2VC=0, 
diese  beiden  Geraden  zu  Asymptoten  hat.  Ist  C  positiv,  so  erfüllen 
die  Hyperbeln  den  einen  Winkelraum,  ist  G  negativ,  den  anderen. 
Jeder  ebene  Schnitt,  welcher  durch  die  in  Fig.  20  vertical  stehende 
X-Axe  (Axe  des  Paraboloids)  gelegt  wird,  schneidet  auf  der  Fläche 
eine  Parabel  aus,  deren  Scheitel  im  Anfangspunkte  liegt.  Es  gibt 
zwei  Lagen  der  Ebene,  für  welche  die  Parabel  in  je  eine  der  Geraden 
(12)  ausartet.  Die  OeiJnung  der  Parabel  ist  nach  oben  gekehrt  für 
die  Ebenen  in  dem  einen  hierdurch  bestimmten  Winkelraume;  die 
Oeffnung  liegt  nach  unten  in  dem  anderen  Winkelraume. 
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Wenn  in  Gleichung  (2)  &i  verschwindet,   so  rückt  nach  (<:l:)  der 
Scheitel    des   Paraboloids  ius  Unendliche,   und    die    Substitution   (3) 
kann  nicht  mehr  angewandt  werden.     Die  Gleiehuug  der  Fläche 
(13)  p'  r^  +  p" Z'^  +  26a  Y'  +  263 Z'  +  a^=0 

iat  von  X'  ganz  unabhängig;  sk  stellt  also  einen  Cylinder  dar,  dessen 
SeitenUnien  der  X'-Axe  parallel  sind  {vgl.  oben  p.  176). 

Die  Substitution  Y'  =  Y- -%   Z'  ^=  Z  -- — ^  führt  zu  der  ein- 
facheren G-leichungsform 
{13a)                              p'Yä  +  ^"Z^+  C=0, 


C  =  a,, -V  ■ ^  ■ 

"         Q  Q 

Hiermit  ist  der  Mittelpunkt  des  in  der  Y-Z-Ebeße  gelegenen  ebenen 

Schnittes  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  gemacht. 

Der  Cylinder  ist  imaginär,  falls  p',  p"  und  0  dasselbe  Zeichen 
haben;  er  iat  elliptisch,  falls  p'  und  p"  dasselbe,  0  aber  entgegen- 
gesetztes Vorzeichen  haben;  er  äst  hyperbolisch,  wenn  die  Vorzeichen 
von  p'  und  p"  einander  entgegengesetzt  sind. 

Ist  p'  =  p",  so  hat  man  insbesondere  einen  Motationscylinäer 
(geraden  Kreiacylinder  der  Elementargeometrie);  die  einfachste  Glei- 
chungsform  desselben  wird  aus  (10)  gewonnen. 

Wenn  G  verschwindet,  wird  ein  Ebenenpaar  durch  die  Flächen- 
gkichting  dargestellt;  dasselbe  ist  reell,  falls  p'  und  p"  versehiedeues 
Vorzeichen  haben,  imaginär  im  anderen  Falle;  die  Axe  des  Paares 
fällt  in  die  X-Ase  und  ist  stets  reell.  Die  Bedingungen  für  das 
Ebenenpaar  erscheinen  also  hier  in  der  Form 

^«  =  0,     61  =  0,     (7=0. 
Dass  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  das  Verschwinden  der  Deter- 
minante A  folgt,   ist  schon   durch  (8)  gezeigt  worden.     Nun  iat   die 
Determinante  des  in  (13)  gegebenen  Kegelschnittes  gleich 

ihr  Verschwinden  sagt  aus,  dass  unser  Kegel,  dessen  Spitze  unend- 
lich weit  liegt,  von  der  Ebene  X=  0  (die  also  nicht  durch  die  Spitze 
geht)  berührt  wird;  und  dies  eben  wird  durch  das  Zerfallen  des 
Kegels  ermöglicht. 

Nur  wenn  q'  oder  p"  glmch  Null  ist,  kann  die  besagte  Deter- 
minante vei^chwinden,  ohne  dass  C=0  ist.  In  diesem  Falle  aber 
wird  die  orthogonale  Substitution  (2)  überhaupt  unmöglich,  wie  schon 
bei  Gelegenheit  der  Eelation  (8)  hervorgehoben  wurde.     Nehmen  wir 
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an,  es  sei  p  ==  9'  =  6  ==  0  eine  Doppelwarzel  von  ^(9)  =  0;  dann 
haben  wir  die  'auf  p.  178  besprochene  (und  nicht  völlig  fest  be- 
stimmte) orthogonale  Substitution  auf  die  tirsprüngliehe  Gleichung 
anzuwenden  und  gewinnen  das  Resultat 


(14)     fix',  y',  s')  ^  (»a  +  «33  +  %)  X^  4-  2VX'  +  2V  F 

+  2V^'  +  a44  =  0, 
denn  die  übrig  bleibende  einfache  Wurzel  der  cubiachen  Gleichung 
wird  nun  gleich  «u  +  «23  +  «ss  =  P"-     ^^^  setaen 

9 
h.;Y-  +  b;z'  ^  „„      —  6,'r'  +  b^'z'  ^  „ 
W  +  V   '^      '       Vh'^  +  b/'     ~    ' 

d.  h,  wir  verschieben  den  Anfangspunkt  auf  der  X-Axe  und  drehen 
das  Coordinaten System  gleichzeitig  um  diese  Axe;  das  gibt  zuniichst: 


l)ie  weitere  Substitution 


führt  endlich  zu  der  einfachen  Gleichung: 

(15)  p"Xä  +  2Vl^^"TV'F=0, 

der  GleicJiimg  eines  parabolischen  Cylinäers;  jeder  ebene  Schnitt  parallel 

zur  J"-X-Ebene  ist  eine  Parabel  (p.  158). 

Die  zuletzt  benutzte  Transformation  wird  unbrauchbar,  wenn 
Jig'  und  h^'  gleichzeitig  gleich  Null  sind;  dann  stellt  (14)  zwei  sur 
Ehme  X'  ^  0  parallele  Ebenen  dar.  Letztere  fallen  insbesondere  in 
eine  einzige  zusammen,  wenn  auch  6/  ^^  0  ist. 

Hiermit  sind  aUe  die  früher  aufgesählien  Flächen  swdter  Ordnung 
(vgl.  p.  156)  durch  Discussion  ihrer  einfachsten  Gleiehungsformen  wieder- 
geftmdm. 

Es  kann  auffallen,  dass  bei  der  Annahme  A^^  =  0  der  Fall 
nicht  besprochen  ist,  wo  ^^  (p)  =  0  drei  zusammenfallende  Wurzeln 
hat,  welcher  früher  auf  die  Kugel  führte  (vgl.  p.  170f).  In  der  That 
kann  wegen  ^4^=0  diese  dreifache  Wurzel  nur  gleich  Null  sein; 
wir  hätten  also  oben  ö  =  0  zu  nehmen,  so  dass: 

«11  =  0,     022  =  0,     %  =  0,     «12  =  0,     %s  =  0,     «81  =  0; 
d.  h.  die  vorgelegte  Gleichung  müsste  lauten 

2a^^x'  +  ^a^^y'  +  2«^^'  +  cTj^  =  0 . 
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Sie  stellt  eine  Ebene  dar,  welche  durch  die  unendlich  ferne  Ebene 
selbst  zu  einer  Fläche  zweiten  Grades   ergänzt  wird  (vgl.  p.  155  f). 

VII.    Kugel  und  Rotationsfläohen.  —  Die  Kreissehnitte  der 
allgemeinen  Flächen. 

Es  ist  ans  der  ebenen  Geometrie  bekannt,  wie  man  den  Kreis, 
also  den  in  metrischer  Beziehung  so  hervorragend  ausgezeichneten 
Kegelschnitt,  deflniren  kann  als  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  gewisse  zwei  feste  imaginäre  Punkte  hindurchgeht,  die  sich 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  befiaden,  und  wie  man  im  An- 
schlüsse hieran  auch  Sätze  über  Winkelbeziehungen  aus  soleheu  über 
DoppelverhiVltnissrelationen  herleitet,  wie  demnach  der  Begriff  des 
Doppelverhältnisses  erneute  Wichtigkeit  erlangt,  da,  derselbe  den  für 
alle  metrischen  Kelationen  fundamentalen  Begriff  des  Winkels  formal 
umfasst*).  Analoges  gelingt  für  den  Raum,  wenn  man  den  Schnitt 
einer  Kugel,  d.  h.  einer  Flache 

(1)  a;^  +  /  +  3'  +  2ÄX  +  2By  +  2Cs  +  IJ  =  0 

mit  der  unenillich  fernen  Ebene  betrachtet.  Die  Gleichung  des  vom 
Anfangspunkte  nach  dieser  Sehnittcurve  gehenden  (imaginären)  Kegels 
ist  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

(2)  x'-\-y'  +  ^^  =  0; 

d.  h.  dieses  ist  in  der  unendlich  fernen  Ebene  die  Gleichung  jener 
Sehnittcurve  iu  homogenen  Punktcoordinaten  x,  y,  Z, 

Wir  sehen,  dass  die  Curve  (2)  völlig  unabhängig  ist  von  der 
Lage  der  Kugel  fl)  im  Räume,  d.  h.  von  der  Lage  ihres  Mittel- 
punktes und  dei  Lange  ihiet,  Radius.  Alle  Kugeln  schneiden  also  die 
unendlich  ferne  Ebene  m  einem  und  demselben  festen  imaginären  Kegel- 
schnitte. Man  nennt  dahei  letzteren  den  (unendlich  fernen)  tmaginäfren 
KugeJhreis.  Offenbar  gilt  auch  umgekehrt  der  Satz:  Jede  Fläche 
zweiter  Ordnung,  deren  Determinante  nicht  verschwindet,  und  loeldie 
dwdb  den  tmendlich  fernen  imaginären  Kugelkreis  himdwchgeM,  ist  eine 
Kugel.  Jeder  ebene  Schnitt  der  Kugel  ist  bekanntlich  ein  Kreis  (dessen 
Radius  für  eine  Tangentialebene  unendlich  klein  wird);  andererseits  trifft 
jeder  Kreis  die  unendlich  ferne  Gerade  seiner  Ebene  in  den  beiden 
„imaginären  Kreispunkten";  die  sogemmtiteii  Kreisputikte  einer  Ebene 
sind  daher  ihre  Sdmittpimkk  mit  dem  imagim/ren  Kugell^eise. 

Sämmtliche  Tangentialebenen  des  Kugelkreises  (Ebenen  durch 
eine  Tungente  desselben,  vgl.  p.  23ff.)  sind   imaginär;    also  nur  für 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  145  fi'. 
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imaginäre  Ebenen  können  die  beiden  imaginueu  Kieispunkte  zu 
sammenfallen.  Die  Coordinaten  der  Tangentialebenen  genügen  emtr 
Gleichung  zweiten  Grades,  denn  ein  Kegelschnitt  ist  &h  Flache 
zweiter  Klasse  aufzufassen.  Sind  nun  m^,  m^,  %  u^  die  homogenen 
Coordinaten  einer  Ebene,  so  sind  %,  i^,  Mg  die  ebenen  Linien 
coordinaten  ihrer  Schnittlinie  mit  der  Ebene  x^  =  0  {vgl  p  ^^i ) 
Die  Linien coord in atengleichung  des  Kugelkieise«  m  der  uneudlith 
fernen  Ebene  ist  nach  Sätzen  der  ebenen  Geometrie 
(3)  „>  +  ,'  +  „>_0 

Dies  ist  also  <mch  die  Gleichung  des  imaginmen  Kwgflhe^ses  in  nium 
liehen  Ebmemoordinaten*).  Dieselbe  Gurre  kann  endlich  duich  eme 
Gleichung  in  Plücker'schen  Liniencoordinaten  daigestellt  werden, 
und  zwar  findet  mau  (vgl.  p.  150)  als  Gleichung  des  imagmaten  Kugel 
Jcreises  in  räumli(^ten  Liniencoordinaten 
(3a)  f^q^^r'^0. 

Durch  Vermittlung  dieser  imaginären  Curve  wird  nun  der  Be- 
griff des  Winkels  auf  projectivische  Vorstellungen  in  folgender  Weise 
zurückgeführt. 

Zwei  gerade  Linien  sind  rechtwinklig  zu  einander  {Bd.  I,  p.  147  f.), 
wenn  sie  harmonisch  liegen  zu  den  beiden  Geraden,  die  in  ihrer 
Ebene  von  ihrem  Schnittpunkte  aus  nach  den  unendlich  fernen 
imaginären  Kreispunkten  der  Ebene  (Schnittpunkten  der  letzteren  mit 
dem  imaginären  Kugelkreise)  gezogen  werden  können.  Alle  Geraden, 
welche  durch  denselben  Punkt  der  unendlich  fernen  Ebene  gehen 
(zu  einander  parallel  sind)  achliessen  der  Definition  nach  mit  einer 
beliebigen  festen  Geraden  denselben  Winkel  ein;  bei  Betrachtung  der 
Winkel  zweier  Geraden  im  Eaume  kommt  es  also  nur  auf  die  unend- 
lich fernen  Punkte  der  beiden  Geraden  an.  Da  nun  zwei  sich 
schneidende  Gerade  auf  einander  senkrecht  waren,  wenn  sie  die 
unendlich  ferne  Ebene  in  zwei  Punkten  treffen,  die  zu  den  Schnitt- 
punkten ihiei  Veibindungslinio  mit  dem  Ku^elkieisc  hiimonisch 
liegen  (d  h  die  conjugirte  Pole  m  Be^ug  int  den  Kugelkiei»  -iind), 
so  gilt  allgemein  der  featz 

Zwei  getade  Ltmen  s^nd  auf  etttande^t  foiktecltt,  nenn  thte  iincm/ 
lieh  fernen  Punkte  ein  Faat  eojijugittei  Pole  tn  Bezug  auf  den  tmaiii 
naren  Kugelheis  büä&n 

*)  Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  wenn  man  mittelst  Uleichung  (4)  p  143 
die  (.ileichung  dei  '^chmtthme  einer  Ebene  i  mit  der  Fhche  daisteilt  und  die 
Flaolie    duii.li    uria    beJi  1  gc  Ku^cl      die    Lbi.ni,  i,   du    li    diP    iii  enJlicl     f  lap 
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Eine  gerade  Linie  steht  auf  einer  Ebene  senkreelit,  wenn  sie 
mit  jeder  Linie  der  Ebene,  die  durch  ihren  Fusspunkt  gelegt  wirdj 
einen  Winkel  von  90*  einsehliesst,  und  umgekehrt;  also  folgt; 

Eine  gerade  Linie  bildet  mit  einer  Ebene  einat  rechten  Winliel, 
wmn  die  unendlich  ferne  Gerade  der  lelBteren  in  Beeng  auf  den  imagi- 
nären Kiigelhreis  die  Volare  des  uneiidlidi  fernen  PunJztes  der  ersteren  ist. 

Schliessen  die  Normalen  zweier  Ebenen  einen  rechten  Winkel 
ein,  so  thun  die  Ebenen  selbst  dasselbe;  also: 

Zwei  Ebenen  sind  &ti  eimmäer  senkrecht,  wenn  ihre  unendlich 
fernen  Geraden  ein  Faa/r  cm^ugivter  Polaren  in  Besug  auf  den  imagi- 
nären Kugelkreis  bilden. 

Hieraus  ist  sofort  klar,  dass  bei  der  Kugel  jeder  Durchmesser 
auf  der  coujugirten  Diametral  ebene  senkrecht  steht;  denn  Ebene  und 
Durchmesser  hiessen  conjugirt,  wenn  die  unendhch  ferne  Gerade  der 
einen  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  der  anderen  ist  in  Bezug 
auf  den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  der  betrachteten  Fläche  aweiter 
Ordnung;  und  letzterer  fällt  ja  bei  der  Kugel  mit  dem  imaginären 
Kugelkiei^e  zusammen  Abei  auch  dis  wichtige  Problem  der  Haupt- 
axen  erscheint  nunmehr  in  neuem  Lichte.  Dasselbe  bestand  darin,  ein 
Tripel  von  conjugiiten  Durebme=!sem  zu  suchen,  welche  zu  einander 
lechtwinklig  sind,  deren  unendlich  ferne  Punkte  demnach  ein  Polar- 
dieieck  m  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis  bilden;  nun  Hessen 
abei  diei  Durchmesser  emandei  conjugirt,  wenn  ihre  unendhch  fernen 
Punkte  ein  Polaidieieck  in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  Kegel- 
sclmitt  dei  \orgelegten  Fläche  zweiter  Ordnung  bilden.  Das  Problem 
de)  Haupta/m  einet  Flache  cweitei  Ordnung  ist  also  mrückgeführt 
auf  das  m  det  ebenen  Geometrie  hekandelte  Problem*),  das  gemein- 
bome  Polardteteck  0ueier  Kegelscttmttp  m  ßnäen. 

Die  cubische  Gleichung,  von  welcher  letztere  Aufgabe  abhängt, 
«scheint  hiei  nui  m  einfachere!  Gestalt,  weil  der  Kugelkreis  bei 
Benutzung  rechtwmkli^ei  (joordinaten  schon  auf  ein  Polardreieck 
bezogen  vorliegt      bei  namhch 

(4)  f^  «11 '''^  +  «2  v"  +  «  i'^   +  -öij*y  +  2(%j/3  +  2ö3iSa:  =  0 
die  (jlcichung  des  unendhch  lernen  Kegelschnittes  unserer  Fläche,  und 
weide  g)  =  '"  -{-  1/^  -\-  «    gesetzt,  so  hit  man  die  cubisehe  Gleichung 

(5)  z/(l)  ^    «g,  «33  —  l    a^3  =0 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  123  ft'.;  sowiu  unten  Al)solmitl  XL  —  Diese  ÄiiffLisaung  due 
Htiuptaseiiproljlomö    licM    I'onoolct   liervor  (Traitü  dos   jjropriötös  projetliives, 
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Liufzulöseu,  um  die  (3rci  Linienpaare  des  Büacliels  f — k>p  uud  damit 
die  Ecken  des  gemeinsamen  Polardreieeks  zu  bestimmen:  in  der 
That  genau  dieselbe  Gleicliung,  welche  oben  füc  das  Hauptaxen- 
probleni  fundamental  war.  Führt  man  ferner  durch  Drehung  des 
Ooordinatensystems  um  den  Mittelpunkt  die  drei  Hauptaxen  als 
Coordinatenaxen  ein,  so  macht  man  damit  in  der  unendlich  fernen 
Ebene  eiuo  lineare  Transformation 

x  =  ii;x  +  ii;'Y+!t;"z, 

(U)  !;  =  /i/Z+fe"r+ft"'Z, 

vermöge  deren  das  gemeinsame  Polardreioek  als  neues  Coordinaten- 
dreieek  zu  Grunde  gelegt  wird,  Die  Coefücienten  in  (6)  bestimmen 
sich  also  durch  die  Formeln  (18)  auf  Seite  133,  Bd.  I;  es  ist  hier 
nur  B  =  1   KU   setzen,    da  B  die   Determinante    von  (p   bezeichnete. 


Somit  wird 
wobei 


,.(JW) 


(^«1'  =  ^^'  =(r -1-)  (r  -A'), 

fi    ==  fi"  =  {X'" —  X")  {X   —  l"), 

j^i»)  ^  ^'"^  |-;l'  —  k"")  (X"  —  r'). 

Die  Gleichungen  (7)  unterscheiden  sich  in  der  That  nicht  von 
den  Gleichungen  (8),  p,  169,  welche  früher  die  Cosinus  der  Richtungs- 
winkel der  Hauptaxen  lieferten;  denn  man  hat  z.  B,: 

(r'--A')(A"'-r)  =  p*^-^^^^p<i^^)^^^  =  -  ( \t'  \^^ 

=j,,(i')-i-zt,,(x-)-\-^,,{n 

Die  Ausführung  dieser  Transformation  ist  völlig  unabhängig  von 
der  Lage  des  Anfangspunktes  im  Räume,  denn  sie  ist  ausschliess- 
lich in  der  unendlich  fernen  Ebene  durchgeführt;  sie  hat  also  ihre 
Bedeutung  nicht  nur  für  die  Mittelpunktsfl'ächea,  sondern  auch  für 
die  Paraboloide  und  Cylinder,  was  mit  Obigem  übereinstimmt  (p.  175 
und  p.  180);  nur  wird  bei  letuteren  Flächen  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung (5)  gleich  Null, 

Die  Bestimmung  des  gemeinsamen  Polardreiecks  wurde  nur 
unmöglich  oder  unbestimmt,  wenn  zwei  Wurzeln  der  cubischen  Glei- 

Nr.  624  t'.);  ihm  verdankt  man  überhaupt  die  EinKiliniiig  des  iuia^inllren  Kngul- 
kreiaes  (ib.  Nr.  619  E). 
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cliQiig  zusammenfalleu ,  d.  li.  wenn  sich  die  beiden  Kegelschnitte  be- 
rühren. Da  der  unendlich  ferne  Kugelkreis  imaginär  ist,  so  kann 
eine  solche  Berührung  hier  auch  nur  in  einem  imaginären  Punkte 
stattfinden;  da  ferner  der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  unserer  Fläche 
entweder  reell  ist  oder  doch  durch  eine  Gleichung  mit  reellen  Coef- 
ficienten  dargestellt  wird,  so  muss  in  dem  conjugirt  imaginären 
Punkte  gleichzeitig  Berühi-ung  eintreten.  Der  Fall  einer  Berührung 
Bweiter  Ordnung  an  einer  Stelle  ist  aus  demselben  Grunde  auszu- 
schlieaaen,  wie  derjenige  einer  einzelnen  Berührung,  Es  bleibt  also 
nur  die  Möglichkeit  einer  Berührung  an  zwei  getrennten  Stellen; 
dieser  einzige  Ausnahmefall  muss  die  Rotationsflächen  liefern;  und  in 
der  Tha.t  ist  für  ihn  das  gemeinsame  Polardreieck  nicht  unmöglich 
sondern  unbestimmt  geworden:  Eine  Ecke,  der  Pol  der  Berührungs- 
sehne,  ist  fest,  die  zweite  Ecke  kann  auf  dieser  Sehne  willkürlich 
gewählt  werden,  wodurch  dann  die  dritte  bestimmt  ist.  Die  erste 
Ecke  gibt  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Rotationsaxe ;  die  Un- 
bestimmtheit der  zweiten  Ecke  entspricht  der  willkürlichen  Lage 
der  zweiten  Hauptaxe  bei  den  Rotationsflächen.  Jede  Ebene,  deren 
unendlich  ferne  Gerade  mit  der  Berührungs sehne  zusammenfällt, 
steht  senkrecht  zur  Rotationsaxe  (nach  der  eben  gegebenen  De- 
finition, p.  184)  und  schneidet  die  Fläche  in  einem  Kegelschnitte, 
welcher  durch  die  beiden  auf  dem  Kugelkreise  gelegenen  Berührungs- 
punkte hindurchgeht,  d.  h,  in  einem  Kreise.  Nur  beim  einschahgen 
(geradlinigen)  Hyperboloid  ist  dieser  Kreis  stets  reell;  bei  den  anderen 
Rotationsflächen  kann  er  imaginär  sein,  kann  auch  (wenn  die  Fläche 
von  der  Ebene  berührt  wird)  in  ein  imaginäres  Linienpaar  ausarten, 
dessen  reeller  Scheitel  dann  einen  unendlich  kleinen  Farallelkreis 
repräsentirt.  Eme  Eotationsfläcke  sweUer  Ordnung  ist  hiernach  äa- 
dwch  charajcterisirt,  dass  ihr  imendlich  femer  Kegelschnitt  den  imagi- 
nären Kugelhreis  in  zwei  Funkten  berührt. 

Man  ersieht  aus  vorstehender  Erörterung,  dass  man  die  Zahl 
der  verschiedenen  Klassen  von  Flächen  zweiter  Ordnung  noch  um 
zwei  vermehren  müsste,  wenn  man  auch  Flächengleichungen  mit 
imaginären  Coefflcienten  zulassen  wollte;  doch  pflegt  man  dies  zu- 
nächst nicht  zu  thun,  da  solche  Gleichungen  nicht  direct  geometrisch 
verwendbar  sind. 

Wendet  man  bei  den  Rotationsflächen  wieder  die  Gleichungen  (6) 
zur  Transformation  an,  und  soll  die  X-Axe  zur  Rotationsaxe  werden, 
so  sind  ßj^,  ^2!  ß:i  ^^^  Coordinaten  der  unendlich  fernen  Geraden 
der  I'-.Z-Ebone,  d,  h.  die  Coordinaten  der  Berührungs  sehne,  und  man 
kann   dieselben   aus   den  auf  Seite  139   des  ersten  Bandes  gegebenen 
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Gleiclmngun  cntuehmeii,     Ist  X'  die  ejufaclio,   K"   die   Dojnjehvuizül, 

so  wird 

(8)      ß,     -j^r^Yf,     ß,  ß,   -  (y'-~iy,     Äft-(r-_-r,.- 

Diese  Werthe   stimmen   mit  den  in  (IIa),  p,  170  auftretenden  Coef- 
ficienten  iiberein,  indem 


"^     y^.^  +  xr  +  v 

In  der  That  war  z/;t(A")  =0;  also  kann  man  setzen; 

J,,(l)  =  («,,  -  -l)  (c(,3  -  A)  —  a,./  =  B„  —  l{a,^  +  «,,)  +  }:- 

z/j3(A)  =  Bjg  +  ;iflj3  =  a,^{X  —  A"), 
worin  jBiE   die  ünterdeterminanten  der  Determinante  A,y^  bezeichnen. 
Es  ist  ferner 

l'  +  21"  =  «n  +  «as  +  %H.      ft  +  A"  =  «aä  +  i^a:!, 
also 

z/„(;i')  =  {!'  —  i")  (A'  —  li)  =  (A'  -  l")  (w,|  —  A"), 

und  somit: 

ft"->Er',    A'c;-r^r.    ft'A'-r^". 

übereinstimmend  mit  den  friiljeren  Resultaten,  da  X"  =  ö,  A'  =  p  äu 
setzen  ist. 

Schon  das  Beispiel  der  Rotationsflächen  lässt  in  der  eben  bü- 
sproehenen  Weise  erkennen,  dass  auf  unserer  Fläche  zweiten  Grades 
eine  jede  Ebene  einen  Kreis  ausschneidet,  welche  den  unendlich 
fernen  Kegelschnitt  der  Fläche  und  den  imaginären  Kugelkreis  in 
denselben  beiden  Punkten  trifft,  d.  h.  welche  durch  eine  gemein- 
schaftliche Setine  beider  Kegelschnitte  hindurchgeht.  Berühren  sich 
letztere  nicht,  so  gibt  es  sechs  solche  Sehnen,  die  sich  in  drei  Paare 
anordnen  (vgl.  Bd.  I,  p.  122  ff.).  Es  gibt  also  sechs  Schaaren  von 
Parallelebmen,  welche  eine  Fläche  ^Veiten  Grades,  die  nicht  BotaUmis- 
fläche  ist,  in  Kreisen  treffen.  Insbesondere  kann  eines  dieser  Sehnen- 
paare mit  dem  Kegelschnitte  f=Q  identisch  sein;  dann  schneiden 
die  zugehörigen  Ebenen  die  Fläche  in  je  einer  Schaar  von  Erzeugen- 
den; auf  den  Parabdloidm  gibt  es  daher  tmr  noch  vier  Schaaren  von 
Kreisst^nitten. 

Die  vier  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  /  =  0  und  g;  =  0  sind 
einander  paarweise  conjugirt  imaginär,  da  91  =  0  selbst  eine  imaginäic 


y  Google 


IS 

Gu         dal  t  Ut     Nu        n       ä      d        fe  h    npaai        t  tl  h  11 

und  a  f   d       Ellp    d      d      bin  Syp   6  l  den     nd  da     Kg  l 
(jU  SJiaen    eell     K        h   tte    dei      j  d    d     } 

Syte      of  i      in     El         6!fjm«M)?DbdnSlmnjd 
P  tffü        hü  Ekd  mnmnPld        k 

al      l     J  j  l   S   ita     gehet  I         h   tt   J     l     l      in 

fi        n    Ase        id  1     Ihm    etKlmE.      1     ndd        d      lid 
M  ttelp  nkt       b  nd  n   I  I  n  tt     n  tO  1    I      u  g  Lm   n 

peu„atetDdlt  Ä  111        bg^ 

gezeichnet;    wir   haben   dieselbe   bei   den   eiuKelnen   Flüchen   zu   be- 
stimmen. 

Es  seien 

/"f==  A'X^  H- A"  1^  +  ;i'"Z^  =  0, 

<f)  =i;  X^  +  Y^  +  Z'  =  0 
die    Gleichungen    der   beiden    unendlich   fernen    Kegelscbniite;    diinn 
handelt  es  sich  um  die  drei  Sehnenpaare; 

(A"  —  A')  Y^  +  (l'"-  l")Z^  ==  0, 

{k"'~  r)  Z^  +   (A'  —  k")X^  =  0, 

In  allen  Fällen  sei  a  >  &  >■  c;  dann  ist  beim  Ellipsoide 
k'  =  a~'^,      X"  =  &~^,      k"'  =  c~"^, 
alao  das  mittlore  Paar  reell.    Für  das  einsehalige  Hyperboloid  hat  man 

1'  =  a~^',      A"  =  6~^,      A"'  =  —  c~^, 
nnd   das   erste  Paar  ist  reell.     Bsim  zweiscbaligen  Hyperboloide  sei 

A'  =  öi""^,      A"  =  —  ö""^,      A'"  =  —  c~^j 
das  mittlere  Linienpaar  ist  reell. 

Beim  Ellipsoide  hann  man  also  zwei  reelle  Xreisschnitiebenen  durch 
die  mittlere  Hat^taxe  legen,  heim  einstmaligen  Hyperboloide  dmrcli  die 
grosse  Axe  der  EeJdeUipse  (vgl.  p.  173^,  heim  eweischaligen  Eyperholoide 
durch  di^e^nge  Axe,  welche  senkrecht  steht  su  der  flacheren  der  beiden 
Hyperbeln,  die  von  zweien  der  Mauptsehnitte  hestimmt  werden. 

Es  ist  noch  hervorzuheben,  dass  bei  letzterer  Fläche  die  beiden 
Kreisachnittebenen  zwar  reell  siudj  nicht  aber  die  betreffenden  Kreise. 
Die  dem  Mittelpunkte  zunächst  liegenden  Ebenen  der  beiden  Paraliel- 
scbaaren  treffen  das  Hyperboloid  nämlich  nicht;  je  zwei  Ebenen  in 
jeder  Schaar  berühren  sodann  die  Fläche,  und  erst  die  weiteren 
Ebenen  schneiden  wirklich  reelle  Kreise  aus.    In  der  That,  legt  man 
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die  Gleichung  (19)  p.  172  zu  Grunde,  so  lassen  sich  die  GleichuDgen 
der  beiden  reellen  Kreissclmittschaaren  in  der  einen  Gleichung 

(9)  yE±Ex+T^^^z  +  i,-o 

zusammenfassen,  wo  p  einen  variabeln  Parameter  bedeutet.  Die  Pole 
dieser  Ebenen  bilden  die  zur  gemeinsamen  unendlich  fernen  Sehne 
conjugirte  Polare;  ihre  Coordinaten  sind 

die  conjugirte  Polare  durchsetzt  die  Fläche  in  den  beiden  Punkten, 
in  welchen  ein  Xreis  sieh  auf  einen  Punkt  zusammenzieht  (d,  h.  Be- 
rührung einer  Ebene  stattfindet);  man  findet  für  diese  Schnittpunkte, 
die  sogenannten  „Kreispunld^'  oder  „Nabelpunicte"  des  einschaligen 
Hyperboloids,  die  Coordinaten: 

(10)  jf_  +  „-|/?!±|,    r=o,    ^-iol/JJ^J. 

Eine  gaua  ähnliche  üebcrlegung  gilt  für  das  reelle  Ellipsoifl;  die 
Schaaren  reeller  Kreiaschnifcte  sind: 

(11)  ^''^  ~  '''  X+  ^^-i?  +  P  -  0, 
und  die  Coordinaten  der  l^ahelpunhte  des  EUipsoids: 

(12)  x-±ay^=^.,     r_0,     ^-  +  <!]/Jl-|- 

Hier  liefern  die  dem  Mittelpunkte  zunächst  liegenden  Ebenen  des 
Büschels  (11)  reelle  Kreise,  die  über  die  Nabelpnnkte  hinaus  ent- 
fernten dagegen  treffen  das  Ellipsoid  nicht. 

Auf  dem  einschaligen  Hyperboloide  (18),  p.  172  werden  die  Kreis- 
achnitte  durch  die  Ebenen 

(13)  t^'2Y  +  t?±I-Z  +  p  =  0 


5  Hyperboloid  hesitst  keütc  reellen  Kreis- 
punkte;  alle  Ebenen  (13)  treifen  die  Fläche  in  reellen  Kreisen*). 


*)  Die  Krois schnitte  iiuf  dem  Bllipsoide  wurden  von  d'Alembert  gefunden 
(OpuBCules  mathömatiques,  t.  VII,  Paris  1780,  p.  163),  auf  den  anderen  Flächen 
von  Monge  und  Hactetto  (1802,  Journal  de  Tecole  poljteclmiqno,  cak  11, 
p.  161  ff.),  mit  Hülfe  des  imaginären  EugelkveiBes  Ton  Toncelet  (Traitö  des 
propriötös  projectives,  Nr.  621).  Die  auf  dem  allgemeinen  Kegel  gelegenen 
Kreise  fand  schon  Äpolloniua  von  Pergae  (Conica  I,  5).  —  Die  heideu  Scbaaren 
YOn  KreisBchnitten  kann  man  sehr  gut  zur  Anschauung  bringen,  indem  man 
eine  Anzahl  von  Kreisen  jeder  Schaar  aus  Carton  ansschneidet  und  dann  in  ge- 
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Dass  beim  reellen  Kegel  (achiefeii  Krciskegel)  ebenfalls  zwei 
reelle  Kreisschnittschaaren  existiren,  ist  unmittelbar  deutlich;  die 
Nabelpunkte  fallen  in  die  Spitze  zusammen. 

Etwas  anders  gestalten  sieb  diese  Ueberlegungen  bei  den  Para- 
boloiden.  Ist  das  unendlich  ferne  Linienpaar  imaginär,  so  erlauben 
seine  Sebnittpunkte  mit  dem  imaginären  Kugelkreise  noch  zwei  reelle 
Verbindungslinien.  Das  elliptische  Faraboloid  besiM  daher  zwei  reelle 
Kreisschnittschaaren;  gleiches  gilt  für  den  elUpUscJten  Oylinder.  Geht 
man  von  der  Gleichung  (5),  p..l75  aus,  so  sind  die  Gleichungen  der 
drei  Liiiienpaare,  um  die  es  sich  handelt, 

Eines  dieser  Paare  ist  reell  beim  elliptischen  Paraboloide;  die  be- 
trofFonden  Kreissehaaren  werden  gegeben  durch 

(14)  yj'  X  ±  y^-  yz+p^o, 

wenn  etwa  p">p';  es  ergeben  sich  0wei  NdbelpunJcte  mit  den  Coor- 
dinaten: 

(15)  x  =  -J^-^,    r=o,   z  =  \y^^^'- 

Ist  das  unendlich  ferne  Linienpaar  der  Fläche  reell,  so  ist  es 
mit  dem  ersten  der  drei  angegebenen  Paare  identisch:  auf  dem  hyp&)-- 
bolisehert  Paraholoide  und  dem  hyberboliscken  (h/linder  gibt  es  daher  keine 
reellen  Kreisschnitte  und  Naielpunkle. 

Wird  schliesslich  die  unendlich  ferne  Ebene  von  der  Fläche  längs 
einer  geraden  Linie  berührt,  so  fallen  zwei  Sehnenpaare  in  diese 
eine  Doppeliinie  zusammen,  das  dritte  wird  zu  einem  Paare  imaginärer 
Tangenten  des  Eugelkreises;  die  durch  sie  bestimmten  Ebenen  liefern 
nicht  Kreise,  sondern  imaginäre  Parabeln;  auf  dem  parabolischen 
Cylinder  gibt  es  folglich  weder  reelle  noch  imaginäre  Kreisschnitte. 

■wiiser  Weise  mittels  gemachter  Einschnitte  in  eiaaoder  steckt;  man  stellt  sich 
eo  ein  Modell  der  Fläcte  direct  ans  ihren  Kveissohnitten  ber;  durch  AusgieBsen 
mit  GjpB  kann  man  dann  weiter  za  festen  Gypamodellen  gelangen;  beim  hyper- 
bolisolien  Paraholoide  treten  gerade  Linien  an  Stelle  der  Kreise,  man  kann  daher 
auch  die  Eugehörigen  Schaaren  von  parallelen  Ebenen  in  analoger  Weiee  be- 
nutzen; bei  Rotationsflächen  iat  das  Verfahren  nicht  anwendbar.  Dasselbe  ist 
angegeben  von  0.  Henrici,  on  the  construction  oi  Cardboard  modeis  of  surfaces 
of  the  seoond  order,  professorial  Dissertations  for  1871—1872,  University  College, 
London.  In  dieser  Weise  {nach  Angaben  von  A.  Brill)  hergestellte  Cavtonmodellc 
sind  von  der  Verlagshandlimg  von  L.  Brill  in  Darmatadt  bii  beziehen. 


y  Google 


Die  FläobeQ  zweiter  Oi-diiiing'  uncl  zweiter  Klaaso.  ]  Dl 

Ganz  dasselbe  Zusainraenf allen  von  zwei  Sehnen  paaren  tritt  auch 
bei  den  RotaHonsfläcJmn  ein,  wie  nach  dem  Obigen  sofort  klar  ist; 
auf  denselben  gibt  es  also  ausser  den  FaralMh-eiscn  weder  reelle  noch 
imaginäre  KreisscJmitte. 

Die  hier  gegebene  Behandiuag  metrischer  Relationen  mit  Hülfe 
des  imaginären  Eugellfreises  wird  die  Branchbarkeit  der  Methode, 
insbesondere  der  Interpretation  des  rechten  Winkels  durch  harmo- 
nische Theilung,  hinreichend  klar  gelegt  haben.  Man  kann  aber 
weiter  gehen  und  ähnliche  Betrachtungen  für  beliebige  Wiukelrela- 
tionen  anstellen. 

Es  war  nämlich  der  Winkel  zweier  Ebenen  m,  t,  w  und  n',  v',  w' 


p  ='  arflcos  — 


(\b)  =  TT  loa '  . 


wo  j  =  y^  1  und 
II=iiu'  +  i'ü'  -^wiv' ,  G  ^=  li"  -\-  v^  -\- w'^ ,  L  =  u'^  -{-  v'''  -{-  tv''' . 
Nun  ist  früher  (p.  134)  das  Doppelverhältniss  zweier  beliebigen  Punkte 
X,  y  und  der  beiden  Schnittpunkte  ihrer  Verbindungslinie  mit  einer 
Fläche  aweiter  Ordnung  berechnet.  Nach  dem  Principe  der  Dualität 
bleibt  dieselbe  Formel  gültig  für  das  Doppelverhältniss  zweier  Ebenen 
V,  w  und  der  beiden  Ebenen  ihres  Büschels,  welche  eine  gegebene 
Fläche  zweiter  Klasse 
(17)  Z:SÄau,ui  =  0 

berühren;  dasselbe  ist  also  (vgl.  unten  p.  196): 

^   '  R -{-'y K^  - 'gl' 

G  =^  SEAikViVn,  L  =  ^ZAii,iViWk, 
H=SSAikViWk. 
Die  frühere  Formel  für  das  Doppelverhältniss  wird  nicht  gestört, 
wenn  die  Fläche  insbesondere  ein  Kegel  ist;  so  bleibt  auch  (18) 
gültig,  wenn  die  Fläche  zweiter  Klasse  (17)  in  einen  Kegelschnitt 
ausartet  (vgl,  p.  23fF,).  Geht  man  nun  Ton  homogenen  Coordinaten 
zu  rechtwinkligen  über,  und  nimmt  die  Gleichung  des  Kegelschnittes 
in  der  Form  (2)  an,  so  wird  gi  =  ^  ^°S  '^■ 

Der   Wifüiel  sweiei'  Ebenen  ist  also  glekh  -z  mal  dem  natürliciten 
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Logarithmus  des  BoppelverhäUnisses,  welches  dureh  sie  und  durch  die- 
jenigen swei  Tang&ntenäimm  des  imaginären  Kugelkreises  hesUmmf  wird, 
die  durdi  die  Schnittlinie  dßf  gegäimen  Ebenen  hiMäurchgehen*). 

Dieses  Doppelverliäliniss  ist  dasselbe,  welches  in  der  unendlich 
fernen  Ebene  bestimmt  wird  durch  die  beiden  unendlich  fernen  Ge- 
raden unserer  Ebene  und  die  beiden  Tangenten,  welche  der  imaginäre 
Kiigelkreia  dureh  den  Schnittpunkt  beider  Geraden  hindurchschickt; 
man  kann  also  in  der  That  jede  Ebene  parallel  za  sich  verschieben, 
ohne  den  Winke!  zu  ändern.  Dasselbe  Doppelrerhältnias  wird  auch 
durch  die  Schnittpunkte  gedachter  vier  Geraden  mit  der  Berührungs- 
sehne  der  beiden  Tangenten  (Polare  des  unendlich  fernen  Punktes 
der  Axe  beider  Ebenen^  bestimmt,  also  auch  dureh  die  Verbindungs- 
linien dieser  vier  Punkte  (von  denen  ja  zwei  auf  dem  Kugelkreise 
liegen),  mit  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes,  z.  B,  mit  einem 
Punkte  der  Axe;  die  Ebene  der  letzteren  vier  Linien  steht  aber  senk- 
recht zur  Axe  der  Ebenen  und'  zwei  von  ihnen  liegen  in  diesen  Ebenen; 
a.lso  ist  der  Winlcel  zweier  Eimen  oMch  gleich  dem  WinJcel  ihrer  ieiden 
SckniUlinien  mit  einer  m  beiden  senla-eckten  Ebene,  wie  aus  den  Ele- 
menten bekannt  ist. 

Der  Sinus  des  Winkels  i>  einer  Ebene  und  einer  Geraden  ist 
gleich  dem  Cosinus  dos  Winkels  der  Ebene  gegen  eine  zur  Geraden 
senkrechte  Ebene;  letzterer  wird  in  genannter  Weise  gemessen  durch 
das  Doppelverhältniss  der  unendlich  fernen  Geraden  der  gegebenen 
Ebene,  der  Polaren  des  unendlich  fernen  Punktes  der  gegebenen  Ge- 
raden und  der  beiden  von  ihrem  Schnittpunkte  ausgehenden  Tangenten 
au  den  Kugelkreis;  und  dies  Doppelverhältniss  ist  dasselbe  wie  das  der 
Pole  beider  unendlich  fernen  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis 
und  der  Schnittpunkte  ihrer  Verbindungslinie  mit  diesem  Kreise, 
Sind  nun  ic^,  y^,  z^  und  Xi,  y^,  Sj  zwei  Punkte  der  gegebenen  Linie, 
so  hat  ein  beliebiger  Punkt  derselben  die  Coordinaten 

1  +  1    '       1  + 1   '      l^-^' 
die  Coordinaten  des  uneitdlieh  fernen  Punktes  (X  ^  —  1)  vei'halten  sicJi 
cdso  wie  x^  —  Xq  :  y^  —  y^ :  Si  —  »o,  d.  h.  wie  die  Plü eher' sehen  Linien- 
coordinaten   p,   q,   r   der  Geraden    (p,  43).      Somit  ist   in   Ueberein- 
stimmung  mit  (31),  p.  13: 

(19)  "-^=iiogi^j^r^^, 


■e,  vgl.  Bd.  I,  p.  148. 
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Q  =  up  -\-  vq  -\-  wr ,  P  =^  tt^  -\-  v^  ■}-  w^ ,  li  =  p^  -{-  q^  -{-  r^; 
denn  der  Pol  der  unendlicli  fernen  Geraden  der  Ebene  u,  v,  iv  in 
Bezug  auf  den  Kugelkreis  hat  eben  wieder  die  Coordinaten  u,  v,  w. 
Der  Winkel  zweier  Geraden  ist  derselbe,  wie  der  zweier  zu  ihnen 
bez.  parallel  gezogenen  und  sicli  acbneidenden  Linien  (p.  7),  hängt  also 
nur  von  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Goraden  ab;  er  ist  zu 
messen  durch  das  Doppelverhältniss ,  welches  durch  sie  und  die 
Schnittpunkte  ihrer  Verbindungslinie  mit  dem  Kugelki-eise  bestimmt 
wird,  also  gleich 

(20)  ^i„gi"VrE^, 

wenn  p,  q,  r,  %,  x,  q  und  p',  q',  r' ,  x',  %',  q'   die  Plücker'scheu 

Liniencoordinaten  der  beiden  Geraden  sind,  und  wenn; 

Q  =  PP  -\-  qq'  +  ^r',       j;  =  jjä  _j_  ^2  _j_  j.s^       p  =  j,'ä  ^  g'a  -f-  ^'3. 

Im  Vorstehenden  haben  wir  diejenigen  Fälle  eingehend  besprochen, 
in  denen  der  Kegelschnitt  (4)  eine  solche  specielle  Lage  gegen  den 
imaginären  Kugelkreis  (3)  einnimmt,  dass  dadurch  die  Transformation 
auf  die  Hauptaxen  unbestimmt  wird.  Im  Sinne  der  Invariantentheojie 
ist  aber  ebensowohl  jeder  Fall  in  Betracht  zu  ziehen,  in  dem  zwischen 
den  simultanen  Invarianten  der  beiden  unendlich  fernen  Kegelschnitte 
eine  besondere  Relation  stattfindet.  Diese  simultanen  Invarianten 
sind  die  Coeffieienten  der  Potenzen  von  l  in  dem  durch  (5)  gegebenen 
Ausdrucke  ^(^);  sei  also: 

(21)  J{1)  =  Ao  +  31A,  +  SA^Aa  +  A^Ag, 
so  ist*): 

A,  _  4  .      -  3A  -„„,,-«,'  +  o,.«„  -  <.„'  +  o.,o,.  -  «„», 

Aj  —  — ■  1  3  A,  —  o,,  +  o,,  +  o„ . 

Alls  ihnen  blickt  man  zwei  absolute  Invarianten; 

(22)  A.-^_,    A,_^. 

Duich  (hebe  absohttm  hiiarmnten  sind  darni  die  Langen  der  llmipt- 
axen  hit  auf-  emen  yenieinsamen  Fartor  bestimmt;  nach  den  invarianten- 
theoretischen Entwicklungen  kann  man  sich  dies  etwa  in  folgender 
Weise  vermittelt  denken  (Bd.  I,  p.  302).  Es  seien  y',  y",  y'"  die 
Wurzeln  der  Gleichung 

*)  Vgl.  hier  und  im  Folgenden  Bd.  I,  p.  391  If.     Die  InTarianten  A„,   Aj  , 

Aj,  Aj  mnasen  mit   6  maltiplicirt   werden,  um   die   dort   bennt^teu  Jn Varianten 
-^jui  -^1121  -^jsa»  -^Sii   ^"  geben, 

CleliBoh,  Vofleanngffli.  H,  1.  13 
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f  +  3  (l  +  3A,A,)  r'  +  jj  [l  —  3A,A,  (l  -  9A,  —  OA,)]  r 


I  findet  man  aus  den  Gleichur 


die  drei  poppelverhältiiiase  «',  a" ,  «'"  der  drei  Punkfcquadrupe], 
welebe  von  den  beiden  Kegelschnitten  auf  den  drei  Seiten  des  ge- 
meinsamen Polardreieeks  ausgeschnitten  werden.  Durch  diese  Doppel- 
verhältnisee  werden  aber  die  Winkel  der  drei  Linienpaare  gemessen, 
in  denen  der  Asymptotenkegel  unserer  Fläche  (dessen  Spitze  im 
Mittelpunkte  liegt  und  der  auf  dem  unendlich  fernen  Kegelschnitte 
der  Fläche  steht)  die  drei  Hanptdiametralschiiitte  derselben  durch- 
setzt.    Diese  drei  Winkel  sind  also 

g,'  =  |log/,    (p"  =.^log/',    9)"'  =  |lüg/". 

So  werden  diese  Winkel  einmal  durch  die  absoluten  Invarianten  be- 
stimmt, das  andere  Mal  durch  die  Wurzeln  von  z^(l)=0,  d.  h. 
durch  die  Längen  der  Hauptaxen;  denn  es  war  auch: 

,  _  ß--^i"y        _  {i-  +  xr      ,„  _  {V  +  x'y 

Verschwindet  insbesondere  die  Invariante  Ag,  so  kann  man  dem 
Kegelschnitte  (4)  unendlich  viele  Dreiecke  einschreiben,  welche  Polar- 
dreiecke in  Bezug  aut  den  imaginären  Kugelkreis  sind.  Es  ist  daher 
Ag  ^  0  die  Bedingung  tlafiit,  dass  man  auf  dem  Asym^totenlegel  un- 
endlich viele  Tripel  von  einander  reehiteinkUg  schneidenden  Geraden 
besUmmen  Jcann  gleichzeitig  gibt  es  dann  in  jedem  Systeme  von 
Erzeugenden  der  Fläche  unendlich  viele  Tripel  von  zu  einander 
rechtwinkligen  Geraden. 

Verschwindet  die  Invariante  Aj,  so  kann  man  der  Ciirve  (4) 
unendlich  viele  Dreiecke  umschreiben,  welche  Polardreiecke  in  Bezug 
auf  (3)  sind.  A^  =  0  Jsi  folglich  die  Bedingung  dafür,  dass  mam  an 
die  gegebene  Fläche  unendlich  viele  Tripel  von  su  ei/na/näer  senJcrechten 
Asymptotenehenen  legen  kann*).  Das  Hyperboloid  heisst  in  diesem 
Falle  gleichseitig. 

Die  Bedingungen  A^  =  0,  A^,  =  0  können  bei  Gleichungen  mit 


*)  Vgl.  Plücker,  System  der  Geometrie  des  Eanmes  p.  156  (Däaseldotf 
1846),  sowie  für  diesen  und  den  vorb eingehenden  Satz:  Salmon,  Geömetry  oi' 
three  dimenaiona,  art.  201  (Dublin  1865);  art.  211  in  Bd.  I  der  dentscben  Be- 
arbeitung von  Fiedler  (Lcipdg  1874);   vgl,  iinch  H.  Vogt,  Crelle'a  Journal,  Bd.  86. 
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reellen  Coefficienten  nie  gleichzeitig  erfüllt  sein,  da  sonst  l'  +  ^" 
+  i"'=  0  und  l"'^  +  l"^  +  i"'*=  0  folgen  würde. 

Eine  andere  bemerk enswerthe  Besonderheit  entsteht,  wenn  der 
Pol  einer  der  gemeinsamen  Sehnen  in  Bezug  auf  den  imaginären 
Kugelkreis  selbst  dem  unendiieh  fernen  Kegelschnitte  (4)  unserer 
Fläche  angehört.     Die  Gleiehung  einer  solchen  Sehne  ist 

]/a'  —  "F  z  -i-  yx"  ~  l'"  Z  =  0, 

die  homogenen  Coordinaten  ihres  Poles  in  Bezag  auf  (3)  sind 
yX'—X",  0,  YX"  —  l"';  soll  der  Pol  auf  f=0  liegen,  so  folgt 
l'  (A'  —  X")  +  A'"  (l"  —  PL'")  =  {X'  —  l'")  {V  —  l"  +  l'")  =  0. 
Soll  diese  Bedingung  rational  in  den  Ooefficienten  ausgedrückt  werden, 
so  mues  man  das  Product  aller  analogen  Ausdrücke  gleich  Null  setzen, 
um  eine  symmetrische  Function  zu  erbalten;  also: 

(A'  —  A"  +  X'")  (A'  —  A"  —  X'")  (!'  + 1  —  r)  =  (A'  +  X"  +  ry 

—  4(/l'  +  r  +  A'")  (X'X"  +  X'X'"  +  X"X)  +  Hl'X"X'\ 
oder: 

(aS)  3^Ä^^  —.2^  •  3^AiA,Ao+  2=  -  A^A^^  =  0. 

Wenn  aber  der  Pol  auf  f=0  liegt,  so  stehen  die  durch  unsere 
Sehne  zu  legenden  Kreisschnitte  (vgl,  p.  187)  auf  allen  Linien  senk- 
recht, die  ihren  unendlich  fernen  Punkt  in  dem  Pole  haben;  folglich: 

Wenn  die  Bedingung  (23)  erfülU  ist,  so  gibt  es  <mf  der  Fläche 
swei  J^rscugende,  die  zu  einer  der  sechs  Kreisschnittsekaarm  senhrecM 
stehen. 

Bei  dem  geradlinigen  Hyperboloide  kann  dies  für  eine  reelle 
Erzeugende  und  ein  reelles  Kreisschnittsystem  vorkommen,  nämlich, 
wenn  ju  {1%  y.  172: 

.^-i  +  i-O. 

Das  eiiischaligc  Hyperboloid  heisst  dcmn  orthogonal*).     Etwas  ähn- 

*)  Nach  Schröter:  Crelle's  Journal  Bd.  85,1878.  Dasselbe  Hyperboloid  wird 
erzeugt  von  einem  Punkte,  dessen  Abstände  von  awei  festen  eich  nicht  schnei- 
denden Geraden  in  eocstantem  Verhältnisse  stehen,  wie  Chaslee  gezeigt  hat, 
LiouyiUe'e  Journal,  t.  I,  1836.  Das  orthogonale  Hyperboloid  wird  auch  erzengt 
Ton  einer  Geraden,  welche  sich  so  bewegt,  dass  man  durch  sie  immer  zwei  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  legen  kann,  die  bez.  durch  zwei  feste  Gerade 
hindurchgehen;  vgl.  Steiner,  Crelle's  Journal  Bd.  2,  p.  292  (1827;  gesammelte 
Werke,  Bd.  1,  p.  162).  Sjnthetiach  ist  die  Mäche  von  Schönfliesa  (ScHö- 
milch's  Zeitschrift,  Bd.  23  und  24)  behandelt,  von  Schröter  a,  a.  0.  und  von 
Fiedler  (Daratelleude  Geometrie  Bd.  2,  p.  287  f,).  Das  „gleichseitige"  hyper- 
bolische Paraboloid  betrachtet  Steiner  in  den  „Systematischen  Entwickinngen" 
(Ges.  Werte,  Bd.  1,  p,  380  fF.). 

13* 
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liehes  kann  natürlich  beim  hyperholischmi  Faraboloide  reell  eintreten; 
wenn  nämlicli  der  Pol  der  einen  unendlich  fernen  Geraden  desselben 
in  Bezug  auf  den  Kugelkreis  auf  der  anderen  liegt;  dann  sind  beide 
Gerade  eonjugirte  Polaren,  die  durch  sie  gehenden  Ebenen  daher 
senkrecht  auf  einander:  jede  Erseugende  der  einen  Art  steht  senkrecht 
m  jeder  Erzeugenden  der  anderen  Art. 

VIII.  Duallstisclies. 

Gemäss  dem  Principe  der  Dualität  hätten  wir  ebensowohl  von 
einer  Gleichung  zweiter  Klasse 

(1)  SSAikUiUk  =  0  oder  symbolisch  (ZÄiUiY  =  0 
ausgehen  können,  wie  von  einer  solchen  zweiter  Ordnung;  denn  wir 
wissen,  dass  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  (Kegel  und  Ebenenpaar 
ausgenommen)  auch  von  der  zweiten  Klasse  ist  (p.  39f.  und  137f.). 
Die  Diseussion  dieser  Gleichung  hätte  uns  ebenfalls  alle  Eigenschaften 
der  Flächen  zweiten  Grades  liefern  müssen,  nur  in  anderer  Reihen- 
folge und  Gruppirung. 

Statt  die  Schnittpunkte  einer  geraden  Linie  mit  der  Fläche  zu 
suchen  (vgl.  p.  133),  würden  wir  als  erste  Aufgabe  die  Bestimmung 
der  heiden  durch  eme  gegebene  Gerade  zu  legenden  Tangentialebenen  zu 
behandeln  haben. 

Es  sei  die  gegebene  Gorade  durch  die  Ebenen  v  und  iv  bestimmt; 
wir  setzen 

G  =  SZAf^vm    =  {^AiV.f , 
L  =  2J2JA{tWiivi;  =  {2A!W,)^ , 
}-T=  S2:A,kVitVk  ==   SAiVil^AkWk; 
die  Coordinaten  der  beiden  gesuchten  Ebenen  sind  tiaher 

(2)  QtU^-Vi^flW^, 

wenn  [t  durch  die  Gleichung 

(3)  ^«L  +  2,ia"+(?  =  0 

bestimmt  wird.  Wie  rmtss  mm  die  Eherne  w  liegen,  damit  sie  mit 
einer  gegebenen  Ehene  v  einerseits  und  dm  heiden  Ebenen  (2)  anderer- 
seits ein  bestimmtes  Doppeherhältniss  a  bilde? 

Es  ergibt  sich,  ganz  wie  früher,  die  Gleichung  (vgl.  p.  134) 

(4)  («  +  IfGL  -  4«-H^  =  0, 

eine  Fläche  zweiter  Klasse,  die  von  den  betreffenden  Ebenen  w  um- 
hüllfc  wird.  Dieselbe  artet  in  einen  doppelt  zählenden  Punkt,  H^  =  0, 
den  Pol  der  Ebene  v,  aus,  wenn  k  ^  —  1,  d.  h.  wenn  das  Doppel- 
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verhältniss  harmonisch   ist.     Die   Coürdina,toii   des  Poles 
die  Goefficienten  der  Gleichung  i?  =  0,  d,  h. 

(5)  aiji  =  Äiivi  +  Ai-iV2  +  Ä-isVa  -\-  AiiVi. 

Ji'ür  K  =  +  1  ergibt  sich  die  Gesammtheit  der  Ebenen  w,  deren 
Schnittlinien  mit  v  Tangenten  der  Fläche  sind  (p.  143),  d.  i,  die  Gleichung 
der  Sdimtkurve  tmserer  Fläche  (1)  mit  der  Ehene  v  in  Ehmencoor- 
dinaten  w,  nämlich: 

GL  —  m^O; 

diese  Curve  entspricht  dualistisch  dem  in  Gleichung  (10),  p.  135  auf- 
gestellten Tangentenkegel.  Mau  erkennt  auch  hier  leicht,  dass  sich 
alle  Flächen  des  Systems  (1)  in  dieser  ebenen  Curve  zweiter  Ord- 
nung berubren.     Das  System  ist   also  mit  dem   früher   betrachteten 

(«4-  lfFll~AaQ^==0 
vollkommen  identisch,  eine  Identität,  welche  man  in  derselben  Weise 
eingehender  nachweisen  kann,   wie    dies   bei   der  analogen  Aufgabe 
der  ebenen  Geometrie  geschah  (Bd.  I,  p.  116  ff.). 

An  die  Gleichung  S=0  lässt  sich  wiederum  die  Polarentheorie 
anknüpfen,  führt  aber  nicht  zu  neuen  Resultaten.  Hervorgehoben  sei 
nur  die  aus  (5)  (umleitende  Gleichung  der  Fläche  (1)  in  Punictcoordi- 
naten  y,  als  Bedingung  der  vereinigten  Lage  von  Ebene  «  und 
Pol  y,  nämlich: 

(6)  2^SKmy:^  =  0, 

wenn  A«  die   ersten  Ünterdeterminanten  der  aus   den  An,  au  bilden- 
den Determinante  A  bedeuten.    Dieselbe  Gleichung  kann  in  der  Form 
I  A,,     Ay,     A,^     A,^    y,  ' 


(6a) 


=  0 


geschrieben  werden.  Auch  die  Gleichung  unserer  Flädie  in  Linien- 
coordinaten  lässt  sich  leicht  aufstellen.  Sind  x,  y  zwei  Punkte  einer 
Tangente  der  Fläche,  so  hat  man: 


(') 


ä^i  Ag^  Agg  Ag^  x^  y^ 

4„  Ai^  -4^3  ^44  x^  J/4 

x^  a'a  Xg  !C,j  0  0 

Vi  Vi  Ps  Vi  ^  ^ 
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worin   nach  der  Ausrechnung  Xiyit  —  x^yi  =  pn  zu   setzen  ist.     Die- 
selbe Gleichung  lässt  sich  auch  iu  der  Form 
(7a)  2:2J(Ai,iJ,i  -  A,,A,dq/u(M  =  0 

schreiben,  oder  symbolisch: 

(7b)  {ÄBxyy^O, 

wenn  uj  ■=--  u/  =  ZSÄ-i^UM^.,  analog  zu  (3)  bez.  (3)^=  auf  p.  142. 

Von  besonderem  laterease  ist  es,  anzunehmen,  dass  die  Coeffi- 
eienten  Äni  in  (1)  bereits  als  TJnterdeterminanten  aus  anderen  a^ 
gegeben  seien,  so  dass  (1)  als  die  Ebenencoordinaten- Gleichung  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  £Saityii/t  =  0  betrachtet  wird,  Aisdann 
nämhch  tehrt  mau  mittelst  (6)  oder  (6a)  zu  dieser  ursprönglichen 
Punktco ordinaten-Gleichung  zurück;  denn  nach  den  Sätzen  über  ad- 
jungirte  Determinanten  hat  mau 

(8)  Ai^  =  Ä'  ■  fl,-i. 

Die    G-leichung  (7a)   ferner   ist   dann   von   der  Gleichung  (3)  p.  142 
nicht  wesentlich  verschieden,  denn  es  ist: 

(9)  ÄkiÄfk  —  Äii^Aii  =  A  ■  (a,uatk  —  a,,i,au), 
und  q/,1  ist  proportional  zu  pn. 

Etwas  wesentlich  Neues  tritt  uns  entgegen  bei  der  Annahme, 
dass  die  Determinante  A  der  Ajt  gleich  Null  sei;  denn  dann  artet 
unsere  Fläche  zweiter  Klasse  in  einen  ebenen  Kegelschnitt  aus,  wie 
er  dem  Kegel  dualistisch  entspricht  (p.  23 ff.);  und  ein  solcher  kann 
nicht  in  Punktco  ordinalen  dargestellt  werden,  repräsentirt  also  eine 
Klasse  von  Flächen,  die  durch  unsere  bisherige  Betrachtungsweise 
gänzlich  ausgeschlossen  war.  Wir  stellen  die  Eigenschaften  der  so 
gegebenen  ebenen  Curve  kurz  denen  des  Kegels  gegenüber;  für  die 
geometrischen  Beziehungen  der  Polarentheorie  geschah  dies  schon 
früher  fp.  149);  wir  beschränken  uns  daher  auf  die  algebraische  Be- 
handlung. 

Die  Gleichung  in  Punktcoordinaten  stellt  die  doppelt  genommene 
Ebene  a  des  Kegelschnittes  dar,  indem: 

(10)  pWiöi.  =  Aii,      p(:Ea>iy,f  =  ££Aayiyi. 

Die  Gleichung  (7a)  behält  ihre  volle  Bedeutung;  sie  wird  von 
aUen  geraden  Linien  befriedigt,  welche  den  ebenen  Kegelschnitt  treffen 
(vgl.  das  Beispiel  auf  p.  183).  Aus  dieser  Linieneoordinatengleichung 
findet  man  insbesondere  die  Gleichmig  des  von  einem  Punkte  e  aus- 
gehenden   Kegels,    welcher   auf    unserem    Kegelschnitte   steht:    man 
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braucht  nur  g^  gleich  «i^t  —  SiXh  zu   setzen.     Die    Gleichung   eines 

solchen  Kegels  ist  also: 

(11)         S2:{A,uAii.  —  ÄnkA,)(XiSt  —  x^s^ixu^i  —  «,«/,)  =  0, 

oda-: 

(IIa)  {ABxsf=^0. 

Man  kann  sieb  die  Aufgabe  stellen,  die  Schnittpunkte  dieses 
Kegels  mit  einem  durch  zwei  Ebenen  v,  w  bestimmten  Strahle  zu 
finden.  Die  Gleichung  der  Schnittpunkte  des  Strahles  mit  einer  be- 
liebigen Fläche  a^  =  0  in  Ebenencoordinaten  u  ist  offenbar 

{avwuf-a. 
In  (IIa)   sind    also    nur   die  Xi  durch  die  dreireihigen  Ünterdetermi- 
nauten  der  Grössen  «;,  Vi,  w-,  zu  ersetzen.    Dies  gibt  nach  bekannten 
Determinantenaätzeii 


=  0, 


oder 

Um  von  den   symbolischen  zu  den  wirklichen  Ausdrücken  zurückzu- 
kehren, hat  man  das  Quadrat  auszuführen  und  zu  beachten,  dass 

uj  =  u/  =  £1:ä.^u.u^,      u^v^  =  u,,v^.  =  USA.^tt.v^. 
Wir  setzen  noch  zur  Abkürzung 

ß„„  =  DSÄikUiU,,,         Qua  ^  ^^AibUiVi, 

und   finden  die   Gleichung  c 

SiraJile  v-w  in  der  Form 

(19)         QuA^w/  +  Q„„Q™^)/  +  fi™ß»»«/  +  2ß„,Q„„i;=w= 

+  2Q„fi„„w,M;=  +  2ß^„ß„„M,i;,  =  0, 
indem   sich   alle   anderen  Glieder  bei   der  Ausrechnung   herausheben. 
Diese   Gleichung  stellt  einen  in  ein  Punktepaar  zerfallenden  Kegel- 
schnitt dar;  die  einzelnen  Punkte  des  Paares  sind  nach  der  sogleich 
zu  erwähnenden  Methode  zu  bestimmen. 

Besonders  bemerkenswerth  ist  der  Fall,  wo  die  Ebene  tv  mit  der 
Ebene  unseres  Kegelschnittes  (d.  h.  mit  o)  zusammenfallt,  wo  es  sich 
also  um  die  Schnittpunkte  eines  in  dieser  Ebene  gelegenen  Strahles 
mit  der  Ourve  handelt.  Dann  lässt  sich  von  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (12)  ein  Factor  Wg^  absondern,  und  die  Gleichung  reducirt 
sich  auf 
(13)  ß^Q„„— ß„^  =  0. 


(  (11)  mit  dem 


y  Google 


200  Zwüite  AbÜJdliLüg, 

Die  bek-effende  ßechouKg  iUsst  sich  am  besten  symbolisch  machen; 
wir  übergehen  dieselbe  hier,  nnd  begnügen  nns  daran  zu  erinnern, 
dass  ja  GrL  —  IP  =  0  in  Veränderlicher  v  die  Uleiehnng  des  Kegel- 
schnittes war,  in  dem  eine  Fläche  zweiter  Klasse  von  der  Ebene  w 
geschnitten  wird  (p.  197),  und  tlass  in  (13)  ebendieselbe  Gleichung 
in  anderer  Beaeichnungs weise  vorliegt,  dass  endlich  dieser  Kegel- 
schnitt im  Falle  A  =  0  sich  in  das  von  uns  betrachtete  Punktepaar 
zerspaltet,  Ms  ist  also  m  der  Tliat  (13),  falls  A  ==  0,  die  Gleichung 
der  beiden  Pimlcte,  in  denen  der  dargestellte  Kegelschnitt  eine  Ebene  v 


Die  letzte  Aufgabe  liat  ims  schon  zu  derjenigen  weiteren  Aus- 
artung einer  Jiläche  zweiter  Klasse  geführt,  welche  auftritt,  wenn 
nicht  nur  die  Determinante  A  gleich  Null  ist,  sondern  sciion  alle 
ersten  Unterdelerminanten  An  derselben  versckiomdmt.  Wie  ein  Kegel 
in  ein  Ebenen  paar  zerfallt,  wird  sich  unser  Kegelschnitt  in  ein 
Punkt^>aar  auflösen.  DiePunktcoordinaten-Gleichung  ist  jetzt  identisch 
befriedigt;  die  linke  Seite  der  Linieneoordinaten-Gleichung  wird  ein 
vollständiges  Quadrat  und  stellt  die  doppelt  zählende  Verbindungs- 
linie beider  Punkte  dar. 

'Ve}"schmnden  dagegen  schon  alle  sweiräMgen  Unterdetermimmten 
von  A,  so  hat  man  es  mit  einem  doppelt  zn  denkenden  Punkte  zu 
thun;   auch   die  Liniencoordinatengleichung  ist  hier  identisch  erfüllt. 

Sehen  wir  also  von  den  Beziehungen  zur  unendlich  fernen  Ebene 
ab,  so  können  wir  schliesslich  folgende  Üebersicht  Über  die  ver- 
schiedenen Flächen  aufstellen. 

I.  Flächen  zweiter  Ordnung  und  aweiter  Klasse: 
1)  ^  ^  0,     A  ^  0;     9  Constante. 

III.  Flächen  zweiter  Klasse: 


Flächen  zweiter  Ordnung; 

2)  Kegel,  A  =  0, 

8  Constante. 

3)  Ebenenpaar,  Äji  =  0, 

6  Constante. 

4)  Doppelebene,  An,i„i  =  0, 

3  Constante. 


2)  Kegelschnitt,  A  =  0, 

5  Constante. 

3)  Punktepaar,  A^  =  0, 

6  Constante. 

4)  Doppelpunkt,  Aa,im  =  0, 

3  Constante. 


Wir  haben  in  dieser  Tabelle  jeder  Fläche  die  Anzahl  der  für 
sie  wiilkörJich  wählbaren  Constanten  beigefügt;  es  ist  auffallig,  dass 
Flächen  mit  sieben,  fünf  oder  vier  Constanten  nicht  vorkommen, 
während  doch  alle  Flächen  aus  einander  durch  stetige  Variation  der 
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Constauteü  entstelieu  mUsseu.  Dies  wird  dadiircli  veraiäudliclij  dass 
in  einem  vorliegenden  Systeme  von  Flächen,  in  welchem  unsere  Aus- 
artungen auftreten,  geometrisch  jede  Fläche  sowohl  als  Punkt-  wie 
als  Ebenengebilde  vorzustellen  ist.  Wenn  nun  eine  Fläche  ausartet, 
so  werden  ihre  Tangentialebenen  in  der  Grenze  gleichzeitig  eine 
gewisse  ausgeartete  Gruppiruug  zeigen,  die  allerdings  der  Betrachtung 
verloren  gehen  muss,  wenn  man  nur  eine  Art  von  Ooordinateu  ins 
Auge  fasst,  während  geometrisch  die  ausgeartete  Flache  vollständig 
nur  durch  einheitliche  Znsammenfassung  der  Grenzgebilde  für  Funkte 
und  Ebenen  augeschaut  wird.  Demgemäss  können  wir  unserer  Tabelle 
geometrisch  noch  folgende  weitere  Flächenausartungen  anreiben*): 

5)  Ebenenpaar  mit  einem  auf  seiner  Axe  liegenden  Punktepaaro, 
ein  zu  sieb  selbst  dualistisches  Gebilde;  8  Oonstante. 

6)  Ebenenpaar  mit  einem  auf  seiner  Ase  liegenden  Doppel- 
punkte**), bez.  Punktepaar  mit  einer  durch  seinen  Träger 
gehenden  Doppelebeae;  7  Conatante. 

7)  Doppeiebene  mit  einem  in  ihr  liegenden  Doppelpunkte  und 
einer  durch  diesen  gehenden,  ebenfalls  der  Ehene  angehören- 
den Doppellinie;  zu  sieh  selbst  dualistisch;  6  Constante. 

8)  Doppelebene  und  Doppelpunktin  vereinigter  Lage;  5Constaute. 

9)  Doppeiebene  (bez.  Doppelpunkt)  und  Doppellinie  in  vereinigter 
Lage;  5  Constante. 

10)  Doppelebene  und  in  ihr  liegender  Doppelpunkt,  dessen  Lage 
nicht  völlig  bestimmt  ist,  welcher  vielmehr  in  jedem  Punkte 
einer  bestimmten  Geraden  gedacht  werden  kann  (bea.  Doppel- 
punkt   mit   nicht   völlig    bestimmter,    durch    ihn    gehender 
Doppelebene);  4  Constante. 
Die    oben    erwähnte    doppelte    analytische    Darstellung    ein    und 
desselben   Systems    von   zwei  Flächen   zweiten  Grades  in   den   Glei- 
chungen 

(ß  +  lyPli  —  4aQ^  =  0  und  {a  +  IfGL  —  AalP  =  0 

")  Vfel  SohilHit  Kalkül  lei  dbzälileEaea  Gcometiie  Leipzig  1879  i  \li 
sowie  besondeib  veiscbiedi-ne  Atbeiten  von  Zeuthen  und  lliilphea  ubei  ent 
spiechende  Verhältnisse  m  der  Ebene  vgl  Bd  I  p  390  ff  —  Betiachtaiigen 
ÄHtleiti  Alt  Aber  das  Zahlen  dir  Con^tanten  bei  Flb,ehen  aweiten  &  ades  hndet 
min  m  der  Note  zn  p  332  von  PI  n,l  oi  s  STstem  dei  &-eometiie  des  Raumes 
**)  Bei  diesei  Ausajtmig  sind  auch  de  leiden  Schaaien  von  Erzeugenden 
dei  Fliehe  einzel  i  eihalti-i  gebliel  an  ils  sol^hp  ein  1  die  beiden  ebenen  Stiahl 
1  Ti  hei  inz  1  ehei  wolch  in  d"m  Dcjitl[iukte  bren  gomeinsamei  'Scheite! 
halen    md  ^on  Jene  i  eini-i  m  jede    Ebme  des  1  ii  es  ln,<rt 
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kann  hier  zeigen*),  wie  gewisse  Aueartimgen  bei  einseitiger  Auf- 
fassung nicht  zur  Geltung  Irommen,  wenn  auch  dieses  System  noch 
keinen  der  zuletzt  erwähnten  Fälle  umfasst. 

Brauchbarer  ist  hier  das  schon  früher  betrachtete  System  (Glei- 
chung (8),  p.  147) 

^XjX^^  -\-  (t^v^Xg  =  0; 
die  Ebenencoordinatengleichung  desselben  lautet: 

ft«i"i  +  lu^tfa  =■  0. 
Die  Fläche  [i  =  0  zerfällt   als  Punktgebilde  in  die  Ebenen  cc,  =  0, 
Xj^  ^  0;  dieselbe  Fläche  aber  als.  Ebenensyatem  in  die  Funkte  if^  =  0, 
Wj  =  0,  welche   auf  der  Axe  jenes  Ebenenpaares  liegen;  wir  haben 
hier  also  die  unter  5)  erwähnte  Ausartung. 

Die  Emtheilung  der  Piachen  zweiter  Kla'ise  mch  dei  Ke^lltlt 
ihier  Erzeugenden  und  nach  ihieu  Beziehungen  zui  unendhoh  leinen 
Ebene  kann  nicht  zu  (.tna&  Neuem  fuhren,  in  ao  weit  sie  mit  den 
Flachen  zweitei  Ordnung  identi'^eh  sind  wii  weidpu  ubeidies  auf 
die  eat'pi Gehenden  Transtttmitiuncn  spitei  ni  andeiem  Zusammen 
hange  eingehen  milssen**)  Hiei  bleibt  uns  also  wiederum  niu  dei 
Fall  A  =  0  zu  behindein,  und  es  kommt  darauf  an,  zu  entscheiden, 
oh  uusei  Kegelschnitt  eme  Ellipse,  Hyperbel  odei  Parabel  sei,  d  h 
ob  dei  duich  (1)  gegebene  Kegelschnitt  die  unendlich  feine  Ebene 
iD  zwei  imaginären,  reellen  odei  znsammenfalkuden  Punkten  schnenle 
Wir  bedienen  uns  naturgemäss  wiedei  leditwinkligei  CooidmitLU 
«,  V,  w,  ''o  daas  (1)  zu  ersetzen  ist  durch 
(la)  Ä^^u   4-  A^^v'  +  Ä^^H    +  A^^  +  2A,,ui  -\-  2  l  ^i  u 

+  2A^^u  »  +  2^,iM  +  2  l,,!»  +  2^34«  =  U 
Die  unendhoh  fernen  Punkte,  um  welche  e&  sich  handelt,   sind  dann 
durch  (13)  dargestellt,  wenn  man  für  die  Vi  die  Coordinaten  0,  0,  0,  1 
der  unendlich  fernen  Ebene  einführt,  also  durch 

QA^^  -  (J,,M  +  A^^v  -f  A^^tv  -\-  A^^f  =  0, 
wo  ß  die  linke  Seite  von  (la)  bezeichnet,  oder  ausgerechnet: 
(14)    »"(J..^,  -  J,,-)  +  v'(A„A„  -  A,^')  +  te\AuA„  -  A^') 
+  2«o(4„^„  -  AjiA^) 
+  3oe«(^„^„  -  A^A,t) 
+  2«.»(J„^„  —  ^„^„)  —  0. 

*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  120,  sowie  den  Schhes  des  witeii  folgenden  Abschnittes  X.^ 
über  reoipcolie  Verwandtschnften, 
**)  Vgl.  unten  Abschnitt  Xll. 
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üeber  die  Realität  dieses  Punktepaares  wird  in  derselben  Weise 
entschieden,  wie  früher  Über  die  Realität  eines  Linienpaares  (p.  159). 
Man  nimmt  in  der  unendlich  fernen  Ebene  zwei  einander  in  Bezug 
auf  (14)  eonjugirte  Polaren  und  setzt  ihre  Coordinaten  in  (14)  ein; 
haben  beide  so  entstehenden  Ausdrücke  gleiches  Vorzeichen,  so 
ist  das  Punktepaar  imaginär,  im  anderen  Falle  ist  es  reell.  Wir 
nehmen  etwa 

j,j  =  0,     «"1  =  0,     iüi  =  1; 

dann  haben  %,  v^,  w^  der  Bedingung 

M^uAi  —  AiAi)  +  v^iA^^A,^  — A,_,A,^)  +  w.iÄ.^A,,  -  ^/)  =  0 

zu  genügen,  welche  befriedigt  ist  durch: 

Die  linke  Seite  von  (14)  wird  für  diese  beiden  Geraden  bez. 

Das  Produet  tp^ip-i  hat  dasselbe  Vorzeichen,  wie  der  zweite  Factor 
von  9!)g5  letzterer  ist  also  allein  entscheidend.  Ist  derselbe  positiv, 
so  haben  wir  eine  Ellipse;  ist  er  negatiT,  so  haben  wir  eine  Hyperbel. 
Im  Falle  der  Ellipse  hat  man  weiter  zu  untersuchen,  oh  dieselbe 
reell  oder  imaginär  ist;  es  geschieht  dies,  indem  man  in  der  Ebene 
der  Ellipse  eine  eonjugirte  Polare  zur  unendlich  fernen  Geraden  auf- 
sucht und  deren  Schnittpunkte  mit  der  Curve  in  Bezug  auf  ihre 
Realität  untersucht;  man  kann  statt  dessen  auch  einfach  die  früheren 
Kriterien  für  die  Realität  eines  Kegels  in's  Dualistische  übertragen, 
indem   man  ip^,  %,  ip^  einführt  und  z.  B.  setzt  (vgl.  p.  163): 

q>,^  AniAiA2  —  A/), 

9^3  =  ^11(^1,^^3- ^j/). 

Bei  dieser  Ableitung  sind   wir  unsymmetrisch  verfahren.     Statt 

der  erwähnten  Klammern  hätte  man  irgend  einen  der  drei  Ausdrücke 

i>,^  =  {A^^A,^  -  A,,^){A^A^  -  ^3/)  ~  (A^A,,  —  A^^A^f, 

i>,,  =  (^4^33  -  A,,')  {A^A,,  -  A,:)  -  {A,^A,,  -  A^A,;f, 

i    =  U4.1A1  -  A/)U«As  -  A,^)  -  (AiAs  -  A,,A,,y 

benutze     können;  die  letzteren  haben  also  auch  immer  dasselbe  Vor- 

ze   le        Gestört  wird  die  Betrachtung,  wenn  zufallig  <p^  =  0,  also 

au  h  9?  =0  ist;  dann  muss  man  von  einer  anderen  Seite  des  Coordi^ 

natenlr    e  ks  ausgehen;  das  Resultat  wird  aber  nicht  alterirt, 
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Liegt  der  liegelsclmitü  in  sbe  sondere  iit  einer  Co  ordiua.  teil  ebene, 
z.  B.  der  y-iJ-Ebene,  so  ist  (la)  durch  die  einfachere  Gleichung 
(Ib)      A^^v^  +  Ä^.^w^  +  2Ä,.^vti;  +  2A.,iV  +  2A.^^w  +  A,^  =  0 
zu  ersetzen;  die   Gleichung  derselben   Carve  in  ebenen  Punktcoordi- 
Daten  wird 

wenn 

Ö2I;  =  A^^A^^  ■ —  Ag^,     «aa  ^=  ~~  ^dd^sa  +  ^ia^isi   6*^- 
Nach    den   Regeln   der   ebenen    Geometrie  (Bd.  I,  p.  91)   ist   dieser 
Kegelschnitt   eine  Ellipse    oder  Hyperbel,   je  nachdem  a^^a^s  —  a^^^ 
positiv  oder  negativ  ist.     Dies  stimmt  mit  Obigem  überein;  denn  in 
diesem  Falle  wird 

tsS  =  «ä2«38  —  «!J3^         ^31  =  0,         i^ia  =  0. 

Jeder  der  drei  Ausdrücke  i/f  enthält  den  Factor  A_^^;  versehwindet 
also  diese  Grösse,  so  hat  man  eine  Parabel.  In  der  That  ist  ja 
^4.j.  =  0  die  Bedingung  dafür,  dass  die  unendlich  ferne  Ebene  die 
Curve  (la)  berühre. 

Artet  ferner  unser  Kegelschnitt  in  ein  Punktepaar  aus,  so  kann 
es  vorkommen,  dass  ein  Punkt  auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
liegt,  so  dass  nur  ein  Punkt  im  Endlichen  bleibt:  es  verschwinden 
alle  Unterdeterminanten  A«  und  ausserdem  ^^^;  die  Gleichung  muss 
linear  werden,  da  nur  ein  Punkt  im  Endliehen  zu  berücksichtigen 
ist;  d.  h.  man  hat 

^11  =  0,     Ä,^  =  0,     A,^  =  0,     A^i  =  0,     ^33  =  0,     ^33  =  0. 

Lassen  wir  solche  Fälle,  wo  die  Gleichung  nicht  mehr  quadratisch 
in  den  rechtwinkligen  Ebenenco ordinalen  bleibt,  bei  Seite,  und 
stellen  uns  die  Aufgabe,  alle  Flächen  zweiter  Klasse  zusammenzu- 
stellen, so  haben  wir  in  der  obigen  Tabelle  (p.  162)  nur  die  unter 
IL  und  III.  aufgeführten  Flächen  mit  verschwindender  Determinante 
durch  die  folgenden  zu  ersetzen*): 

IL   Flächen   mit  verschwindender   Determinante  A  ^  0, 
während  nicht  alle  ersten  ünterdeterminanten  Null  sind. 
A)  j4j4  ">,  0,  Eigentlicher  Kegelschnitt  mit  Mittelpunlct. 

'^)  fi!  9^!   Vä  haben   gleiches   Zeichen:  Imaginärer  Kegelschnitt. 

^)  Vi)  9'ai  Vi  haben  nicht  gleiches  Zeichen:  Beeller  Kegdschnitt. 

a)  j/jgg,  iiig^,  ^j^  siud  positlv:  Ellipse. 

b)  ^3j,  ^3j,  Tjj^^  sind  negativ:  Hyperbel. 

*)  Auch  Plücker  gibt  a,  a.  0.  p.  IßS  unterscheide  ade  analytiachü  Mei'lt- 
miile  für  die  veracliiedenea  ausgearteten  Fläeiien  zweiter  Klasse, 
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B)  ^4=0,  Farahel 

III.  Flächen,  bei  denen  alle  Unterdeterminanten  ersten 
Grades,  nicht  aber  diejenigen  zweiten  Grades  verschwinden. 

9)  9)j  und  <p2   haben   gleiches   Zeichen:  Imaginäres  Pu)tkiepaar. 

10)  <p,  und  ip^  haben  nicht  gleiches  Zeichen;  Reelles  PunUepaar. 

IV.  Flächen,  bei  denen  alle  Unterdeterminanten  zweiten 
Grades  verschwinden. 

11)  Ein  DoppelpunM. 

Endlich  können  wir  noch  besondere  Lagen  zum  imaginären 
Kugelkreise  (p.  182)  in  Betracht  ziehen.  Derselbe  bestimmt  in  der 
Ebene  unserer  Ourve  die  imaginären  Kreispnnkte;  die  Hyperbel  ist 
gleichseitig,  wenn  ihre  unendlich  fernen  Punkte  durch  diese  Kreis- 
punkte harmonisch  getrennt  werden;  die  Ellipse  ist  ein  Kreis,  wenn 
sie  diese  Kreispnnkte  enthält.  Die  Gleichung  der  letzteren  ergibt 
eich,  wenn  man  in  (13) 

Qu.  =  «'  +  !)^  +  w^ 
macht  und  die  Ebene  v  durch  die  Ebene  unseres  Kegelschnittes  er- 
setzt, deren  Coordiuaten  «',  v'  w'  bestimmt  sind  durch; 


Die  Kreispunkte  dieser  Ebene  werden  also  gegeben  durch: 

(15)  u\A,^  +  A35)  +  !^(Agj  +  A„)  +  w'{An  +  AaO  —  2m«jA„ 

—  2i'wAäs  — 2m[Asi  =  0. 
Dieses  Paiir  soll  mit  (14)  harmonisch  liegen.    Um  die  Bedingung 
dafür   zu  finden,  stellen   wir  die  Gleichung  zweier  Strahlen  auf,  die 
von  einem  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  (etwa  x'  =  0,  y'  =  0, 
s'  =  1)  nach  dem  Paare  (15)  hmgehen,  d.  h.  wir  setzen  in  (15) 

M  =  1/0'  —  sy'  =  »/,    ü  =  0;r'  —  x/  '=  —  X,    w  =  0 
und  finden: 

(16)  (A„  +  A„)!/>  +  (A„  +  AJ«-  -  2A„X!,  _  0. 

Dieses  Linienpaar  ist  zu  dem  aus  (14)  in  analoger  Weise  ableitbaren 
Linienpaare  und  und  folglich  zum  Punktepaare  (14)  harmonisch, 
wenn  die  linco-lineare  simultane  Invariante  beider  Linienpaare  ver- 
schwindet*), d.  h.  wenn 

*)  Vgl.  Bd,  I,  p,  2^5  iinrl  52). 
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(17)     {A,,A,,  -  yl,/)  (A„  +  A,3)  +  (Ä,,A,,  -  Ä^^]  ik,,  +  k,,) 
—  2(^,4 .4,^  -  ^|,^,)A,s  =  0 
ist.    Dieses  ist  die  hinzutretende  Bedingung  für  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Die  analoge  Bedingung  für  einen  Kreis  ist  durch  die  Forderung 
gegeben,  dass  die  beiden  Gieiehungen  (14)  und  (15)  ein  und  dasselbe 
Punktepaar  darstellen.     Im  Allgemeinen  wird  dieses  eintreten,  wenn 
die  Coefficieuten  von  (IG)  zu  denjenigen  der  in  entsprechender  Weise 
aus  (14)  abgeleiteten  Gleichung  proportional  sind,  d.  h.  wenn 
ti(A,,A,,^  -  A,^)  =  A,g  +  A„„     ft(-42s^44  -  A^.,^')  =  A^,  +  A,„ 
ii{A^^A,^  ~  A.iA^i)  ^  k,.,. 
Für    den   Kreis   u^  -\-  v^  —  q^  ^  0    sind    diese    Bedingungen    in    der 
That  erfüllt. 

Sollte  der  Punkt  x'  =  0,  j/'  =  0,  s'  =  1  gerade  auf  der  gemein- 
samen Axe  der  Paare  (14)  und  (15)  sich  befinden,  so  wird  die  linke 
Seite  von  (16)  ein  vollständiges  Quadrat  und  die  Bedingung  (17) 
unbrauchbar;  alsdann  hat  man  eine  andere  Ecke  des  unendlich  fernen 
Coordinatendreiecks  zu  benutzen;  ebenso  eventuell  beim  Kreise. 

IX.  Beziehungen  zwischeii  zwei  Fläciien  zweiter  Ordnung, 

Zwei  algebraische  Flächen  haben  mit  einander  einfach  unendlich 
viele  (reelle  oder  imaginäre)  Funkte  gemein,  welche  in  ihrer  Ge- 
sammtheit  die  Durchdringmtgs-  oder  Durchschnittscurve  beider  Flächen 
1  Iden  E  n  so  erzeugte  algebraische  Curve  wird  im  Allgemeinen 
1 1  n  u  Ebene  Hegen,  sondern  ein  speciflsches  räumHches  Ge- 
1  Id  da  t  II  n*),  von  dem  uns  ja  schon  einige  allgemeine  Eigen- 
scl  ait  n  früheren   Ueberlegungen    her   bekannt  sind   (p.  24ff.). 

D  e  b  t  ff  nde  Ourve  defimrt  man  meist  am  Einfachsten  durch  zwei 
Fi  h  n  d  sich  in  ihr  schneiden;  doch  ist  keineswegs  umgekehrt 
jel  al  1  a  eh  durch  einen  Parameter  darstellbare  einfach  uiiend- 
1  1  R  h  on  Punkten  (algebraische  Cwve)  durch  den  Schnitt  zweier 
Oberflächen  zu  erhalten;  ein  solcher  Schnitt  kann  vielmehr  in  ge- 
trennte algebraische  Gebilde  zerfallen,  welche  einzeln  für  sich  nicht 
immer  als  die  gemeinsamen  Punkte  zweier  algebraischen  Flächen 
betrachtet  werden  könuen  (vgl.  p.  5  f.).  Für  dieses  interessante  Vor- 
kommen wird  sich  ein   ausführheher  zu   betrachtendes  Beispiel  bald 

*)  Die  erste  Curve  doppelter  Krüiumung  (Schnitt  eines  geladen  Kreiscyliu- 
deva  mit  einer  Pläehe  vierter  Ordonag)  ist  doich  Arcbjtas  von  Tarent  (ca. 
300  T.  Ctr.)  benutat  worden,  Tgl.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der 
Mathematik,  Leipzig  1880,  p,  196,  oder  Baltzer,   Analytische   Geometrie,  ib. 

1882,  p.  131. 
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darbieten,  ^Ife  Ordnung  einer  algebraischen  Curve  bezeichnet  man  die 
Anzahl  der  (reellen  oder  imaginären)  Punkte,  welche  sie  mit  einer 
beliebigen  Ebene  gemein  hat. 

Sind  insbesondere  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung 

(1)  f=  SEaikXiXk  =0,     9  =  SSh^XiXi:  =  0 

gegeben,  so  ist  ihre  Schnittcurve  von  der  vierten  Ordnung.  In  der 
That,  nimmt  man  die  Gleichung  einer  Ebene  JS  =  0  (also  eine  lineare 
Gleichung  in  x^,  x^,  x^,  x^)  hinzu,  so  liegen  in  dieser  Ebene  zwei  Kegel- 
schnitte, ihre  beiden  Schnittcurven  mit  der  Fläche;  den  Kegelschnitte! 
sind  im  Allgemeinen  vier  Punkte  gemeinsam,  und  diese  gehören  gleich- 
zeitig der  Schnittcurve  unserer  Flachen  an,  und  es  sind  die  einzigen 
gemeinsamen  Punkte  der  letzteren,  welche  sich  in  E=0  bofindei: 
können:  durch  ihre  Anzahl  ist  die  Ordnung  in  der  obigen  Weise  be- 
stimmt*). 

Die  beiden  Flächen  (1)  sind  umgekehrt  durch  ihre  Schnittcurve 
nicht  völlig  bestimmt;  offenbar  geht  vielmehr  jede  Fläche  des  „Büschels" 

(2)  f+l^-0 

durch  alle  gemeinsamen  Punkte  von  /■==  0  und  <p  =  0  hindurch. 
Dieser  Fiächenbiischel  ist  dorn  in  der  ebenen  Geometrie  betrachteten 
Kegel schnittbüsehel  genau  analog;  wie  dort  drei  Linienpaare  (d.  i. 
Curven  mit  verschwindender  Determinante)  auftraten,  so  sind  hier 
vier  Kegel  (d,  j.  Flächen  mit  verschwindender  Determinante)  ausge- 
zeichnet. Die  ihnen  zukommenden  Wcrthe  von  A  bestimmen  sieb 
durch  die  Gleichung 

(3)  «„  +  ;i6,i     a^^  +  Ih,^     «J3  -f  ;iij3     a,^  ■+■  -IZj,^ 

"  t  +  ^^li 
welche  m  der  Ihit  ^om  Meiten  Giade  m  2.  itut 

Wir  nehncii  zunächst  an,  dass  die  tm  Jiujgcln  de)  Gleichung 
^(X)  =  (i  von  einander  vefschieden  seten  sowie,  dass  sowohl  äte  Detei 
mmante  von  f  als  diejenige  ton  qi  mdit  gleich  Null  bei**) 

*)  Die  vorliegeode  Curve  wird  speciell  als  Oune  nerter  (hdttung  erstei 
bpeetee  bezeichnet  denn  es  gibt  auch  läumliche  Cuiven  derselben  Ordnung 
■welche  nicht  als  Duiohsohnitteoiiyen  zweiei  Flächen  zweitei  Ordnung  eihalten 
wtiden  können  diesen  Cuiven  zweiter  Specie?  begegnen  wii  spatei  bei  dei 
ebenen  Abbildung  doi  Fiai,hen  zweiter  Oidnung 

*■*)  Eine  -wesertliche  fetöinng  -wuide  alleidings  nicbt  eiatieten  ei  wurden 
rui  eine  odei  zwei  Wurzeln  der  Gleii,hnng  gleich  0  odei  oo  werden  Unbedingt 
auaachliessen  mnas  man  hier  jedoch  <]en  Fall    wo  beide  FUchen  selbst  Kegel  Bind 


j(i)=. 


0,1  +  1S„ 

»„  +  U., 

a„  +  l\ 

%,  +  "» 

c,„  +  a„ 

a„  +  a. 

0    +i»„ 

«u  +  >-h 

"jj  +  1». 

a     +«,„ 

»..  +  "„ 

«„  +  l\ 
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Die  vier  Wurzeln  seien  mit  l^,  X^,  A^,  A^  bezeiehnet  und  der 
Wurzel  A;  niöge  der  Kegel  /"-f-A;9)  =  0  in  dem  Büschel  (1)  zuge- 
liören,  dessea  Spitze  wir  die  Coordinafcen  a^^**,  a:^  ,  ^j^,  ^^  beilegen. 
Diese  Kegelspitze  genügt  dann  deu  vier  Gleichungen  (vgl.  p.  148) 

(«m  +  ^^&m)  icf  +  {an  -(-  A,&i^)  a^f  +  {%3  +  Uu^'^^  + 
W  («M  +  A-^  4"  =  Ö     f»'^     /i;=l,  2,3,4. 

Dieselben  iitinnen  dien  in  Folge  von. (3)  zugleich  bestehen,  und  (kms 
tlivwn  finilet  man  die  Coordinatm  der  Kegelspitmi. 

Auf  dieselben  Gleichungen  (4)  fahrt  die  Forderung,  dass  die 
Polaiebenen  eines  Punites  x'^'>  in  Bezug  auf  die  beiden  Flächen  (1) 
und  folglich  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Biischela  /"+ Ag)  =  0 
m  euie  Ebene  zusammenfallen  sollen;  dann  nämlich  muss  der  Aus- 
druck 

«ti«f  +  öjaiCg'  +  aaxf  ■\-  «^4' 
zu  dem  Ausdrucke 

htxf  -{-  0*23;^''  +  Öisa^g'  +  &m4'* 
proportional   sein;   nennt   man  deu  Proportionaiitätsfactor    —  A,-,   so 
hat  man  wieder  die  Gleichungen  (4)  und  für  A;  die  Gleichung  (?>). 

Eine  weitere  Eigenschaft  der  Polarehene  von  a;'''  ergibt  sich, 
wenn  man  die  Gleichungen  (4)  mit  x^  multiplicirt  und  addirt,  wobei 
j  einen  von  i  verschiedenen  Index  der  Reihe  1 ,  2,  3,  4  bezeichne. 
Es  entsteht  die  Gleichung 

Q  ■{- hQ'  =^  <d , 

Q  ^  SSih^xfxf,     Q'  =  ^Slkixfxf. 

Bildet  man  zuerst  die  Gleichungen  (4)  für  den  Indes  j,  so  entsteht 
in  entsprechender  Weise: 

§  + Aj(2'  =  0, 
also,  da  A;  von  kj  der  Annahme  nach  verschieden  ist, 

(3=3  \     q    =0; 

dl  nd  K      s     1  e    an  1er   conjUj,irte  Pole  in  Bezug   auf  beide 

Fla  le      al  0  a  cl         Bezug  i  t  illo  Fl  eben  des  Büschels,  und  jede 

und  d  e  Sp  tze  ea  e  non  Keg  Is  uf  «u  an  e  n  Hegt.  —  Heber  die  Eealität 
d  Wu  aeln  vo  J(J)  =  0  vgl  d  Note  a  168,  ferner  über  die  Realität 
d         u  eh      gen  K  g       n  So      t  Pa  nvin,    Nonvelies  Annales   de 
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vier  Kegelspitzen  liegt  in  der  Polarebeae  jeder  anderen  solchen 
Spitze, 

Die  Spiism  x'-'^  der  vier  in  unserem  Flächenbüschel  (2)  enthaltenen 
Kegel  bilden  also  die  JEcJcen  eines  Tetraeders,  in  welchem  jede  Seiten- 
ebene Folarä>ene  der  gegenüberliegenden  JScke  ist  in  Bemg  auf  alle 
Flächen  des  Büschels,  vn  weitstem  folglich  je  zwei  gegenOber  liegende 
Kanten  in  Beeug  auf  alle  diese  Flächen  conjugirte  Polaren  sind,  welches 
also  ein  aUen  Flächen  des  Büschels  gemeinsames  Polartetraeder 
darstellt. 

Die  Gleichung  einer  Fläche,  bezogen  auf  ein  solches  Tetraeder, 
enthält  bekanntlich  nur  die  Quadrate  der  Variabein.  Es  bietet  sich 
denigemäes  hier  die  Aufgabe,  dtwch  eine  lineare  Substitution  neue 
Variable  X^,  5^,  X^,  X^  der  Art  evnmfvMen,  dass  man  hat 


(6) 


fT^SSafkXi'X;,  =  aX^  +  «.'X^  Ar  a"X^  +  a"'X^, 
(p  r^  SShiiXiX,  =  ßX,'  -\-  /5'X/  +  ß"Xs^  +  )3"'X/ . 


Diese  Aufgabe  ist  offenbar  gelöst,  sobald  man  die  Ooordinaten  der 
Spitzen  der  Kegel  aus  (4)  berechnet  hat;  denn  nach  p,  92f.  lautet 
alsdann  die  gesuchte  Transformation: 

vx,  ==  wfX,  +  xf'X,  +  xfX,  +  xf>X„ 

vx,  =  4"X,  4-  4"X.  +  4"23  +  xfX„ 

^^'  vx,  =  xfX,  +  <'Z,  +  xfX,  +  xfX„ 

vx^  =  xl^X^  +  xfX^  +  x^l''X.,  +  xfX^. 

Sie  ist  demuach  nicht  völlig  bestimmt,  denn  die  Ooordinaten  jeder 
Spitze  sind  nur  Verhältnissaahlen;  die  Coeffieienten  jeder  Vertical- 
reihe  können  also  um  einen  gemeinsamen  Factor  geändert  werden, 
ohne  das  Wesen  der  Sache  zu  afflcireu.  Mit  einer  solchen  Aenderung 
gleicbwertbig  ist  eine  Aenderung  der  Xi  um  willkürliche  Faetoren, 
Wir  machen  daher  die  Aufgabe  erst  mi  einer  bestünmteii,  wemi  wir  etwa 
für  die  Grössen  ß  in  (5)  willhürlif^  Werthe  annehmen.  Auch  dann 
werden  allerdings  die  Substitutionacoefficienten  in  (6)  nicht  eindeutig 
bestimmt  sein;  in  (5)  nämlich  kommen  nur  die  Quadrate  der  X;  vor, 
man  kann  also  die  Coeffieienten  einer  Verticalreihe  noch  um  ein 
Vorzeichen  ändern,  waa  einer  Vorzeichenänderung  einer  Grösse  Xi 
äquivalent  ist,  ohne  das  verlangte  Resultat  zu  beeinflussen;  diese  Vor- 
zeichen bleiben  daher  nothtve^tdig  tmbestimmt. 

Der  Einfachheit  halber  setzen  wir  alle  ß   gSeicb  Eins,  und  ver- 
langen also  die  QMdwmgen 
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(5a) 


9—     V+      ^a'  +        V  +        'V 
2M  befrieäigm  mittelst  einer  Tramformation 
(6a)  X,  =  feXi  +  ß,,X,  +  ß,,X,  +  ß,,X,, 

oder  m  Ebetmtcoordinatm: 

(6b)  ü,  =  /3läW,   +  ß,iU2   +   ^Q*«3  +   ßil.-ik  *). 

Die  links  sonst  beigefögteo  Proportionalitätsfaetoren  aiiid  dor  JÜinfacli- 
heit  halber  gleich  Eins  gesetzt,  so  daas 

In  Folge  von  (öa)  wird  offenbar: 

/-+ ;.(p  =  («  +  i)z,"  +  («•  +  i)x,'  +  (»"  +  j)z,'  +  («'"  +  i)z/ ; 

die  in  dem  Büschel  enthaltenen  vier  Kegel  ergeben  sich  also  für 
A  ==  —  «,  —  ß',  —  cc",  —  a"',  während  ihnen  nach  Obigem  die  Para- 
meterwerthe  A^,  A^,  A^,  A^  zukommen.     Folglich  können  wir  setzen 

(7)  A^= a,     A^ a' ,     Xs  =  --k",    A^  =  -  ß'". 

Wie  bei  allen  ähnlichen  Transformationsaufgaben,  ist  das  Resultat 
der  Substitution  bekannt,   ohne  dass  man  nöthig  hättSj   diese   selbst 


auszufahren.     Letaleres  aber  verlai 
ledigung  des  gestellten  Problems. 

In  Folge  von  (7)  wird 
(8)  z/(A)  =  Jß(A  — Aj)(A  - 


Die 


'  für  eine  vollständige  Er- 


1,)  (A  — 13)  i;^  --  id, 


Iff 

K     i.j     K 

B- 

6„ 

K    K   K 
h.    6=,    K\' 

*,. 

K   K    K 

echte  Seile  vc 

n   (8) 

at, 

abgesehen  von  dem  Factor 

anderes,    als  die   Determinante   von  f -{- lg>,   gobiidet   für   d; 
Ooordinatensjstera,  nämlich: 

[  —  A^  +  A  0  0 

')  -  A,  +  A         ,0 

}  0 


^0«  = 


0 


-A,  +  A 
0 


-  A^  +  1  ; 


*)  Cauchj  (Exercices  de  mafch.  4,  p.  140)  und  Jacobi  (1834,  Crelle's 
Journal  ßd.  12)  behandelten  diese  Transformation  zuerst.  —  Die  im  folgenden 
angewandte  Methode  ist  von  Aronhold  (zunächst  für  die  Ebene)  angegeben; 
vgl.  Bd.  I,  p.  130.  —  Die  Existenz  der  viel'  Kegel  und  des  gemeinsamen  Polar- 
tetraeders ernannte  zuerst  Ponoel  et  (Traitö  des  propriet^s  projectivesj  Nr.  614  ff., 
1833). 
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Die  wsprünglidie  Determinante  -d^i.)  unterscheidet  sich  also  voti  der 
Determinante  der  transformirten  Fläche  nur  um  einen  Factor  B. 

Dieses  sehr  wichtige  Resultat  hätten  wir  direct  erkennen  können 
mit  Hülfe  einer  Schlussweise,  die  darauf  beruht,  dass  die  Bedingung 
J(X)  ■=  0  unabhängig  sein  muss  von  der  Lage  des  Coordinaten- 
systems,  und  die  in  ganz  derselben  Weise  bei  der  entsprechenden 
Aufgabe  der  ebenen  Geometrie  vorkam  (vgl,  Bd.  I,  p.  130).  Man 
würde  so  erhalten 

(9)  ^o(A)  =  R^^(A), 
unter  E  die  Substitutionsdeterminauto  verstanden: 

I  ßu     ßi^     ß.t     ßli 
'ß,,     ß,^     fe     ß., 

:  ß,.    fe.    ßt,    ßzi 

\ßu      ß^2      ß,,      ß^ 
Der  Vergleich  mit  (8)  ergibt  dann  weiter 

(10)  B'-A, 

SO  dass  das  Quaärat  der  Substitutionsdeterminante  von  vornherein  be- 
Izannt  ist. 

Auch  die  Bedingung,  dass  die  Fläche  f  ^  X<p  =  0  von  einer 
Ebene  u  berührt  werde,  muss  unabhängig  von  der  Lage  des  Coor- 
dinatentetraeders  erfüllt  sein  oder  nicht  erfüllt  sein;  auch  auf  sie  ist 
daher  obige  Schlussweise  anwendbar  und  führt  bu  dem  Resultate 

(11)  0^{l)^Ji^^{X), 

wenn  $  die  linl«  Seite  der  Ebenencoordinaten-UIeichung  in  der 
alten  Form,  0^  die  entsprechende  Bildung  in  der  neuen  Form  be- 
zeichnet, so  dass: 

(12)  #  =  *(>l)  =  ZSJ!i{l)UiU,,, 

unter  ^,i(A)  die  ersten  Unterdeterminanten  von  z/(yl)  verstanden,  und 
a>„  =  (i  -  Xa)  (A  —  l^)  {l  -  ^4)  E7/  -l-  (A  -  A3)  iX  —  Aj)  {l  —  X,)  ü,' 
+  {X-X,)(k-  X,)  {X  -  X,)  ü^^  +  (A  —  kl)  (X  ~  X,)  {X  —  X,)  f// 
gesetzt.    Eine  ganz  analoge  Formel  Hesse  sieh  endlieh  für  die  Flächen- 
gleichung in  Plücker'schen  Liniencoordinaten  aufstellen. 

Die  Wichtigkeit  der  angegebenen  Formeln  rechtfertigt  es  wohl, 
wenn  wir  einen  auf  directer  Rechnung  beruhenden  Beweis  und  damit 
eine  nachträgliche  algebraische  Verification  einschalten;  dieselbe  be- 
ruht auf  wiederholter  Anwendung  des  Determinanten-Multiplications- 
satzes;  es  genügt,  die  Formel  (11)  so  zu  veriflciren.  Wir  bilden  ku- 
nachst  das  Produet: 
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(*2ä      «3ß      «24      u^ 


0 


ßs>      ß»2     ßs!,     ß^     0 
Ai     Aä     /3.8     ß,,     0 


0       0       0       0      1 


indem  wir  die  erste  Vertiealreihe  der  ersten  Determinante  f 
mit  den  Vcrfcicalreihen  der  zweiten  Determinante  B  multipliciren  und 
so  die  erste  Vertiealreihe  der  resultirenden  Determinante  erhalten. 
Unter  Benutzung  von  (6  b)  wird  letztere  gleich 

Cja     c^s     '^u      ^1  I 

Caa     Cäa     <^ii      ^a 

Cjg       C33       C34       fjg 
'^äB      ^'dS       '^■H       ^4 

"2      «s     "i      0 
■  Abkürzung: 

c„  =  auß,.-  +  ff^.,|:(ä,-  +  a,,ß,r  +  «4,(34,.. 

:ue  Determinante  multipliciren  wir  wieder  mit 


Jt  = 


ft.     0 


in  dem  ■ 


ß,i   ßu   A*   A.    0 
00001 

und  bilden  die  erste  Vertiealreihe  des  Resultats, 

aive   die    verschiedenen    Horizontalreihen    derselben    mit   der    ersten 

Horizontalreihe  von  R  multipliciren.     Setzen  wir  noch 

«^  =  C,tßi,  +  C,,ß2<  +  C.3ß,>  +  c^ft< , 
so  ergibt  sich: 

I    «n        «IS        «13        «14        U, 
«.1        f^n       «aS        «S4        U, 

0-E^^\a,,     «,,     «,3     «,4     f/,    . 

«41        «42        «48        ««        ^4 

j       t/l  f/.  Dg  D4  0 

Dies  ist  im  Wesentlichen  die  zu  beweisende  Formel  (11);  es  sind 
nur  die  Coefficienten  an  -\-  A6,,t  einfach  durch  an  ersetzt,  so  dass 
hier  ^  ^  ^(0);  die  Coefficienten  an  auf  der  rechten  Seite  aber  sind 
nichts  anderes,  als  die  Coefficienten  von  /  in  der  neuen  (durch  Ein- 
führung der  Xi  mittelst  (6a)  gewonnenen)  Gestalt,  denn  es  wird: 
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IJSaii,XiXt  =  SSciiXiXf:. 
Um  dies  uachauweiseii,  rechnet  man  in  folgender  Weise;  es  ist 
I^I^ttjtXiXk  =  2xi{£anXk)  =  UUcsrXsXr 

=  i:Sc.,X,(I!ßr,X,)  =  2:Sa,!X,Xt.— 
Mit  Hülfe   der   Gleichungen  (11)  und   (13)    ist  unsere   Aufgabe 
schnell   erledigt;   wir   haben   nur    successive   X  =  X^,    X^,    Ag,    X^    zu 
setzen;  es  entstehen  so  die  Eelationen 

i:SJa{X,).UiUk  "=  {X,  —  Aa)  (A,  —  l^)  {Xy  —  Aj  U^^B, 
ES^it(X^)UiUi  =  {X^  ~  X^)  (As  -  AJ  (Aa  -  Aj  Z7/^, 
Si:Ja:{X^)UiU^,  =  (As  —  Ai)  (Ag  -  A,)  (A3  —  A^)  i7/B , 
EEJ,t{X^UiUk  =  (A4  —  A,)  (A^  —  Aa)  (A,  —  A3)  f/B , 
oder  vermöge  (6  b)  durch  Vergleichung  der  einzelnen  Coefficienten 
Ton  «tjMj;  beiderseits: 

B{Xi  -  Ab)  (Ai  —  A3)  (A,  -  Ai)  /5,-,/5m  =  ^,i.(Ai) , 
i?(A.  -  A3)  (A,  ~  AO  (A,  -  A,)  fefe  =  z/,.(A.), 
j5(A.,  -  A4)  (Aa  -  Ai)  (Aa  -  As)  As^tä  =  ^^(As) , 
j5(A,  -  Ai)  (A*  -  A3)  (A4  ~  Aä)  ^«/3m  =  Mh)  ■ 
Diese    Gleichungen   sind    natürlich    nicht    von    einander    unab- 
hängig,   denn   ihre  Anzahl   ist   grösser,   wie   die    der   Unbekannten. 
Zum  Zwecke  der  Rechnung  geht  man  etwa  von  der  Formel 


(16)  ßn-  +  V-^J,_ ^-^ 

aus  uüd  fi] 

(!5a)  ßti='- 


,)  (^  -  h)  (ii  -  W 
üd  findet  dann  weiter  für  /e  =  2,  3,  4; 


B(ii-ij)(ii— la)(i,-i,)pji  y',3„(ii)-^.(i,— i^)(Ji— i^)(i,— ij) 
Damit  sind  die  Coefficienten  der  ersten  Verticalreihe  bis  auf  das 
unbestimmt  bleibende  Vorzeichen  (p.  209)  gefunden.  Die  Formeln 
(15a)  werden  unbrauchbar: 

1)  wenn  .i/u(A,)  =  0  ist, 

2)  wenn  S  =  0  ist. 

Im  ersten  Falle  liegt  die  Spitze  des  Kegels  f  -{-  X^g)  ^=  0  in  der 
Ebene  x^  =  0;  nach  (4),  p.  151  verschwinden  folglich  auch  alle  vier 
Unterdeterminanten  Ju{X^)  und  die  Grössen  ßu  erscheinen  in  unbe- 
stimmter Form;  man  entnimmt  dann  etwa  ß^^  aus  der  Gleichung 

B(X,  —  A3)  {X,  —  A4)  (Ai  —  Aa)  (3,1^  =  J^^^X^) ; 
sollte    auch    ß^^  =  0    gefunden   werden,    so    wird   ß^,    aus    der    ent- 
sprechenden Gleichung  für  ^3^^  berechnet;  sollte  endlich  auch  ^33(^1) 
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verschwinden,  so  geht  man  von  Jn(^i)  aus,  um  ß^i  nu  berechnen. 
Diese  Grösse  kann  nicht  auch  gleich  Null  sein,  denn  es  können  nicht 
alle  vier  Ebenen  eines  Tetraeders  von  einem  und  demselben  Kegel 
berührt  werden,  es  sei  denn,  dass  dieser  in  ein  Ebenenpaar  ausartet, 
in  welchem  Falle  oi^üc  Unter deterni in anten  Juih)  verschwinden  müssten 
(vgl.  p.  151);  dann  aber  würde  A,  eine  Doppelwurzel  der  Gleichung 
z/(A)  =  0  sein,  da  ja 

(16)  ?|f  _  Z2;6.,z(.,  (J). 

Das  Auftreten  einer  solchen  Doppelwurzel  haben  wir  indessen  vor- 
läufig ausgeschlossen. 

Versehwindet  die  Determinante  B,  so  werden  die  Formeln  (14) 
nur  formal  ungültig;  denn  man  braucht  nur  f  mit  <p  za  vertauschen, 
um  die  Rechnung  ganz  entsprechend  durchzuführen;  man  hat  dann 
rp  -\-  xf  statt  f  -\-  }i<p  zu  untersuchen.     Nun  ist 

(17)  J{X)  =  ^  +  4^iA  +  6CA'  +  AB^l''  +  Bl'; 

für  B  =  0  wird  also  eine  Wurzel  l  unendHeh  gross,  d.  h.  eine  der 
Wurzeln  x  wird  gleich  Null.  Dies  Verfahren  kann  aber  nur  einge- 
schlagen werden,  wenn  nicht  gleichzeitig  J.  =  0  ist;  deshalb  wurde 
oben  das  Verschwinden  beider  Determinanten  ausgeschlossen  (p.  207). 
Tritt  dieser  Fall  ein,  so  ist  es  weder  erlaubt,  alle  Grössen  ß  in  (5) 
gleich  Eins  zu  nehmen,  noch  mit  den  a  ho  zu  verfahren,  wie  wir  es 
thaten,  denn  die  Kegelgleichuugen /■  =  0,  <p^0  können  nur  drei 
Quadrate  enthalten.     Statt  (5a)  und  (17)  hat  man  also 

/■+  ly  =  XX,'  +  {a+X)X^'  +  («"  +  l)X./  +  a"'X:\ 
J{1)  =  A(4^,  +  QOX  +  '^B^X^)  =  4_ß,A(Z  -  X^)  (1  —  l^), 
wenu  oben  K,  die  verschwindende,   l^  die  unendlich  gross  werdende 
Wurzel  bedeutet.     Es  folgt  wieder 

['erner  ans  (9): 

E'z}{l)  =  z/„(A)  =  ;.(«■  +  X)  (a-  +  X]a'-, 
also  statt  (10): 

B^Bi  =  a". 

Dieser  Parameter  a"  bleibt  willkürlich,  denn  in  Folge  von  tp^X^^ 
-\-  X-/  4"  X/  haben  wir  nur  über  drei  Parameter  verfügt,  während 
unsere    Aufgabe   vier   Parameter  (willkürliche   Factoren    der   Xi)   zur 
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Verföguiig  stellt.     Die  weitere  Berechnung  der  Coefiicienten  ßa  ge- 
schieht mittelst  der  Formel  (11)  ebenso  wie  oben. 

Der  von  uns  bei  dem  vorgelegten  Probleme  eingeschlagene  Weg 
ist  wesentlich  dadurch  charakterisirt,  dass  die  zu  suchenden  Coeffi- 
cienten  einer  iiuearen  Transformation  durch  Vergleichung  invarianter 
Bildungen  gefunden  wurden.  Diese  Methode  hat  uns  schon  in  der 
ebenen  Geometrie  oft  zum  Ziele  geführt  und  wird  auch  hei  allen 
analogen  Aufgaben  im  Auge  au  behalten  sein. 

Für  den  Schnitt  des  Büschels  mit  einer  Ebene  oder  einer  Ge- 
raden heben  wir  noch  einige,  später  wichtige  Sätze  hervor.  Auf 
einer  beliebigen  Ebene  schneiden  die  Flächen  f -\- i.(p  =  0  einen 
Kegelschnittbflschel  aus,  dessen  vier  Basispunkte  die  Schnittpunkte 
der  Ebene  mit  der  Curve  vierter  Ordnung  sind;  diesem  Kegelschnitt- 
bflschel kommt  ein  gemeinsames  Polardreieck  zu,  dessen  drei  Ecken 
die  Scheitel  der  drei  im  Kegelschnittbüschel  enthaltenen  Linienpaare 
liefern;  in  diesen  drei  Ecli&i  wird  also  die  Ebene  von  Flächm.  des 
Büschels  berührt;  damit  ist  Anzahl  und  Lage  solcher  berührenden 
Flächen  bestimmt;  in  der  That  ist  ja  auch  die  Ebenencoordinaten- 
Gleichang  vom  dritten  Grade  in  X. 

Um  die  Flächen  zu  finden,  welche  eine  gegebene  Gerade  berühren, 
legen  wir  durch  diese  Gerade  eiue  beliebige  Ebene  und  brauchen 
dann  nur  diejenigen  Flächen  zu  suchen,  deren  ebene  Schnitte  mit 
der  HOlfaebene  unsere  gerade  Linie  zur  Tangente  haben.  Ein  be- 
kanntes Resultat  der  ebenen  Geometrie  (Bd.  I,  p.  135)  liefert  sofort 
den  Satz: 

Die  Flächen  eines  Büschels  schneiden  eine  beli^nge  Gerade  in  Pmiläe- 
paaren  einer  Involution;  in  den  Doppelpunicten  derselben  wird  die  Gerade 
von  je  einer  Fläche  des  Büschels  berührt. 

X.  Besondere  Lagea  zweier  Fläcten  zweiter  Ordnung  gegen  einander. 

Wenn  wir  jetzt  auf  diejenigen  Fälle  näher  eingehen,  in  denen  die 
fragliche   Transformation   auf   das   gemeinsame  Polartetraeder   nicht 
mehr  möglich  ist,   so  wissen  wir,  dass  dieselben  nur  durch  das  Zu- 
sammenfallen   mehrerer  Wurzeln    der   Gleichung   .^(A)  ^  0   bedingt 
sein  können  und  haben  dabei  (wie   sich   bei  fortschreitender  Unter- 
suchung zeigen  wird)  auf  zwei  Momente  besonders  zu  achten: 
erstens,  wievielfach  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist,  und 
zweitens,   ob  für  eine  vielfache  Wurzel   etwa  ausser  ^(l)  auch 
die  ersten  oder  zweiten  Unterdeterminariten  von  z/(A)  versehwinden, 
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d.  h.  ob  der  entsprechende   loehrfaeh  zählende   Kegel   etwa  in  ein 

Ebenenpaar  oder  in  eine  Doppelebene  ausartet. 

Setzen  wir  wieder  voraus,  dass  die  Determinanten  Ä  und  JS  der 
Flächen  f=0  und  (p  ^  0  nicht  verschwinden,  so  haben  wir  drei- 
zehn wesentlich  verschiedene  Fälle  der  Reihe  nach  durchzusprechen; 
wir  bezeichnen  sie  mit  vorgesetzten  Nummern  und  geben  zum  Schlüsse 
eine  tabellarische  Uebersicht.  Vorausgeschickt  mag  noch  die  Be- 
merkung werden,  dass  in  Folge  der  Gleichung  (16)  das  Verschwmden 
sämmüicher  ersten  Unt^determtnanten  stets  eine  Boppelwwml,  und  ebenso 
das  Verschmnäen  sämmüicher  sweiten  Unterdeierminanten  stets  eine  drei- 
fache  Wursel  bedingt. 

Als  Nr.  1  zählen  wir  den  bereits  erledigten  allgemeinen  Fall. 
Nr.  3.  Es  fallen  zwei  Wurseln  misammm,  ohne  dass  alle  m- 
gehorigen  ersten  Unterdeterminanfen  verschiimden.  Die  Doppelwurzel 
sei  mit  Ag  bezeichnet,  die  einfachen  Wurzeln  seien  X^  und  A^;  a;®  sei 
wieder  die  Spitze  des  zu  }.i  gehörigen  Kegels,  dann  ist  nach  Glei- 
chung (4)  p.  151 

also 

Pg^(a:(S))  =  SShtJii{Xs)  =  J'{1^)  =  0, 

ferner  f  -\-  X^ip  =  0,  folglich  auch  f=  0;  d.  h.  die  Spitze  des  doppelt 
zahlenden  Kegels  ist  allen  Flächen  des  Büschels  gemeinsam;  sie  ist  ein 
Punkt  der  Schnittcurve  vierter  Ordnung.  Ihre  Polarebene  ist  die- 
selbe für  alle  Flächen  f  +  Xip  =  0  (p.  208),  d.  h.  sie  ist  gemeinsame 
Tangentenebene  derselben:  die  Flächest  des  Büschels  heruhrm  sich  in 
dem  Punkte  x^^K  In  der  unmittelbaren  Nähe  des  letzteren  kann  jede 
Fläche  durch  diese  Tangentialebene  ersetzt  werden,  letztere  enthält 
also  die  Tangente  unserer  Ourve  vierter  Ordnung  m  a;'^',  andererseits 
liegt  die  Curve  ganz  auf  dem  Kegel  f  -^  Xgip  =  0  und  ihie  Tangente 
in  a^'^l  ist  eine  Eizeugende  dps  Kegels;  solcher  Etzeugenden,  Schnitt- 
linien des  Kegels  und  der  Tangentialebene,  gibt  es  abei  ,5wei,  d.  h. 
die  Ourve  vierter  Otdnung  hat  in  a;'''  einen  Doppclpimlf  Die  beiden 
Zweige  des  Doppelpunktes  bestimmen  sich  in  folgender  Weise. 

Wir  machen  x^^>  zur  Ecke  X^  =  0,  X^  =  0,  i^  =  0  eines  neuen 
Ooordinatensjstenis  und  \,  ^  0  zur  Tangentialebene,  dann  wird 
offenbar 

f^2aX,X,  +  f,{X„X„X^), 

q>  =  2ßX,X^  +  <p,(X„X^,X^), 

wo  /g  und  (p2  homogene  Functionen  zweiten  Grades  ihrer  Argumente 

bedeuten,  deren  Coefficienten  wir  eta  bez.  ßu-  nennen.    Die  Gleichung 

des  doppelt  zählenden  Kegels  ist  dann  offenbar 
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^/■— «9»  F^^/,- «9^3  =  0; 
uud  Uie  von  der  Ebene  X^^Q  auf  ihm  ausgesclmittenen  Erzeugen- 
den sind: 

(19)  (!?<.„  -  .ft,)Z,'  +  2((i«„  -  <.A.)Z,Z,  +  tf  «B  -  «&,)Z,'-  0. 
Biese  quadratische  Gleichung  hesUmnit  die  BichMng  der  heiden  Tangenten 
der  Schnitfcwrve  in  ihrem  BoppelpunUe.  Die  Gleichung  kann  nur 
dann  gleiche  Wurzeln  haben,  wenn  X^  eine  dreifache  Wuizel  von 
z/(i)  =  0  wird.     In  der  That,  die  Discriminante  von  (19)  ist 

(/i»„  -  aß„)  (ßa,,  ~  ^ß„)  -  [ßa„  -  aß„)\ 
Bedeutet  ferner  ü  die  Determinante   derjenigen  Substitution,   welche 
von  den  Xi  zu  den  X^  hinführt,  so  hat  man  nach  (9)  und  (18): 

;  a,i  +  A/3,1     «IS  +  ^fta     «la  +  ^i^i»  0        1 

{-Xß^^     a.,.,-\-  Xß^^     «23  + ^fe  0        I 

f  Xß,,     a,,  +  Xß,,     a,,  +  Xß,,     a  +  Xß\ 

I  0  0  a-\-Xß  0        I 

=  -  (ff  +  A/5)^  [(«!,  +  Xß,^)itt^,-\-Xß,^)  —  {at^-\-Xß,,n 
Man  sieht,  dass  A  =  —  ^  hier  die  Doppelwurzel  vorstellt,   und 
dass  dieselbe  nur  dajm  den  zweiten  Factor  rechts  zum  Verschwinden 
bringen  würde,  wenn  obige  Discriminante  gleich  Null  wäre. 

Da  zwei  Ecken  unseres  Polartetracders  sich  in  dem  Berührungs- 
punkte der  Flächen  vereinigt  haben,  kann  von  einem  eigentlichen 
gemeinsamen  Polartetraeder  nicht  mehr  die  Rede  sein.  Um  aber 
hier  die  Gleichungen  f=0,  (p  =  0  auf  eine  möglichst  einfache  Form 
zu  bringen,  kann  man  zunächst  die  Ebene  X^=^0  so  legen,  dass 
ihr  Schnitt  mit  Xg  =  0  eine  Seite  des  gemeinsamen  Polardreiecks 
der  beiden  von  X^^  =  0  ausgeschnittenen  Kegelschnitte  wird  (was  die 
Erfüllung  von  zwei  Bedingungen  erfordert);  führt  man  sodann  dieses 
Polardreieck  in  der  Ebene  X^  =  0  als  Coordinatendreieek  ein,  so 
werden  dadurch  die  beiden  Ausdrücke  rp^,  f^  gleichzeitig  in  die  Summe 
von  je  drei  Quadraten  nach  den  Regeln  der  ebenen  Geometrie  trans- 
formirt  und  es  entsteht  die  Gleichungsform: 

/  =  2«^X,  +  «,  V  +  «.X/  +  a,X,\ 
(p  =  2ßX,X,  +  ß,X,^  +  ß,X^'  +  ß^X,K 

Setzt  man  noch  X^-^  (iX^  an  Stelle  vonX^  und  macht  2|5(:t-[-  ßs  =  0*), 

so  wird  einfacher 

*}  Dies  iat  immer  mög-llcli,  i.la  ip  =  0  ein  Kegel  seiu  miisste,  wenn  ß  ver- 
schwind an  sollte. 
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d.  li.  X4  =  0  ist  zur  Tan  gen  teH  ebene  der  Fläche  q>  =  0  gemacht 
worden.  Damit  f--\-  X:(p  =  0  unsere  drei  Kegel  liefert,  mnss  mau 
haben  «  +  Aj/3'  =  0,  k,  -|-  l^ß^  =0,  «^  +  l^ß^  =  0.  Vier  Constante 
endlich,  etwa  «g,  /3',  ^1,  /3g,  kann  man  gleich  Eins  wählen;  und 
somit  wird: 
„^^  /■-  -  >:^!  -  >;V  -  S'i.XsX.  +  V, 

Diese  Normalform  ist  in  unserem  Falle  immer  hersmtellcn;  und 
die  hdreffende  lineare  Transformation  iestimmt  sich  durch  folgende 
Recknungen. 

Die  Gleichung  (20)  wird 
(22)  B"^(l)  =  B'[Ä  +  tA,l.  +  GCi'  +  4B,r  +  JJi'J 

J  -J,      0         0        0     I 


-(J-J,)'(l-l,)(l-J,). 


i-l,      0 
0         1 

0      A-X, 


und  (11)  gibt: 

(23)  U'Z2;j,i (l)«,ii,  —  -  (J  —  J,)'  [(A— Jj) [<',"  +  (J  -  A,) »/] 

+  (l--J,)(J— 1,)  [R,'-2(l-A,)  !7,  KJ. 
Aus  (22)  erliäll  man  W,  nämliclii 

(24)  If-B  —  -!, 

und  aus  (23)  die  Substitutionscoeffieienten  für  X  =  A,,  l.^,  Ag,  oo; 
B"2;ZA(A,)»,-U,  =  —  (J,  —  J,)'(A,  —  !,)(/,', 
mssj,t{>.,)u,m—  —  (i,  —  »,)"  (»,  —  JOCf,', 
jS'Z-£A(A,)iij».—       (A,  -  A,)  (A,  —  A,)(7/, 

wobei  ü,-i  die  von  Null  verschiedenen  Unterdeterminanten  von  Jf  be- 
zeichnen. Die  Lösung  der  Gleichungen  (25)  wird  nur  uuniögücb, 
wenn  für  eine  der  Wurzeln  A;  alle  J;ic  verschwinden,  was  unseren 
Annahmen  widerspricht. 

Es  ist  leicht,  in  den  ursprünglichen  Coefficienten  a,t  und  6,t  die 
Bedingung  für  die  einfache  Berührung  der  Flächen  f^O  und  q)  ^  0 
anzugeben;  man  hat  nur  die  Forderung  zu  stellen,  dass  ,^(A)  ^  0 
zwei  gleiche  Wurzeln  habe,  dass  also  gleichzeitig  z/(A)  =  0  und 
J'(X)  -  ^'  -  0  sei,  oder, 
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3^, 

3C 

B, 

Ä 

SÄ, 

SC 

SB, 

B 

0 

3C 

SB, 

B 
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A,  +  'dCl   +  3B,X^  +  Jf  A«  =  0, 
yl   +  läyl,A+3CA'    +J?iA«=0. 
Die   Elimination  von  X   geseliieht  naeb   dem  Veri'alircu  von  Bezout 
(Bd.  I,  p.  180)  und  ergibt  die  Bedingung: 

A      3A,     3(7      B,       0         0     ! 

0 

0       0         A        nA,     äC      B, 

0       A,       3(J 

0  0  A^  36'  3i?,  L'  , 
Die  Theorie  der  binären  biquadratischen  Formen  (ßJ.  I,  ]».  239j 
lehrt,  dass  dieselbe  Gleichung  auch  in  der  Form 
{AB~4A,  B,  +  3C^)^~  27  (^0^+2^^  CB,-0^— ^^Bi«— A^£)^=0 
geschrieben  werden  kann.  Die  Bedingung  der  B^ührung  sweier  Flächen 
mveiter  Ordnwng  ist  also  vom  zwölften  Grade  in  dm  Coefficienten  jeder 
Flädie. 

Nr.  3.  Fs  ist  eine  dreifache  Wursel  k^  imd  eine  einfache  Aj  vor- 
handen, ohne  dass  alle  ersten  Unterdeterminantm  J^ß^)  verschwinden. 

Aus  (20)  erkennt  man,  indem  l^  =  -X^  wird,  dass  hier  die  beiden 
durch  (19)  bestimmten  Tangenten  zusammenfallen.  Die  SchnOtcurve 
vierter  Ordnmig  erhält  also  einen  „Bückkehrpunkt" ,  eine  Spitze*);  man 
sagt:  die  Flächen  berühren  sich  stationär. 

Als  gemeinsame  Tangentialebene  nehmen  wir  Xg  =  0  (nicht 
Xj  =  0,  im  Gegensätze  zu  Nr.  2,  aus  Gründen,  die  später  hervor- 
treten werden).  Die  Spitze  des  dreifach  zählenden  Kegels  liege  iu 
der  Ecke  X,  =0,  X^  =  0,  X^  =  0;  er  berflhre  die  Ebene  X^  =  0 
in  ihrem  Schnitte  mit  Xj  =  0;  die  Ebenen  X^  =  0,  Xj  =  0  kann 
man  dann  so  legen,  dass 

/■+;^q)  =  ßX/  +  2aX,XB. 
Die   Spitze   des  zweiten   Kegels  befindet  sich  auch   iu  Xg  =  0,  und 
die  Linie  X^  ^  0,  Xj  =  0  möge  doppelt  zählend  diesem  Kegel  an- 
gehören, dessen  Spitze  in  Xg  =  0,  X^  ^  0,  X^  ='  0  liege;  dann  wird 

f-[.i.^<p  =  2ßX^X^  +  b,X,^  +  h.X,''  +  2h^XsXs- 
Da  ß  uothwendig   von   Null   verschieden   ist,    kann   man  X^   durch 
X^-\-  11X2  ersetzen  und  ß(i  -(-  b^  gleich  Null  machen,  so  dass 
/■+  A^<p  =  2,5XaXi  +  b^X^^  +  ^ö^X^Xg; 

*)  Vgl.  Bä.  I,  p.  322. 
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also: 

(1,-1,)  /'—  ol,X,'  -  *sl,X,"  +  2(«i,  —  6jA,)X,Zs  -  2|31,Z,Zj, 

(i,  -~  l,),f~  —  aX,'  +  h,X,'  +  2((i,  —  ci)X,X,  +  2(!X,X„ 

in(A,-J)  0  0  0       j 

0  0  yj-l,)-«(J-J,)    |3(A-1,)1^ 

0         6,(i-;,)^«(l~l,)  !•,(*-»,)  0       j' 

0  ß(>--  h)  0  c 

Durch  Aenderung   der  X;  um   passende    conatantc  Fiictoren   kÖTiiieri 


B'j(i:) . 


1 


—  ([  =  5j  =  nl,  —  ^i^a  =  /j  =  A,  -  ly, 
ferner   ersetzen    wir   X^    durch   X,,  +  vX^    und    bestimmen  v  durch 
die  Bedingung 

ßv  +  K—  "  —  0, 
welche  immer  lösbar  ist.    So  kommt  endlich  die  Icantmisdtc  Foiw: 
/■=  -  J,X,'  —  liCX,"  +  2X,X,)  +  2X,X„ 
7>  —  X,"  +      X,'  +  2X,X,. 

Die    zur    Herstellung    der    Transformation    dienenden    Formeln    sind 
kurz  folgende: 


(21a) 


(22a)   B'z((l)  — 


0 
1 

0 


0 


_-(j~JO(i--j,)=, 


w. 


(25b) 


(23a)    n''SS^i!,{l]ii;U!,  =  —  (A  — Aa)^^,^—  (A  —  Aj)  (A  —  la)^^/ 

-  (1  —  1,)  u/  —  2(A  -  a,)  (1  -  iif  u,  0^ 

—  2(j  — i,)(j  — yt/.Pji 

S'i'£  A  (l,)»i»i  =  —  (J,  —  i,)'Ci', 

j?£2;A(yi(i»i—     (A,  —  i,)Oj', 

E'ZZJi{i,)u,ut (T/  —  2(»,  —  K)^\U„ 

Ii'ZZ^£(i,)u,u,  ■ 2(A,  —  i,)(!/,'  +  2Ü,Ü,)  —  4fc',(/r, 

wobei  die  Differentialquotienton  von  ^jt  nach  A  durch  obere  Striche 
hezeichnet  sind.  Die  Lösung  wird  wieder  nur  unmöglich,  wenn  alle 
^.iC^i)  oder  z/,*(Ag)  verschwinden,  oder  wenn  l^  =  Ag,  welche  Mög- 
lichkeiten ausgeschlossen  wurden.  Die  Grössen  J;ic(X^)  können  nicht 
Bäramtlich  Null  sein,  weil  sonst  auch  ^/"(A^)  verschwinden  müsste, 
Za  also  eine  dreifache  Wurzel  wäre.     Es  ist  nämlich: 
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z/"(yt)  =  ^2;z/,/(A)6i,. 
Aehnliche  Ueberlegungeri  in  Betreff  der  eventuellen  Unniögiich- 
keit  der  Transformation  gelten  für  jeden  der  folgenden  Fälle. 

Nr.  4.  _Es  sind  swei  Dqppehmrsdn,  l^  und  l^,  vorhanden,  und 
für  Jceme  von  iJmen  verschtvinden  alle  ersten  Unterdeterminanten  von  ^{l). 
Von  den  vier  Kegeln  sind  noch  zwei  getrennte,  je  doppelt 
zählende  übrig  geblieben;  was  für  einen  solchen  Kegel  und  dessen 
Spitze  in  Nr.  3  nachgewiesen  wurde,  gilt  hier  für  jeden  von  beiden. 
Alle  Flächen  /"  -j-  Ag:)  =  0  berühren  sieh  also  zweimal,  und  zwar  in 
den  beiden  Spitzen  der  Kegel;  die  Curve  vierter  Ordnung  hat  in 
jeder  derselben  einen  Doppelpunkt.  Da  nun  jede  Spitze  auf  allen 
Piäehen  des  Büachels  liegt,  geht  auch  jeder  der  beiden  Kegel  durch 
die  Spitze  des  anderen  hindurch;  d.  h.  beide  Kegel  schneiden  sich  in 
der  Verbindungslinie  ihrer  Spitzen.  Die  Schnittcurve  vierter  Ordnung 
zerfällt  also  hier  in  eine  gerade  Linie  (eben  jene  Verbindungslinie), 
imd  vn  eine  Bcmmcwrve  dritter  Ordnung. 

Die  Spitze  des  Kegels  f-\-  X^ip  =  0  liege   in  der  Ecke  X,  =  0, 
Xg  =  0,  X4  =  0,  und  Xi  =  0  sei  in  ihr  die  gemeinsame  Tangenten- 
ebene   der   Flächen    des    Büschels.     Die    andere  Spitze   liege  in   der 
Ecke  X,  =  0,    X^  =  0,  X3  =  0,    und  X^  =  0   sei  ihre  Tangential- 
ebene,  so   dass  X^  ^  0,  Xj  =  0  die  Gleichungen  der  allen  Flächen 
gemeinsamen  Erzeugenden  sind.     Dann  ist 
/■+  Ai?)  =  «,X,ä  +  fi,X,=  +  aaisXiXj  4-  2ßiiX,X^  +  2«s4X3X,; 
ferner  kann  man  sicher  tp  =  äX^X^  +  ^XgX^  machen,  so  dass 
f^  R,X/-  +  KgXg^  +  2ßisX,Z5  +  2a„Z.X, 
+  2(«3i  -  -IJXgX^  -  2ltX,X^, 
/■+  A^(p  =  n.jX,ä  -I-  «3X3^  +  2a,3X,Xj  +  2ttJ^X,X^ 

+  2(0:3,  -\-h  —  ^1)^3^1  +  2(A,  -  A,)X,X,. 
In  letzterem  Ausdrucke  darf  X4  nicht  vorkommen;  es  muss  also 

K^^  =  0,     «31  =  Xi  —  X^ 
sein.    Ohne  die  Form  von  «p  zu  ändern,  können  wir  noch  X^  -{-  (iX, 
statt  X4  und  X^  —  fiXj  statt  X3  setzen;  machen  wir  endlich 

«„  +  (»,- ii)c  -  0,  ".  =  «,-1. 

was  immer  möglich  ist,  so  erhalten  wir  die  kanonische  Form; 
/—  —  2J,ZiZ,  —  2J,2,X,  +  X,"  +  X,', 
9  —  2  Z,X, +  2XäX,. 
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Die  Lösung  des  zagehörigeu  Transformationsproblems  wird  dorck 
Formeln  geliefert: 


1        A  — A,        0            ü 

(22b)  Ji"^(J)_ 

A-J,        0            0            0 
0            0            1        1  —  1, 

-(1-1,)'(1-1,)> 

0            0        J-1,        0 

B'Ji  —  l; 

(23b)  if  2;24.(J)«<ii.  —  -(i,-  lyu,'  -  (i,  -  lyir/ 

—  2(1,  —  J)(J, -1)"&',D, 

-2(j,  -  j)(j,  -iyii,n,; 

B?EZ4kQ.i)v,Ui,  _-(!,-  l^fn,', 

,     ,  B'i;2;4;(i,)«.»i  - —  2(j,  -  j,)ij;'  +  2(i,  —  i,)'t',i7„ 

(25b) 

n?i:i:j,t{i,)utut  _-(!,-  j,)'  (7.", 

B'ssAüh)«,"!.  — — äc.  -  *.)!7.'  +  ^v-,  -  i,yif,if,- 

Man  sieht,   dass  die   CT;  in   der  Ebenencoordinaten-Gleichung  in 

gleicher   Weise   vorkommen,    wie    die   Xi   in 

er  Pnnlitcoordinaten 

Gleichung;  es  sind  uur  die  Indicea  2,  4  bez.  mit  1,  3  vertauscht. 

Nr.  6.  Mi  ^sf  Aj  eiyv  iitifaclie  Ww^el  lon  J(K)^^0,  tmd  die 
i/,i-(^i)  ^™rf  mclit  sammtiiüi  gleich  Null 

Dieser  Fall  entsteht  aus  dem  vongeii,  indem  die  beiden  Kegel 
Tinemllich  nahe  an  eminJei  luLken,  d  h  indem  die  Schnittpunkte 
der  von  der  Curve  vierter  Ordnung  abgesondeiten  Geraden  (die 
Spitzen  der  beiden  KegelJ  auf  der  ubngbl erbenden  Curve  dritter 
Ordnung  zusammenfallen  dte  ScJmiitcuiie  der  Flachen  f=0  und 
9  ^  U  hebteht  aut,  einet  geraden  Linie  wtd  eine)  diebeJbi  herührendm 
Sanmeurve  dritter  Ordnung.  Der  Berührungspunkt  tritt  au  Stelle  des 
in  Nr.  3  auftretenden  Rflekkehrpnnktes  der  Curve  vierter  Ordnung, 
denn  auch  aus  Nr.  3  kann  der  jetzt  vorliegende  Fall  offenbar  durch 
Grenzübergang  abgeleitet  werden. 

Die    gemeinsame   Erzeugende   der   Flächen    sei    durch  Xj  =  0, 

X^  =  0  gegeben,   und  X^  =  0  sei   die   gemeinsame   Tangentialebene 

im   Punkte  X^  =  0,   Xg  ==  0,  X,  =  0,  d,  i,  in   der  Spitze  des  einen 

noch  vorhandenen   Kegels.     Danu   kann  mau   es  so  einrichten,   dasa 

f^  2a,iX^Xi  +  a,,X,ä  +  a,,X/  +  2ß,^X,X,  +  2a,sX^Xs 

+  2  «,3X3X3, 
9)  =  2X,X,  +  2X3X3, 
wobei  (Xu  von  Null  verschieden  ist.     Es  wird 


yGoosle 


Dio  FUk 

hen  Bwoite 

Ordiiimg  und  zwoitei'  K 

,.■„. 

«„ 

«„ 

u  +  i 

E'jm  - 

«„ 

«„+1           0 

0 
0 

«41  +  » 

0                  0 

0 

SS    «,.  =  ffo 

sein.     Hierbei    ist   die  Lioie 

X,  — 

=  0,  2^  =  0 

eine  noch  unbostimmte  Erzeugende  von  tp  =  0,  welche  Euaere  Curve 
dritter  Ordnung  in  zwei   Punkten  trifft,  die   sich  aus  der  Gleichung 

berechnen  lassen;  unt«r  den  unendlich  vielen  Erzeugenden  dieser  Art 
wird  man  eine  SO  auswählen  können,  dasa  beide  Schnittpunkte  zu- 
sammenfallen, dass  sie  also  Tangente  der  Curve  wird;  d.  h.  wir 
können  voraussetzen,  es  sei  ccj,  a^^  —  ß^^^  ==  0.  Ersetzen  wir  sodann 
Xj  durch  Xj  +  ftX^  und  X^  durch  X^  —  (tXj,  wobei  9  ungeändert 
bleibt,  so  wird 

/■=  2a,,X,X^  +  a,,'X,^  +  a^^X/  +  2a,^' X,X,  +  2«,;X,X<, 
-f  2a,,X,X,, 
'^i;  =  «n-H2^«,,  +  f^'«.2. 

In    Folge    unserer   Bestimmung    über   die    Linie    X^  =  0,    X^  =  0 
kann  man  «j/  und  «j^'  gleichzeitig  zu  Null  machen  durch 
Wahl  von  jt;  und  es  bleibt,  da  «14  •=  «23  ==  ~  ^i  war: 
(21„s  f--2X,(X,X,+    X,X,)+X,'  +  2X,X„ 

V—  2X,X,,  +  2X,,X,. 

Zur  Änsfiibrinig  der  Transforraaijiou  dienen  folgende  Formeln; 
0  0  1        i-i, 

0 


I 


-  (*  --  Kl', 

1        l~L        0  Ol 


(J-A. 

0        0        0     1 

M'li  =.  1; 

{2>')    l^SSJ^^ifyurh  =  - 

-  (/,,'  -  (J  -  ii)'V,'  +  2(1.  ~  !.,)'1J,  U, 

+  2(1  — J,)'f/,f7, 

+  2(i-^-i,y'u,u,  +  2(;.— i,)(/,f/j; 

J!'2;£4.(i,)»,ifc  - 

-  V, 

(25»)  B-2£4,'(J.).,«.- 
B'ü4,"(*,)iii«. — 

20,  P„ 

-2tf,'  +  4Er,!7„ 

ü^2;2;z/ft"'(A,)"-«i  = 

12(!7,!7j+  D"s!7,)~  Ji'Ci'i'i',,«,.«,, 
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während  Z^S^ikik^UiUk  gleich  Null  wird.  Die  beiden  ersten  Glei- 
churgeii  geben  TJ^  =  0,  die  Spitze  des  Kegels,  und  TJ^  =^  0,  also 
als  Verbindungslinie  beider  Punkte  die  gemeinsame  Erzeugende  X^^O, 
Xg  ^  0;  die  dritte  liefert  die  Ecke  U^  =  0,  und  aus  der  letzten 
findet  man  den  Punkt  Ui  ^  0.  Zur  Bestimmung  der  Ebenen  X^  ^  0, 
Xj  =  0  kann  man  eich  auch  der  folgenden  Relationen  bedienen: 
f^X,,p  —  X^'  =2X,X^, 
>p  —  2XoX,=^2X,X^. 

yv.  6.  Die  Wursdn  von  jd{X)  =  0  vertJmlen  sich  wie  in  Nr.  2; 
CS  verschwinden  aber  alle  Ji,,{X^,  während  die  m>eiten  Unterdetermi- 
nantert  nicht  sä/imntlick  gleich  Hüll  sind. 

Der  Kegel  f-\-i,^<p^Q  zerspaltet  sich  in  zwei  Ebenen;  die 
Schnittcurve  eerfiält  folglich  in  swei  ebene  Kegelschnitte,  welche  sich  auf 
der  Axe  des  Mbmetipaares  in  ewei  Funkten  begegnen  (da  diese  Axe  von 
den  Flächen  zweiter  Ordnung  nur  in  zwei  Punkten  getroffen  werden 
kann).  Durch  die  Axe  gehen  dann  die  Polarebenen  der  Spitzen  der 
Kegel  f-\-^^ip  =  0  und  f-\'X^<p  =  0  hindurch,  welche  dieselben 
sind  für  alle  Flächen  des  Büschels,  also  auch  für  /+  X^ip  ^  0.  Die 
erwähnten  Spitzen  sollen  als  Ecken  [/,  ^  0,  ?Zj  =  0  des  neuen  Te- 
traeders benutzt  werden,  und  ihre  Polarebeuen  mögen  bez.  X,  =  0, 
Xg  ^  0  sein.  Auf  der  Schnittlinie  der  letzteren  wählen  wir  die 
Ecken  U^^O,  11^  =  0  so,  dass  sie  harmonisch  liegen  zu  den  beiden 
Durchstossungspunkten  der  Linie  mit  den  Flächen  / -(-  A95  =  0;  wie 
man  dieser  Forderung  auch  genügen  mag,  die  so  gewählten  vier 
Ecken  bilden  immer  ein  Polartetraeder  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
f-\-^<p^O;  das  gemeinsatite  TolartePraeder  wird  also  hier  nicht  un- 
möglich,  sondern  linhestinvmt.  In  den  neuen  Gleichungen  können  wieder 
nur  die  Quadrate  vorkommen,  d.  h.  wir  haben 

(3U)  f--  *'^''  -  ^^'  -  ''(^■'  +  ^'''' 

und  die  Transformationsformeln  werden: 

J  — J,       0  0  0 

(22d)   If-ja)=       "       ''^''       "  "       ~U-l..){l-l..)U-i,f, 

0  0       1-A,       0 

0  0  0         yl  — A3 

B'B  —  1; 
(23il)   J?££4i(l)»i»i-  —  (J  —  1,)'  [(1  -  y  C,'  +  (;.  -  JJ  [/,■] 

+  (J  -  J,) {i  -  X,) {>.  -  >,)[U,'  +  £r/]i 
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E^i:S^!,{X,)UiUi  =  (X,  —  X.,)  (Ai  —  4)'üi', 
(25(1)  Ii^2J2Ja,(.X^)uini  =  (Ä^  —  A^)(Ag  —  A3)'f7/, 

ii^2:i;Ak'(x^)imk  =  (Ag  —  -ij  (a^  —  x,)  [0"/  +  r/.^i- 

Diese  drei  Cr  1  eich un gen  genügen,  da  man  die  eine  der  Ecken  U^  =  0, 
(4  =  0  auf  der  Schnittlinie  der  Polarebenen  von  ü^  =  0  und  üg  =  0 
beliebig   annehmen  kann.     Die  Gleichungen   der  beiden  Kegel   sind: 

r  +  A,  9)  =  {X,  -  A,)  x/  +  (A,  - 1;,  (V  +  ^/)  =  0, 

/■+  A,?'  -:  (A,  -  A,)X.^  +  (A,  -  A,) (X,=  +  X/)  =  0, 
und  diejenige  des  Ebenenpaares: 

./■+  Agq)  =  (Ag  —  A,)Z^^  +  (As  —  X^)X^^  =  0. 

Der  vorliegende  Fall  tritt  immer  ein,  wenn  man  zwei  Kugeln  zum 
Schnitte  bringt;  denn  alle  Kugeln  gehen  durch  den  imaginären  Kugel- 
kreis  hindurch  (p.  182);  dieser  unendlich  ferne  Tlieil  der  Schuittcurve 
wird  durch  einen  im  Endlichen  gelegenen  Kreis  zu  der  Ourve  vierter 
Ordnung  ergänzt. 

Die  Flächen  /"=  0,  9  =  0  berühren  sich  hier  in  den  beiden 
Schnittpunkten  mit  der  Linie  Xj  =  0,  X^  =  0;  denn  ihre  Schnitt- 
curve  hat  daselbst  Doppelpunkte;  zwei  Kugeln  berühren  sich  also 
immer  in  zwei  Punkten,  die  allerdings  imaginär  sind. 

Nr.  7.  Die  Gleidnmg  z/(A)  =  0  Jiat  eine  einfache  Wurzel  A,  und 
eine  dreifache  Wursel  A^;  für  letztere  verschteinden  alle  ersten  Unter- 
determiitanten  ^{^{X^). 

Dieser  Fall  entsteht,  aus  Nr.  3,  wenn  der  dort  vorkommende 
dreifach  zählende  Kegel  in  ein  Ebenenpaar  ausartet.  Die  Schnitt- 
curve  besteht  also  wieder  aus  zwei  ebenen  Kegelschnitten;  die  letzteren 
müssen  sich  berühren,  damit  die  Berührung  der  Flächen  stationär  werde, 
wie  in  Nr.  3.  Auch  aus  dem  vorhergehenden  kann  der  jetzt  vor- 
liegende Fall  durch  Zusammenfallen  der  Schnittpunkte  der  beiden 
Kegelschnitte  erzeugt  werden. 

Die  gemeinsame  Tangente  der  beiden  ebenen  Kegelschnitte  in 
ihrem  Berührungspunkte  (gleichzeitig  Axe  des  Ebeuenpaares  /-|-Aa9>=0) 
sei  durch  X^  =  0,  X3  =  0  gegeben;  sie  berührt  offenbar  auch  den 
Kegel  f-{-X^(p  =  Q.  Der  letztere  wird  also  längs  der  Verbindungslinie 
seiner  Spitze  mit  jenem  Berührungspunkte  von  einer  Ebene  berührt, 
die  durch  besagte  Tangente  hindurchgeht;  diese  Ebene  sei  X3  ^  0; 
sie  möge  in  der  genannten  Verbindungslinie  von  der  Ebene  X3  =  0 
geschnitten  werden;  Xj  ^  0  sei  als  die  conjugirte  Polarebenc  von 
X3  =  0  in  Bezug  auf  das  Ebeuenpaar  f-\-  X^tp  =  0  definirt.     Dann  ist 
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f  +  l,ip  —  aX,' +  iX,; 


Wir  setzen  X^  -\-  jiX^  +  vX^  an  Steile  von  JT^  und  bestimmen 
f^,  V  durch  die  Bedingungen  «^s  H"  **%*  =  0,  c^j  —  &  +  2i'«34  ==  0; 
diea  ist  immer  möglich,  denn  die  Bedingung  a^^  =  0  würde  das  Zer- 
fallen des  Kegels  /"-J-  A,  9)  =  0  erfordern,  was  unseren  Voraussetzungen 
widerspricht;  dann  entsteht  bei  passender  Wahl  der  verfügbaren 
Constanten; 

g)=  X,''+       Xa^  4- 2X3X1. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Ausdrücke  im  Wesentlichen  un- 
geändert  bleiben,  falls  man  X^  ^^  0  durch  Xg  -|-  mX^  =  0,  gleich- 
zeitig Xj  =  0  durch  X4  +  joXg  -[-  5X3  =•  0  ersetzt  und  m,  p,  q  ent- 
sprechend bestimmt.  Die  Ebene  X^  =  0  bleibt  dann  immer  Tangenten- 
ebene von  ^  =  0  im  Punkte  üg  =  0;  man  kaun  also  die  Ecke 
(7g  =  0  auf  Xj  =  0,  Xg  =  0  willkürlich  wahleu,  legt  sodann  von 
ihr  aus  die  eine  (ausser  X,  =  0  noch  mögliehe)  Tangentialebene 
an  g)  ^  0,  wodurch  X^  ^  0  bestimmt  ist;  der  Berührungspunkt  der 
letzteren  liefert  die  Ecke  üg  =  0;  durch  sie  und  die  schon  fest- 
gelegte Kante  Xg  =  0,  X3  ^  0  gebt  die  vierte  noch  fehlende  Ebene 
des  Coordinatentetraeders  X^  =  0.  Wie  im  vorigen  Falle  Icann  also 
mich  hier  die  einfachste  Jcanonische  Form  (21e)  auf  unendlich  viele 
Weisen  hergestellt  werden.  Zur  Durchführung  der  Transformation 
dienen  folgende  Formeln: 


i-1, 

0           0           0 

(22e)  iej(t)  — 

0 
0 

J-i,        0            0 
0           1        »~1, 

-  -(»-j,)(;.-4)' 

0 

0       1  — J,        0 

WB  —  ~  \; 

(23e)     WS2:Ad}:)HiU^ 

---(;.-  4)'  Vf  -   (1  -  j,)  p  -  y  D,' 

+   n-KYi-i^vi 

-2 

J--l,)(J~J,)'lf,D, 
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(25e)      &SSJi^  {X^)uMk  =  -     (h  —  k)  ^i, 

Die  Ecke  ZJ,  =  0  kann  mau  in  obiget  Weise  willkürlich  wählen; 
dann  sind  die  andeipu  Ecken  hierdurch  vollkommen  bestimmt,  so 
lange  die  Gfiossen  ^,s(Aj),  J,k(i^),  Jfi"(X^)  nicht  sämmtlich  gleich 
Null  Bind 

Nr.  8.  Es  sind  zuei  Boppekmnseln,  X^  tmd  X^,  vorhanden;  wnä 
fut  X^  lerscfiwmden  mich  alle  ersten  Unteräeterminanien  ^it(Xi),  nicht 
cibet  sa/iwmtliclie  !:weitm 

Von  den  zwei  Kegeln  welche  in  Nr.  4  auftraten,  ist  einer  in 
ein  Ebenenpaar  ausgeartet;  die  SchnUtcurve  zerfallt  also  in  swd  ebene 
Kegelschnitte;  von  diesen  aber  degenervrt  einer  in  ein  lAnienpaar;  denn 
nach  Nr.  4  muss  aicb  jedenfalls  eine  gerade  Linie  absondern  lassen, 
folglich  auch,  da  wir  es  mit  Kegelschnitten  zu  thun  haben,  eine 
zweite;  die  letztere  kann  sich  nicht  von  dem  zweiten  Kegelschnitte 
absondern,  denn  dann  würde  die  Schnitteurve  aus  vier  Geraden  be- 
stehen, es  würden  also  beide  Kegel  in  Ebenenpaare  ausarten,  was 
erst  für  den  nächsten  Fall  charakteristisch  ist.  Der  Yorliegende  Fall 
kann  auch  aus  Nr.  6  durch  Grenzübergang  abgeleitet  werden. 

Das  Linienpaar  steht  auf  dem  Kegelschnitte,  d.  h.  jede  Linie 
desselben  trifft  ihn  in  einem  Punkte;  die  Linien  sind  selbst  Erzeu- 
gende desjenigen  Kegels,  dessen  Spitze  im  Scheitel  des  Paares  liegt, 
und  welcher  auf  dem  Kegelschnitte  steht. 

Es  sei  Xg  =  0,  X^  =  0  die  Axe  des  Ebenenpaares,  X3  =  0  die- 
jenige Ebene,  welche  das  Linienpaar  enthält.  Durch  den  Scheitel 
des  letzteren  legen  wir  die  Ebenen  Xj  =  0,  X^  =  0  so,  dass  sie  zu- 
sammen mit  Xj  =0  in  Bezug  auf  den  Kegel  f  -\-  X^rp  =  (i  ein  Tripel 
conjugirter  Ebenen  bilden  (p.  164);  dann  wird 

f^X,^  =  a,X,^  +  a,X^  +  a,X,\ 
f+K,<p^X,{ß,X,  +  2ß,X,), 
{X,  —  i:}  /■=  A,  ß,  X;'  +  X.a^X^-  -\-  {X,a^  -  X^ß^)  X/  -  2X,ß^X,X„ 
(A,  -  X,)<p  =  -  a^X,^  -  a^X^^  +  (a,  -  ß^)  X/  +  2|3^X,X^. 
Hierin  kann  man  noch  das  Glied  mit  X^  dadurch  zum  Verschwinden 
bringen,  dass  man  X^  =  0  zur  Tangenten  ebene  von  9  =  0  macht, 
d.  h.  X4  durch  X^  +  f*-^  ersetzt  und  K3  —  ß^  -\-  2^ß^  =  0  werden 
lässt.     So  entsteht: 

(2in  ''-  ^  ».(V  +  X.')  -  ^h^t^.  +  V, 
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iiod  ferner: 


Zweilfi  AlitlieiliiT!^, 


1-1,0           0           0 

Jä'^(J)_ 

0       1  —  1,        0            0 
0           0            1        J  —  i, 
0           0       1-1,       0 

™ 

-(1-1,)'(1-1,) 

It'H  —  —  1 ; 

v^si:j^^{t.)u,th  =  —  (^  —  i,)  {k  —  i^  [(A  - 

-i,)(f,?+fW 

+  2(1-1,)  £/,f/.]  +  (l - 

"  Kf  V; 

(23f)  ■ 

R^Z2;^,i(Xs)UiUt  =  (Aß  —  A,)^  U.,'', 
(25f)      &i:EJli{l^)uiUk  =  —  2(_L  —  AJ^  K,  O^  +  2(A3  —  A,)  0/, 
iSä2;2;^rt(A,)M<"t  =  -  (A,  —  ^3)'[(/i'+  f/]. 

Dem  entsprechend,  dass  man  zur  Bestimmung  des  obigen  Tripels 
conjngirter  Ebenen  die  Ecke  üj^O  auf  der  Kante  X^  =  0,  X^  =  0 
iioeb  willkfirlicb  wählen  darf,  sind  diese  drei  Gleichungen  ausreichend; 
^4  =  0  gibt  den  Scheitel  des  Linienpaarea,  üg  ^  0  den  Berühriiugs- 
punkt  der  Ebene  jC^  =  0  mit  der  Fläche  y  =  0. 

Nr.  9.  J?s  sind  zwei  Doppelwurgeln,  Aj  und  A,,  vorhrntäm,  undf 
für  jede  von  ihnen  versdtwinäen  alle  ersUm  Unterdeterminanten  von  z/(A). 

Der  im  vorigen  Falle  noch  vorhandene  eigentliche  Kegel,  welcher 
auf  dem  dort  vorkommenden  Kegelschnitte  stand,  zerfallt  in  ein 
Ebenenpaar;  auch  jeder  Kegelschnitt  löst  sich  folglich  in  zwei  eiri- 
zelne  Gerade  auf.  Die  Dwckdringungscume  der-Flächen  /+  Ay  =  0 
hesteht  aus  vier  geraden  Linien,  die  ein  windschiefes  Viereclc  iüden. 
Jede  Fläche  des  Büschels  kann  in  der  Form  al^lg  +  ''I3I4  =  0  dar- 
gestellt werden  (vgl.  p.  35£f.  und  145);  setzt  man  also  ^i~\- i £,,=■■  X^, 
I,  -  i4  =  X,,  Is  +  *|,  =  X„  ^3  -  ig,  =  X„  so  wird 

9=  ^i'  +  ^a'   +       X/  +  Z/ . 

Die  Linie  X^  =  0,  X^^O  ist  die  conjugirte  Polare  zu  Xj^O, 
Xg  ^  0  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels;  in  den  vier  Schnitt- 
punkte/n dieser  Linien  mit  einer  der  Flächen  berühren  sie  sich  alle. 
Auf  jeder  der  beiden  Geraden  kann  mau  ein  Paar  conjugirter  Pole 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  auäsuchen  (wobei  ein  Punkt  jedes  Paares 
willkürlich  bleibt);  vier  solche  PtmlUe  lüden  immer  ein  allen  Flächen 
gemeinsames  Polartetraeder.  Das  letztere  wird  durch  folgende  Glei- 
chungen eingeführt: 
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(22  g)   ß«^(-l)- 


0       K  —  X 
0  0 

0  0 


=(A-i,)^(;.- 


&B  =  1 ; 
K^2;2;z/,,(A)M;if,  =  (A  -  A,)  {l  -  l.^  \{l  -  A,)  {ü,^  +  t/,«) 

7i^2;2;z/,.;(>l,)«;«.  =  (Ai  --  Aa)^  {ü^^  +  ^4'), 

i;^2;2;^s'(A3)M;Mi  =  (a^  --  a^)^  (tr/  4-  ui); 

hierbei  sind   fi  =  0  und   Z7g  =  0  in  obigem  Sinne  willkürlich. 

Ni".  10.  jlifc  yj'er  Wurzeln  sind  in  Aj  zusammmgefallen,  und  alle 
z/,-i(;L)  sj«4  j;ieecÄ  ^«ii  für  A  =  Aj,  wahrend  die  Jn'(Xi)  und  die  mceiten. 
Unt^determinanien  nicht  sämmtlieh  verschwinden. 

Die  Schnittcurve  besteht  aus  zwei  ebenen  Kegelschnitten;  von 
denselben  lässt  sich  nach  Nr.  8  einer  in  zwei  gerade  Linien  zer- 
fallen; nach  Nr.  7  müssen  sieh  beide  Kegelschnitte  berühren;  eine 
Berührung  kann  hier  aber  nur  in  uneigentlichem  Sinne  zu  Stande 
kommen,  indem  der  Scheitel  des  Linienpaares  auf  der  Axo  dos  Bbeaen- 
paares  (und  alao  gleichzeitig  auf  dem  anderen  nicht  zerfallenden  Kegel- 
schnitte) liegt.  Der  in  Nr.  8  auftretende  Kegel  fällt  also  derartig 
mit  dem  Ehenenpaare  zusammen,  dass  sein  Scheitel  in  die  Axe  des 
letzteren  hineinrückt,  während  das  auf  ihm  liegende  ausgezeichnete 
Linienpaar  seine  Bedeutung  als  Theil  der  Durcbdringungscurve  be- 
hält. Die  letstere  Gurve  hesteht  aus  einem  Kegelschnitte  und  mvä  sich  , 
mif  ihm  treffenden  geraden  Linien. 

Es  sei  Xa=0  die  Gleichung  der  Ebene  des  Linienpaares,  X^^O 
die  Gleichung  derjenigen  des  Kegelschnittes,  f/^  =  0  die  Gleichung 
des  Scheitels;  dann  ist 

/•+ A,9>  =  2X,X3, 

q,  =,  ß^X^'  +  S/3,ZiXa  +  ß^X^^  +  2ß„X,X, 
+  2ß,,X,X,  +  2ß,,X,X,. 
Das  Glied  mit  ß^  bringen  wir  zum  Verschwinden,  indem  wir  als 
Kante  X^  ==  0 ,  X^  =  0  die  vierte  harmonische  Gerade  der  Axe 
Xg  =  0,  ^  =  0  in  Bezug  auf  unser  Linienpaar  wählen;  durch  diese 
Gerade  legen  wir  die  Ebene  X-,  =  0  beliebig;  sie  achneidet  den 
Kegelschnitt  in  einem  weiteren  Punkte,  dessen  Tangente  wir  zur 
Kante  Xg  ^  0,  X^  =  0  machen,  welcher  also  selbst  durch  f^  ^  0 
dargestellt  wird;   in  Folge  dessen  wird  auch  ß^^  =  0;   durch  diese 
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Tangente  legen   wh'   die  EbeLC   X^  =  0    ao  liindurdi,    dass    sie   die 
Fläche  9  =  0  in  demselbcü   Punkte    U.^  =  0  berührt.    Somit  könnuu 


(21h) 


(p=  X,'-\-Xs^+2X^X^. 

Diese   Formen    sind   wieder   auf  unendlich  viele   Weisen  herstellbar, 
da    auf  der  Äxe  Xg  =  0,  Xg=^0  der  Punkt  U^^O  noch  willkür- 


lich blieb. 


sieb  dies  auch  in  folgenden  Formeln  i 


äspricht: 


(22  h)  li'^{k)  = 


0 


0 


-R.-B  = 


0 


0 


0 


-(A-ajs 


- 1; 


(23  h) 


i;^2,'.£z/,-,(A)H,%  =  —  (A  —  l,)HV;'  +  t/,'  4-  2  U^  (7,) 
—  2(A  —  X,f  U.,  U„  -  (A  —  A,)  [/"/; 

(25h)  E^i'i'z/,/  (Aj)l(;Mi  =  —  4  ^3  L", , 

v:'i:sj,r{K)^i^k  =  -  6(P";''  +6^3^  +  2  ^,  t/^). 

Nr.  11.  Für  die  vierfache  Wtirsd  A,  verschwinden  nicht  nur  alle 
ersten  Unierdeterminant&n,  sondern  auch  die  Differentialgmtienten  der- 
selben ^n'(l^),  währmd  die  zweiten  Ünteräeterminanten  nicht  sämmtlich 
gleich  NuU  werden. 

Die  soeben  für  U^  aufgestellte  Gieiehnng  zeigt  uns,  dass  beim 
Zusammenrücken  des  Kegels  und  Ebenenpaares  der  ßerührungspunkt 
der  beiden  ebenen  Kegelschnitte  unbestimmt  wird.  Da  ferner  dieser 
Fall  aus  dem  in  Nr.  9  behandelten  hervorgeht,  indem  A^  =  -lg  wird, 
so  besteht  die  Curve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Linienpaaren;  damit 
sieh  dieselben  berühren,  muss  also  eine  Gerade  des  einen  Paares  mit 
einer  des  zweiten  Paares  zusammenfallen.  Die  Fläc^ien  des  Büschels 
berühren  sich  also  längs  einer  geraden  Linie  und  schneiden  sich  ausser- 
dem noch  im  zwei  Geraden;  letztere  treffen  die  Eerührungslinie  in 
zwei  Punkten,  den  Scheiteln  der  beiden  theilweise  getrennten  Paare; 
sie  gehören  folglich  selbst  auf  jeder  der  Flächen  derjenigen  Art  von 
Erzeugenden  an,  unter  denen  die  Beruhningalime  sich  nicht  befindet, 
d.  h.  sie  schneiden  sich  gegenseitig  nicht 

Es  seien  Xj  =  0,  Xg  =  0  irgend  zwei  Ebenen,  die  sich  in  der 
Berührungslinie  schneiden  und  zu  den  Ebenen  des  Paares  /'+'li9'  =  0 
harmonisch   liegen;    die   Linie  ^^=0,    X^^O   sei  irgend   eine  Er- 
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zeugend«  von  qj  =  0,  welche  die  Bevüliruiigaliüie  nicht  schneidet;  es 
mögen  ferner  die  Ebenen  Xj^O  bez.  X^=0  imd  andererseits  X^=0 
b(!z.  X.^  =  0  sich  in  Erzeugenden  von  95  =  0  durchsetzen.  Dann  wird 
p--=2ßXiZ2  + 20X35:4,    /■+;1,(p  =  kXi^  +  ^X3^ 


also; 
(21 0 


/■  = 


-2A,(3:,X,+     XsX„}4-X,^+ Xg^ 
2X1X^+2X3X4; 


(22  i)    IV  ^(X)^ 


=.(A-A,)S 


(23  i) 
(25i) 


E'UEj^iixyuAh  =  —  (A,  -  A)'[2  ?/",  i/ä  +  2 1;:,  t/j 

i£^2;.£^a"  (A,)M,Wi  =  —  2(1//  +  P,0 , 

li'^SJ.!-:"(l,)UiUk  =  12(Pi  f^s  +  U^  Ui)  ■ 
Die  Gleichung  CTg*  +  (/'/  =  0  stellt  die  Scheitel  der  beiden  Linicu- 
paare dar,  welche  auf  der  Berührungslinie  harmonisch  liegen  zu  den 
Ecken  U2='0,  ü^  =  0;  von  letzteren  kann  eine,  etwa  t/a=0,  will- 
kürlich gewählt  werden;  auf  der  durch  sie  hindurchgehenden  Er- 
zeugenden XjöO,  X4  =  0  kann  man  ferner  C^g  =  0  beliebig  an- 
nehmen; dann  sind  die  beiden  anderen  Ecken  durch  unsere  Relationen 


Nr.  12.  Neben  einer  einfachen  Wursel  Aj  liommt  eine  dreifache 
Wurzel  X^  vor,  für  welche  alle  sweiten  ünterdeterminanten  verschwinden. 

An  Stolle  dea  Ebenenpaares  von  Nr.  7  erscheint  eine  Doppel- 
ebene; die  beiden  ebenen  Kegelschnitte  rücken  also  unendlich  nahe 
au  einander:  Die  Flächen  des  Büschels  berühren  sich  längs  eines  Kegel- 
schnittes*). Die  Ebene  des  letzteren  werde  durch  Xi  =  0  dargestellt; 
ihr  gemeinsamer  Pol  in  Bezug  auf  die  Flächen  /-f-  A9;  =  0  liefere 
die  Ecke  17^=0;  irgend  drei  Punkte  in  X^^O,  welche  ein  Polar- 
dreieck in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  bilden,  können  als  Ecken 
ZJ^  =  0,   U^=0,   U^=  0  benutzt  werden,  um  zu  ergeben: 


*)  Eia  solches  System  von  Flüchen  begegnete  uns  schoD  bei  Beginn  unserer 
UntereuchuQg  (p.  135  f.).  —  Auf  dasselbe  wird  man  fernei'  dnich  Yeraügemeine- 
rung  gewisaer  Sätze  über  Kugeln  geführt;  vgl.  Poncelet,  Ti'aite  des  propriö- 
t^s  etc.  Nr.  601  ff,;  Cliasles,  Äpergu  historique,  Note  XXVIII;  Plücker, 
System  etc.,  p.  327  f. 
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(2U)                  /■=-A.X,'.-4W+2 

1  -  J,        0           0 

(22  k)  mj(i)~ 

0        1-1,        0 
0          0       1-4 

0             0             0        1 

(23  k) 
(25k) 


—  (1  — !,)(!- -Ij)', 


IfSSJ,t{X)v,ui  ~  (1  —  1,)"  P,' 

+  (1  -  y  (1  -»,)[»/+  c,'  +  ;/."] ; 
E'ZSJn  (IJsmi,  —   (1,  —  1,)'  ir," , 
iä=££4,"('j)»i»<  — 2(1,  —  li)(K!'+  öj'+  U!). 
Nr.  13.     Die  Gleichung  z?(l)  =  0  Ä«i  eine  merfaclw  Wursel,  'und 
für  äieseihe  verschwindm  alle  ztmiien  ünterdeterminanien. 

Das  Ebenenpaar  ia  Nr,  10  artet  in  eine  Doppelebene  aus;  das 
Linienpaar  rückt  an  den  Kegelschnitt  nnendlich  nalie  lieran,  auch 
letzterer  bucht  folglich  in  zwei  Linien  auseinander.  Auch  aus  Nr.  11 
entsteht  dei  jetzige  Fall,  indem  die  beiden  dort  durch  Ut^-\-U^^=0 
daigestellten  Punkte  sieb  einandei  unendlich  nähern,  und  aus  Nr.  12, 
in  dem  die  Ebene  X^  =  0  zur  gemeinsamen  Tangentialebene  wird. 
D«.  Fladieit  (fos  Süschels  Jjetuhtni  stcft  lanqs  m'eier  geraäen  Linien. 
Es  soll  ^3^=0  die  Gleiibun^  der  Doppelebene  sein;  in  ihr 
zieht  min  zwei  zu  den  Linien  des  Paaies  harmonische  Gerade,  die 
durch  X,^0  lind  Xg^O  ausgeschnitten  weiden  mögen.  Die  Schnitt- 
linie doi  letzteien  sonst  beliebig  gelassenen  Ebenen  trifit  q?  =  0  in 
einem  weiteien  Punkte,  dessen  Bei ulii ungsehene  die  Gleichung  ^4=0 
haben  soll,  dann  wird  f  -\-  X^rp  =^  X^^  und: 

/ 1,(X,'H-  X/+  2Z,Z,)  +  X,', 

•P—  ^/+2,'+2X,X,; 


(211) 


(221)    If/I{l)  — 


0 
0 


0 


0 


1 


-  (i  - ',)', 


0  0       1  —  A,       ( 

E'B: 1; 

(231)  B"£2;4,(l)t(,»,—  — (!-!,)'( D,"+[7,'+2t/',(/,)  +  (l-l,)=K,'; 
]1^££^;^'  (l,)%Mi  =  2ü"/, 

ü'ri;4r(i,)».».  —  ~HU,'+a,'+su,uj. 


(251) 
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Mit  den  dreij:elm  Uicft  hüiandtlttii  lallen  w-i  dte  Zafd  allti  Moy 
lichheitm  cri.€}wpfi,  wenn  man  an  dm  Bedingung  festhält,  äass  dtc 
Determinanten  Ä  und  S  mcht  (jleich  Null  sezen  Um  i^ies  vollständig 
einzusehen,  mfiasen  wir  noch  genauer  nachweisen,  dasa  jedes  Mal, 
wenn  die  verlangte  Transformation  in  einem  Falle  unbestimmt  wird, 
dies  durch  einen  Gfrenzprocess  geschieht,  welcher  auf  einen  der 
anderen  hier  besprochenen  Fälle  führt.  Insofern  es  hierbei  auf  das 
Zusammenfallen  der  Wurzeln  ankommt,  bedarf  es  keiner  weiteren  Be- 
merkung, da  in  dieser  Beziehung  alle  Combinationen  Erwähnung  ge- 
funden haben;  es  kommt  also  nur  noch  auf  das  Verschwinden  der 
^it,  ■^ik,  ^ik' ,  ^ik"  an. 

Die  zu  Nr.  1  gehörige  Transformation  wurde  nur  unmöglich, 
wenn  Nr.  2  oder  einer  der  folgenden  Fälle  eintrat.  Nr,  2  ward  nur 
unmöglich,  wenn  mindestens  Nr.  6  Anwendung  fand.  Nr.  6  erleidet 
Ausnahmen,  wenn  mindestens  Nr.  7  brauchbar  ist,  aber  auch,  wenn 
sämmtliche  Differentialquotienten  ^^'(l^)  oder  ida'Q.^)  verschwinden; 
und  diese  letztere  Möglichkeit  bedarf  noch  der  Erörtemng. 

Es  ist  sofort  ersichtlich,  dass  das  Verschwinden  sämmtliehcr 
^(j,'(Ag)  nur  für  eine  dreifache,  das  Verschwinden  aller  Jjk  (X^  nur 
für  eine  vierfache  Wurzel  X^  eintreten  kann  (vgl.  oben  den  Schluss 
von  Nr.  3).  Ersteres  bedeutet,  dass  in  unserem  FlÜchenbüsehel  zwei 
unendlich  benachbarte  Ebenenpaare  vorkommen;  in  Nr.  7,  wo  zuerst 
eine  dreifache  Wurzel  mit  verschwindenden  Unterdeterminanten  vor- 
kommt, vertritt  aber  das  Ebenenpaar  /  +  ^a?*  =  "^  ^'^^^  unendlich 
benachbarte  Kegel;  das  Verschwinden  der  z?,/  kann  also  nicht  ein- 
treten. Zwei  unendlich  benachbarte  Ebeuenpaare  können  überhaupt 
mir  bei  den  Ausartungen  von  Nr.  9  in  Betracht  kommen,  da  hier 
allein  zwei  getrennte  Ebenenpaare  vorhanden  sind;  nähern  sich  aber 
diese  Ebenenpaare  einander,  so  erscheint  sofort  eine  vierfache  Wurzel; 
und  man  wird  auf  Nr.  11  geführt,  während  Nr.  10  aus  Nr.  7  und 
8,  nicht  aber  aus  Nr.  9  durch  Grenzübergang  erzeugt  wird.  Alle 
z/«"  können  auch  bei  einer  vierfachen  Wurzel  niemals  gleichzeitig 
mit  den  ^,j,  und  z^,i'  versehwinden,  denn  dies  würde  drei  unendlich 
benachbarte  Ebenenpaara  bedingen;  da  nun  jedes  Ebenenpaar  zwei 
Kegel  vertritt,  so  würde  dies  auf  sechs  Kegel  führen,  während  in 
einem  Büschel  doch  höchstens  nur  vier  Kegel  vorkommen  können*). 

*)  Neben  <liesen  Ueljei legnagen  wird  man  omen  genaueien  alijebraischen 
Nachweis  fui  die  Vollatandigkeit  iinseiei  Unteianchungpii  loilangen,  auf  einen 
sololien  gehen  wn  hmr  niciit  i)n,  \erwei6en  vielmebi  auf  rlii.  \oii  Sylvester 
und  Weierstrass  begiündete  Methode  d&i  bogpuanntpn  ISleine^itafUmler. 
Erateier  gab  eme   vollständige  Aufiälilung   der   13  verschiedenen  Fälle,    die  im 
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Es  iat  ferner  wüasclieiiawei^tii,  einen  Weg  anzugeben,  wie  man 
sich  die  ffeftmdmm  htnonischen  Formen  in  den  drmehn  Fiülen  jeder- 
mt  am  dem  Gedächtnisse  wieder  herstellen  hcmn.  Zu  einem  solchen 
ftibrt  sehr  einfaeli  die  Bemerkung,  das3  es  zur  Charakterisirung  eines 
jeden  Falles  genügt,  die  zugehörige  Determinante  in  der  tranafor- 
mirten  Form  zu  kennen.  Die  letztere  aber  gewinnt  man  in  den 
ersten  fünf  Fällen  (wo  keine  Unter deter min anten  verschwinden)  leicht 
nach  folgender  Regel:  Sind  i  Wurzeln  von  einander  verschieden,  ao 
bilde  man  aus  den  Elementen  der  Diagonalreihe  und  den  diesen 
benachharten  Reihen  innerhalb  des  gewöhnlichen  CoSfficientenschemas 
i  Vera chi eigene  kleinere  Determinanten,  welche  in  ^{X)  so  eingesetzt 
werden,  daas  ihre  Diagonalglieder  bez.  mit  den  Diagonalghedern  von 
/iiX)  identisch  sind.  Jede  dieser  i  Determinanten  ist  einer  der  i 
Wurzeln  zugeordnet,  und  sie  besieht  aus  j  Reihen,  wenn  die  be- 
treffende Wurzel  (A*)  eine  j-fache  Wurzel  von  J{k')  =  0  ist.  In 
dieser  kleinen  ^'-reihigen  Determinante  fülle  man  die  j  Glieder  der 
von  rechts  oben  nach  links  unten  laufenden  Diagonalreihe  mit  den 
Differenzen  X  —  h  aus;  die  j  —  1  Stellen  links  neben  diesen  Diffe- 
renzen besetze  man  mit  Einheiten;  alle  anderen  Elemente  aber  nehme 
man  gleich  NuH.  So  entstehen  für  die  in  Nr.  1  bis  Nr.  5  besprochenen 
Fälle  die  dort  angegebenen  Werthe  von  ^(X),  welche  hier  noch  ein- 
mal zusammengestellt  werden  mögen: 


r    t    b    p      h  d      (Phl      ph     IM  S  1  1   1851    j    11  ) 

1  t  te  11g  t      1     Th  1 1     b  1    b  g        IV       bi     (£       w  1  li 

Syl       t  A  g  b  bt        li  i.r    d  w        )  U  U  d    t     d      P  w 

igb  dk  hFm  hMtlid  Aftllgd 

1    t    ff    d       T        f    m  t  (M       t  b       lit      1      B    1  Alm        S5S        1 

868)  Ut         1  bt  hfdllm  Flld         w 

bl  FmKlhtj,        k  liFm         bglttwl  11 

hd      mPlgd  ggb  Itm        t       hmtfidtm      d      i>t 

DW  t  liMthlt  Kllg  D  dShtt- 

oarve  zweier  Flächeu  zweiter  Ordnung  verwandt  (Der  FUictenbüeobol  zweiter 
Ordnung,  Inangural-Dissertation,  Berlin  1872);  vgl.  auch  Gundelfinget'a  Dar- 
stellung derselben  in  dpr  dritten  Auflage  von  Hesse's  Todesuiigen  über  analy- 
tisclie  Geometrie  des  Raumes,  1872.  ^  Lüroth'a  Behandlung  des  Probleme 
(Schlömilch'3  Zeitschrift,  Bd.  13,  1868)  war  nicht  ganz  volUtändig,  —  Einzelne 
FSlle  {a.  B.  diejenigen,  in  denen  die  Schnittcurve  sich  aus  zwei  ebenen 
Carven  znsammensetat  oder  metrieche  Specialiairnngen  des  allgemeinen  Falles 
(insbesondere  auf  der  Engel)  waren  schon  früher  von  Haohette,  Poncelet 
(a.  a,  O,),  Quetelet  betrachtet  (vgl.  Chasles'  Apercu  historiqne,  p,  248).  — 
Die  im  Texte  befolgte  Methode  zur  Aufstellung  der  kanonischen  Formen  nnd 
der  zugehörigen  Transformationen  ist  dieselbe,  welche  in  Bd.  I,  p.  136  ff.  (im 
Anschlüsse  an  eia  Manuecript  yon  Ciebsoh)  beim  Eegelschnittb fisch el  augowaudt 
wurde. 
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0 
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0 

0 

i-1, 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

l-i. 

0 

i. 

-l,_ 

0 

-K      0 


0 


Bei  Festlegmig  der  Ebenen  X;  -=  0  waren  oben  die  lodiees  1 ,  2,  3,  4 
aclion  so  gewählt,  dass  in  diesen  Determinanten  das  eben  ausgesprochene 
einfache  Geeeta  deutlieh  hervortritt. 

jfiw-  du  übrigen  sieben  Fälle  leitet  mtm  nun  das  Ooefßcienienschema 
aus  den  emgeffebenen  fiinf  Fällen  durch  Gleichsetsen  verschiedmer  A,-  ab. 

Gfleiehzeitig  ist  zu  bemerken,  dass  das  neue  Coordinatentetraeder 
in  Nr.  1  bis  5  eindeutig  bestimmt  war,  während  es  bei  den  späteren 
Ausartungen  auf  unendlich  viele  Weisen  gewählt  werden  konnte. 
Man  erhält  für  Nr.  6  bis  13  in  der  That  die  KUgehörigen  und  oben 
gefundenen  Determinanten  Schemata,  nämüeh 


Nr.     6 

JUS  1)  fü 

Ai 

Nr.     7 

„    2)    „ 

Aa 

Nr.     8 

„    2)    „ 

>; 

Nr.     9 

„    1)    ,, 

/lg 

Nr.  JO 

„    3)    „ 

A, 

Nr.  11 

.,    4)     ., 

A, 

Nr.  12 

,,     1)    „ 

A, 

Nr.  13 

.,    2)    „ 

»> 

Um  yiu/  ^cllständig  zu  sein,  müssen  wir  noch  einige  Worte 
ubei  die  I  ille  hmzufägen,  in  denen  die  Determinanten  Ä  und  B 
Terschwindeu  Wie  bei  der  Besprechung  von  Nr,  1,  überzeugt  mau 
sich  sofoit,  dass  wesentliche  Ausnahmen  nur  dann  bedingt  werden, 
wenn  gleichzeitig  alle  fünf  Coefflcienten  von  ^{l)  gleich  Null  werden, 
d    b    Kenn  alle  Flächen  des  Büschels  /"-f-  '^y  =  0  Kegel  sind. 
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Cielien  wk  huu  von  zwei  Kegeln  aus,  no  küuuuii  aicb  Jieselbi'ü 
entweder  in  einer  Curve  vierter  Ordnung  schneiden,  wie  in  Nr,  1,  2 
und  3,  oder  in  einer  Ourve  dritter  Ordnung  und  einer  Geraden 
(Nr.  4  und  5),  oder  in  zwei  ebenen  Kegelschnitten  (Nr.  6).  Sollen 
Mich  mehr  als  eine  Gerade  von  der  Schnittcurse  absondern,  so  müssen 
die  Kegel  offenbar  eine  gemeinsame  Spitze  haben,  es  sei  denn,  dass 
sie  sich  längs  einer  geraden  Linie  ienihrcn*);  dieser  Fall  allein  gM 
uns  etwas  vmmtlich  Neues,  denn  Kegel  mit  gemeinsamer  Spitze  sind 
nur  das  dualistische  Gegenstück  zu  Kegolschnitten  in  einer  und  der- 
selben Ebene,  lassen  sieh  also  naüli  den  Sätzen  der  ebenen  Geometrie 
behandeln. 

Wir  machen  X^  =  0  zur  gemeinsamen  Tangentenebene  beider 
Kegel,  und  X^  =  0  sei  diejenige  Ebene,  welche  den  restireuden  Theil 
der  Schnittourve  (d.  i.  einen  ebenen  Kegelschnitt)  enthält;  dann  wird 
et^va. 

/=  —  X^{X,^  +  2XsXg)  +  2X,X^, 

9J=-  X,'-]-2X,X^, 

MO  dass  /'+A|9)  =  0  das  in  dem  Büschel  enthaltene  Ebeuenpaar 
XgX,^  =  0  darstellt.  Hier  ist  in  ehr  Tkat  jede  Fläche  des  Büschels 
f  -}-  Xtp  =  Ü  dn  Kegel,  denn  man  hat 

\l  —  l^       0  0  0     I 

0  0         ?:~L  1      I 

~  '       ■■      0       X-l,       0  0  ' 

I    0        1       0        0   : 

und  in  dem  Büschel  ist  nur  das  eine  Ebenenpaar  f  -\-  k^^^p  =  0  vor- 
handen, da 
Wi:E/iik{k)ikUk  =  —  (A  —  l,)  U^^  -{X  —  X,f  CT/—  2{X  —  X^f  U^  [/, 

Die  Spitsen  aller  Kegel  liegen  also  auf  der  gemeinsamen  Berührungs- 
linie Z,  =  0,  Xs  =  0. 

Hiermit  wäre  ein  vierzehnter  Fall  der  Lage  zweier  Flächen  zweiter 
Ordnung  gegeben;  alle  weiteren  Lagen  von  Kegeln,  Ebenenpaaren 
und  Doppelebenen  zu  einander  sind,  wio  gesagt,  nach  den  Regeln 
der  ebenen  Geometrie  zu  behandeln,  nachdem  man  mittelst  einer 
Hfllfstransformation  eine  der  vier  homogenen  Variabein  herausge- 
schafft hat. 


*)  Vgl.  Ki-oncckor,   Berlinet  MonatsbericMi;   1868   und  KilHng  a 
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XL    Die  RaEmcurveii  dritter  Ordnung;. 

Bei  ÜJitersuciiung  der  gegenseitigen  Durchdringung  zweier 
Flächen  zweiter  Ordnung  sind  uns  zwei  ganz  neue  geometrisehe  Gebilde 
entgegengetreten:  die  Raumcurveii  dritter  und  vierter  Ordnung.  Die 
letzteren  führen  auf  eine  Paraioeterdarstellung  mittelst  elliptischer 
Functionen,  stehen  also  mit  den  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  in 
engster  Beziehung;  aie  können  erst  später  eingehender  betrachtet 
werden.  Die  Raumcurven  dritter  Ordnung  gestatten  dagegen  eine 
elementare  Behandlung. 

Eine  solche  Curve  konnte  nicht  allein,  sondern  erst  in  Ver- 
bindung mit  einer  ihrer  Sehnen  oder  Tangenten  den  voll  stand  igen 
Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  abgeben;  es  ist  unsere 
nächste  Aufgabe,  die  Ourve  für  sich  isolirt  algebraisch  darzustellen. 

Wie  in  Nr.  4  (p.  221)  seien  Xj  =  0,  Xg  =  0  die  Gleichungen 
der  gemeinschaftlichen  Erzeugenden,  dann  lassen  sieh  die  Gleichungen 
der  beiden  Flächen  in  der  Form 

A'X^  -\-  B'X,,  =  0,      C'Xj  +  B'Xr,  =  0 

schreiben;  dies  stimmt  mit   dem  Früheren  iiberein,  wenn  man  setzt: 

A'=X^-  2l,X^,     i"==Zs--  2,l^X,,      C'  =  2X2,      7/  =  2X^. 

Transformirt  man  auf  ein  anderes  Coordinatentetra.eder  und  bezeichnet 
mit  A,  ß,  C,  I),  -E,  F  allgemeine  lineare  Ausdrucke,  so  werden  die 
Gleichungen  der  beiden  Flächen  von  der  Form 

(1)  AF—BE=0,    CF—Dli=0, 

wobei  nun  die  Ebenen  F.  =  0  und  F  =^  0  sich  in  der  ausgezeich- 
neten Sehne  schneiden.  Für  einen  Punkt  der  Curve  dritter  Ordnung 
kann  man  also  setzen 

^  ^^    -   f^   _   _   3 

F        Ji        T)  ' 

wenn  - -■  K  den  ge]neinsamen  Werth  der  drei  Quotienten  bezeichnet, 
oder 

(2)  A-j-XB  =  0,    C+;iZ>  =  0,    F-i-  IF'^O. 

Diese  Gleichungen  werden  gleichzeitig  ausschliesslich  von  den 
Punkten  der  Curve  dritter  Ordnung,  nicht  von  denen  der  Geraden 
E  =  0,  F=Q  erfüllt;  durch  sie  ist  unser  Zweck  also  bereits  er- 
reicht, und  aie  geben  uns  den  Satz: 

Der  Ort  des  Schnittpui^ites  dreier  mtsjwechenden  Fbenen  aus  drei 
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ekwnder  pi  ojecttvischeK  Ehenenhascheln  ist  eine  KauiHGuue  dritter 
Ordnung*) 

Die  Schnittpunkte  dei  bisher  lusoezeichneteii  Sehne  E  =  0, 
^=0  findet  man  aus  den  Gleichungen  (2)  als  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung  AD  —  BC  =  0.  Die  Frage,  ob  diese 
Sehne  mit  ihren  Schnittpunkten  in  der  That  eine  für  die  Curve 
ausgezeichnete  ßolle  spielt,  wird  schon  dadurch  verneint,  dass  die 
Sehnen  ^  =  0,  i?  =  0  und  6'  ^  0,  Z*  =  0  in  ganz  gleicher  Weise 
benutzt  werden  können;  und  im  Folgenden  wird  klar  werden,  daaa 
diese  drei  Sehnen  durch  irgend  welche  andere  Sehnen  der  Curve  er- 
setzt werden  dürfen. 

Je  zwei  unserer  drei  Ebenenbüschel  erzeugen  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  (p.  36),  auf  welcher  sich  alle  Punkte  unserer  Curve  be- 
finden müssen.  Die  jRautncurve  driikr  Ordnung  liegt  also  gleichseitig 
auf  den  drei  Flächen: 

CF-  DE  =  0,    FB  —  FA  =  0,     AD  ~  BG  =  0; 

folglich  gehen  auch  alle  Flächen  der  zweifach  unendlichen  Schaar 

a{CF  -  DE)  +  ß{EB  —  FÄ)  +  r{AD  -  BC)  =  0 

durch  dieselbe  hindurch,  einer  Schaar,  deren  Gleichung  auch  in  der 
sogleich  zu  verwerthenden  E'orm 

A     B     a 
(3)  C     D    ß     =0 

E    F     y 
geschrieben  werdeji  kann.    Zwei  beliebige  Flächen  der  Schaar  müssen 
sich    ausserdem   noch    in    einer    geraden   Linie    schneiden.     Sei    eine 
zweite,  von  (3)  verschiedene  Flache  durch  die  Gleichung 


*)  Diese  Erieugucgs weise  gab  Sejdewitz  (1847,  Grimert'e  AretiT  Bd.  10); 
eine  Eeilie  allgemeiner  Sätze  übet  die  Curven  fand  Cliaslea  (Apercu  historique, 
Note  XXSKI  und  LiouYille's  Journal,  3.  Serie,  Bd.  2)  insbesondere  eine  Ueber- 
tragung  der  Maelaurin'schen  Erzeugung  von  Kegelschnitten  (Bd.  I,  p.  537) 
auf  den  Eaum.  Eine  znsammenbängeiide  rein  geometrische  Behandlung  gab 
Schröter  (Crelle's  Journal,  Bd.  56)  und  v.  Staudt  (Beitrüge  zur  Geometrie 
der  Lage,  3.  Heft,  1860),  eine  analytische  Darstellung  Cremona  (Crelle's 
Journal  Bd.  58,  60,  63;  Annali  di  matematica,  I.  Serie,  t.  1,  3,  5,  ßendiconti 
deir  Istifcuto  Lombardo,  t.  2).  An  letztere  schliesst  sich  die  Schrift  von  Draeh'a 
an:  Einleitung  in  die  Theorie  der  cubischen  Kegels chuitte,  Leipzig  1867  (anch 
in  Schlömilch'a  Zeitschrift).  —  In  letztgenannter  Arbeit  findet  man  die  folgen- 
den Entwicklungen  des  Textes,  abgesehen  von  den  Anwendungen  der  Linien- 
coordinaten. 
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W 


D    ß- 


aiiiiten  wir 

die  Gleichungen  dieser  Geraden  sei 

A     u     «■ 

B     a     «■ 

C    ß    ß- 

=  0, 

D     ß     ß- 

=  0. 

E    f     / 

!••     1     f 

(5) 


Tu  der  Tliat,  diese  Gleichungen  sagen  aus,  dass  man 
A  —  ftt  +  o'a',     JS  —  ea+a'm', 
C-Qß  +  ,'ß',     Z>  =  «I?  +  o'/S-, 
E  ^  ^y  -\-  pV'i     -Z^  ■=  ßy  +  öV 
setzen  kann;  macht   man  aber  diese  Substitution  in  (3)  oder  (4),  so 
ist  jede  der  letzteren  Gleichungen  identisch  erfüllt. 
Wenn  zur  Abkürzung 

p^ßy'  —  yß',      q^ya'  —  ay',      r  =  aß'  —  ßcc' 
gesetzt  wird,  so  sind  die  Gleichungen  (5): 
(6)  Ap -\- Cq -\- Er  ^  0,     Bp  +  I>q-\-  Fr  =  0. 

Man  kann  vermöge  derselben  p,  q,  r  immer  so  bestimmen,  dass  die 
Ebenen  (5)  durch  zwei  beliebige  Punkte  unserer  Eaumcurve  gehen; 
die  Flächen  (3)  und  (4)  können  folglich  so  gewählt  werden,  dass  die 
zugehörige  Gerade  mit  einer  beliebigen  Sehne  (in  der  Grenze  auch 
Tangente)  der  Eaumcurve  zusammenfällt;  d,  h.  die  Baummrve  dritter 
Ordnung  iildei  mit  Jeder  ihrer  Sehnen  mtsammen  die  vollständige  Durch- 
drinyungsmrve  zweier  Flächen  eweiter  Ordnwng. 

Unter  den  Sehnen  waren  insbesondere  die  Axen  der  drei  pro- 
jectivischen  Büschel  (2)  enthalten,  Umgeleehrt  Mnnen  drei  heliebige 
Sehnen  (fo»'  Curve  als  Axen  solcher  Büschel  mr  Erneugung  der  Chrve 
leimtst  werden,  vorausgesetzt,  dass  dieselben  nicht  Ergeugende  gleicher 
Art  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  dem,  Systeme  (3)  simä.  Wählen 
wir  z.  B.  die  durch  (6)  dargestellte  Sehne  zur  Axe,  so  können  wir 
etwa  den  Büschel  A  +  IB  =  0  ersetzen  durch 

ipA  -\-qG-\-  rE)  +  kijiB  +  3 J»  +  rF)  =  0, 
und  ebenso  die  anderen  beiden  Biisehel  bez.  durch 

{p'A  +  q'C-\-r'E)  +  k{p'B  +  q'D  +  r' F)  =  0, 

{p"A  +  q"G+  r"E)  +  l{p"B  +  q;'D  +  r"F)  =  0. 
Diese  drei  Gleichungen   aber  sind  immer  eine  Folge  von  (2),  sie  er- 
zeugen  also  dieselbe   Curve,  w.  z.  b.  w.    Eine   Ausnahme   würde  nur 
eintreten,  wenn  die  Determinante  £+  pq'r"  gleich  Null  sein  sollte; 
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dann  wäre  die  dritte  Gleichung  eine  identische  Folge  der  beiden 
ersten;  die  drei  Gleichungen  erzeugen  also  nicht  eine  Curve,  sondern 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung;  die  Axe  des  dritten  Büschels  gehört  der- 
selben Schaar  von  Erzeugenden  an,  wie  die  Äsen  der  beiden  ersten. 
Noch  weniger  dürfen  die  drei  Sehneu  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen. 

Durch  passende  Auswahl  dreier  Sehnen  können  wir  eine  be- 
sonders einfache  Darstell ungs weise  für  die  Curve  erreichen.  Wir 
wählen  zwei  Punkte,  P  und  Q,  auf  derselben  beliebig;  die  drei  Äsen 
der  Büschel  seien  sodann:  die  Tangente  von  P,  die  Tangente  von  Q 
und  die  Verbindungslinie  PQ.  Diese  drei  Linien  können  sich  nie 
in  einer  Ebene  befinden,  denn  sonst  wilrde  letztere  (weil  sie  zwei  Tan- 
genten enthielte)  die  Curve  in  vier  Punkten  (nämlich  zwei  Paaren 
unendlich  naher  Punkte)  schneiden,  müsste  also  alle  Curvenpunkte 
enthalten,  und  wir  hätten  es  mit  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung 
zu  thun;  eine  solche  tritt  in  der  That  (aber  dann  immer  mit  einem 
Doppel-  oder  Bückkehrpunkte  versehen)  als  Grenzfall  auf,  wie  wir 
später  bemerken  werden. 

Es  sei  ferner  Ä  =  0  die  Gleichung  der  Schmiegungsäime  des 
Punktes  P,  d.  h.  die  Gleichung  dei;jemgen  durch  die  Tangente  ge- 
legten Ebene,  für  welche  sich  alle  drei  Schnittpunkte  mit  der  Curve 
in  einen  einzigen  vereinigen,  welche  also  zwei  einander  unendlich 
benachbarte  Tangenten  der  Curve  enthält  (und  somit  eine  Tangenten- 
ebene der  zugehörigen  abwickelbaren  Fläche  ist,  vgl.  p,  24);  ebenso 
sei  Z)  =  0  die  Schmiegungsebene  von  Q.  Der  Ebene  A  =  0  ent- 
spricht in  dem  Büschel  mit  der  Axe  PQ  die  durch  die  Tangente 
von  P  hindurchgehende  Ebene  JJ  =  0,  denn  beide  treffen  sich  auf 
der  Curve  in  einem  zu  P  unendlich  benachbarten  Punkte.  Ebenso 
entspricht  der  Ebene  Ji  =  0  in  dem  Büschel  mit  der  Axe  PQ  die 
Ebene  (7=0,  welche  die  Tangente  von  Q  in  sieh  enthält.  Der 
Ebene  5  =  0,  als  Ebene  dieses  letzten  Büschels,  ist  von  den  Ebenen, 
welche  sich  in  der  Tangente  des  Punlttes  Q  schneiden,  diejenige  zu- 
geordnet, welche  durch  P  hindurchgeht,  und  dies  ist  wieder  die  Ebene 
(7=0;  der  letzteren,  betrachtet  als  Ebene  des  durch  P  und  Q  be- 
stimmten Büschels,  entspricht  ebenso  im  ersten  Büschel  wiederum 
die  Ebene  B  =  0.  Somit  wird  unsere  Curve  dritter  Ordnung  dwch 
die  drei  projecUvisehm  PUmenbüschel 

(7)  ^  +  ;1B  =  0,    P  +  ä6'  =  0,    6'+AÖ  =  0 

erseugt'.  eine  Darstellunga weise,  die  dadurch  ausgezeichnet  ist,  dass 
nur  vier  Ebenen   (darunter   zwei   Scbmiegungsebenen)   benutzt   sind. 
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Niciits  liegt  näher,  als  diese  vier  Ebeaen  zu  Seiten  eines  neuen 
Ooordinatentetraeders  zu  maclien.  Die  Gfleicliungen  (7)  lauten  dann 
(8)  X,  —  Aa^a  ="0,    X2  —  Ixg  =0,     a^g  —  Ix^  ■=  0. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  sich  durch  Coordinatentransformation,  wie 
beim  ebenen  Kegelschnitte  und  bei  der  Fläche  aweiter  Ordnung,  alle 
Conatanten  aus  den  Gleichungen  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung 
herausschaffen  lassen,  während  dies  hei  höheren  Gebilden,  z.  B.  den 
ebenen  Curven  dritter  Ordnung,  nicht  möglich  ist.  Bei  der  in  (8)  ku 
Grunde  gelegten  Coordinatenbestimmung  sind  nunmehr  x^  =  0  und 
a:^  =  0  Schmiegungsebenen  der  Curve  bez.  in  den  Punkten  m^  =■  0 
und  Mj  =  0;  die  Ebenen  x^  =  0  und  %  =  0  gehen  bez.  durch  die 
Tangenten  dieser  Punkte  und  beide  durch  deren  Verbindungslinie 
hindurch.  Die  GJetchmiq  Jei  d"j>pelt  unendhchm  bchaat  von  Flächen, 
denen  die  Curve  gemeinsam  itt,  und 


(9) 


5a(i,x,--  ij-j  +  ZiC-ji.       .,«,)  +  7(,',»,-».')-0. 


Aus  den  Gleichungen  (8)  lassen  sich  die  Verhältnisse  der  Xi 
berechnen;  man  gewinnt  dadurch  eine  Parameterdarsteüunfi  für  die 
Coordinaten  der  PwnMe  der  B.aumcui've  dritter  Ordnwiig,  nämlich: 

(10)  pa^j  =  X^,    &x^  =  A%     0Xs  =  l,     p«4  =  1*). 

Die  Sehnittpunldie  der  Curve  mit  einer  Ebene  u  bestimmen  sich 
folglich  aus  der  cubischen  Gleichung: 

(11)  M,;iä  +  u^X^  +  MgA  "f  «,  =  0. 

Dieselbe  hat  zwei  gleiche  Wurzeln,   wenn  die  Curve  von  der  Ebene 
berührt  wird;  alle  drei  Wurzehi  fallen  zusammen,  wenn  M;  die  Coordi- 
naten    einer   Sehmiegungsebene    sind.      Hiernach   ist   es    leieht,    die 
Gleichung  der  Cwve  in  Eienencoordiimlen  aufzustellen,  d.  h.  die  Be- 
dingung  dafür   KU    suchen,   dass    eine   Ebene  w   die  Curve   in    zwei 
zusammenfallenden   Punkten    treffe    (vgl.   p.  25);    man   hat    zu    dem 
Zwecke  nur  die  Bedingung  für  das  Zusammenfallen  zweier  Wurzeln 
von  (11)  zu  suchen,  d.  h.  X  aus  den  Gleichungen 
3u,X^ -\- 2i^X  +  u,    =0, 
M.,A^  + 2)1^/1  +  3m4  =  0 
zu  eliminiren,  wovon  die  zweite  vermöge  (11)  eine  Folge  der  ersten  ist. 

*)  Diese  PavameterdarstelluDg  findet  sicli  sciion  bei  Möbius  (JS27  baryo. 
Catcul  §  132),  and  von  ihm  wurde  wohl  zuerst  dio  Cnrve  dritter  Ordnung  alu 
theilweiser  Schnitt  von  zwei  Flachen  zweiter  Onlnuög  erkannt. 
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Beschäftigen  wir  iins  aber  zanächst  mit  diesen  beiden  GleichuDgen 
selbst.  Die  Ebene  u  geht  durch  eine  Tangeafce  der  Curve,  wenn  sie 
den  Gleichungen  (12)  genügt;  die  Coefficieaten  der  letzteren  sind  also 
die  Coordinaten  zweier  auf  der  Tangente  gelegenen  Punltte;  somit 
werden  die  Coordinaten  der  Tangente  des  durdi  den  Farameter  i.  fest- 
gelegten Fwnldes  Qpoc  =  Xipt  —  i/iXii  gegeben  durch: 

pi),a=      A*,       piJ34=  1, 

(13)  0^5  =  2i^     &p,,'=-2l, 
9Pn  =  3A',     9p2x  =         ^^■ 

Die  zwischen  den  Plücker'achen  Linien  coordinaten  stets  bestehende 
Identität  ist  tüorch  diese  Werthe  in  der  That  von  selbst  befriedigt; 

i'iai'M  +Ä3ftä  +PuP23  =  0- 
Es  besteht  aber  auch  eine  lineare  Gleichung  zwischen  diesen  TangeTit,eii- 
coordinaten: 

(14)  Pi4~3i)23-0. 

Die  Tangenten  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  gehören  also  einem 
linearen  Complexe  cm.  Die  durch  letzteren  vermittelte  dualiatische 
lineare  Verwandtschaft  wird  hier: 

auf  ihre  Bedeutung  für  die  Curve  kommen  wir  sogleich  zurück. 

Selbstverständlich  kann  man  aus  (13)  auch  höhere  Gleichungen 
ableiten,  welche  von  den  Coordinaten  aller  Tangenten  befriedigt 
werden;  wir  heben  nur  eine  Gleichung  zweiten  Grades 

(16)  4i>>2Ä4  +  A3i'4s  =  o 

hervor,  da  wir  uns  mit  dem  durch  sie  dargestellton  Complexe  noch 
wiederholt  werden  beschäftigen  müssen  (vgl.  p.  144  u,  288).  Auch 
die  Gleichung 

folgt  aus  (13);  sie  sagt  aber  nichts  anderes  wie  (16)  aus,  denn  sie 
kann  mittelst  der  Uentit&t  p^^p^g  ^= —■  Pigp^^  —  p^^p^t^  auf  letztere 
Gleichung  zurückgeführt  werden. 

Bewerkstelligen  wir  nun  die  Elimination  von  A  aus  den  Glei- 
chungen (12),  so  ergibt  sich 

(1  ■  l^  =  6%«4  —  2wj^, 

ff-1   =6M,Ma  —  2%% 
und  liierauK  die  Gleiehung  der  Ourve  in  Eben&ncoordinaten: 
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{17)  4(3«3M4  —  %')  (3mj%  —  V)  —  («aMs  —  9miM^^  =  0*). 
Sie  ist  Tom  yierteii  Grade  in  den  %;  die  Ctirm  dritter  Ordnung  isi 
also  aufzufassen  als  eine  Fläche  vierter  Klasse,  d.  h.  sie  schickt  durch 
eine  beliebige  Gerade  vier  Tangentenebenen  hindurcb.  Man  findet 
die  letzteren,  indem  man  vt  4-  J^m".  an  Stelle  vod  M;  setzt  und  die 
entstehende  Gleichung  vierten  Grades  nach  x  auflöst. 

Gemäss  unseren  früheren  allgemeinen  Erörterungen  kann  endlich 
die  Curve  auch  durch  eine  Gleichung  in  Liuiencoordinaten  dargestellt 
werden.  Sämmtliche  Treffgeraden  einer  Curve  bilden  einen  Complex 
gewissen  Grades  von  sehr  speciellem  Charakter,  wie  schon  alle  Treff- 
geraden einer  geraden  Linie  einen  speciellen  linearen  Complex  bildeten 
(p.  51).  Um  zur  Gleichung  des  Complexes  für  unsere  Curve  zu 
gelangen,  gehen  wir  von  den  Gleichungen 

*     +  ffisi^a  +  9i3^  +  9ii^i  =  0. 
«ai^i  +      *      +  333*E  +  9u^i  =  0, 

241^1  +  Siaä^a  4-  34s%  +  *  =  0 
a.us,  welche  aussagen,  dass  ein  Punkt  x  auf  einer  Linie  q  liegt,  und 
von  denen  wir  wissen,  dass  zwei  derselben  mittelst  der  zwischen  den 
qtt  bestehenden  Identität  (p.  85  u.  87)  eine  Folge  der  beiden  anderen 
sind.  Bezeichnet  nun  x  einen  Punkt  der  Curve,  so  haben  wir  durch 
Benutzung  voj!  (10)  den  Parameter  X  einzuführen: 

^     +3iä^'  +  2ia^  +  äi4  =  <^> 

2ai'l'+     *     +feJl  +  2si  =  f*. 

3,11^'  +  ^^"+    *     +«34  =  0, 

9i,  ^^  + 'ii,'-'' -}- Qtö^  +   *   =0. 
Zur  Elimination   von  l  benutzen   wir  die  erste  und  letzte  Gleichung 
und  finden 

0.x    ■=ffu?41  —  g'l224». 
e-1    =313^  —  2lS«41, 

also 

ÖiäSiä  ~  2i+fe)(2i8?42  —  Sis(fu)  -  (Su^ii  —  «ia?43)^  =™  0. 
In  Folge   davon,   dass  wir  bei  der  Elimination  nicht   alle   vier 
Gleichungen   gleichmässig  benutzten,   darf  es  uns  nicht  auffälHg  er- 
scheinen,   wenn   die   linke  Seite  dieser  Gleichung  noch   einen  über- 

'*)  Die  linke  Seite  ist  dis:  Disoiniinanf.e  dev  cubiscben  Form  (IJ);  vgl. 
Bd.  T,  p.  219  r. 
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flüssigen  Factor  enthält,  dessen  Verschwinden  nicht  alten  vier  Glei- 
chungen genügt,  und  der  sich  eben  dadurch  als  unbrauchbar  erweist. 
In  der  That  ergibt  sich  durch  Ausrechnen: 

Adilirt  man  hierzu  die  Identität 

§12234(Sl3?3.J  +  fefe  +  5.4fe)  =  0> 

wodurch  nichts  weaeutliehes  geändert  wird,  so  lässt  sich  von  der 
Summe  der  Factor  gj^  als  übei'flüsaig  absondern,  und  es  bleibt  unsere 
Ourve  dritter  Ordming  in  Liniencooräinatm  dargestellt  durch  den  Com- 
pjex  dritten  Grades: 

(18)  q^^q^^Ssi  -  q^qii^  —  q^^qj  -  «isSiaSu  -  <lJ  +  ^^nQu^u  =  0- 
Selbstverständlich  ist  der  hier  auftretende  Complex  dritten  Grades 

von  sehr  apeeieller  Natur.  Wie  wir  am  Beispiele  des  linearen  Com- 
plexes  gesehen  haben,  stellt  eine  Gleichung  in  Liniencoordinaten  im 
Allgemeinen  weder  eine  Fläche  noch  eine  Curve  dar,  sondern  eine 
gewisse  Vei-wandtschaft.  Bezeichnet  f{pit)  eine  ganze  homogene 
Function  der  sechs  Grössen  pa  =  rc/j/t  —  ytXt,  so  ist 

(19)  f(jpa)  =  f{xiyk  -  ViX,)  =  0 

die  allgemeine  Gleichungsform  der  Complexe,  wobei  links  noch  der 
verschwindende  Ausdruck  PiiPm'^' !Pi3pii~\' PuPw  niultiplicirt  mit 
einem  willkürlichen  Factor,  hinzugefügt  werden  kann.  Durch  (19) 
wird  jedem  Punkte  y  eine  Fläche  zugeordnet,  deren  Ordnung  gleicli 
dem  Grade  der  ganzeu  Function  f  ist;  geuügfe  ihr  ein  Punkt  x,  so 
genügt  derselben  Gleichung  auch  jeder  Punkt  x  -\~  ly  seiner  Ver- 
bindungslinie mit  y,  d.  h.  die  Fläche  ist  ein  Kegel:  Die  Geradm  des 
Complexes  w""  Grades  f=0,  welclie  durch  einen  gegebenen  FunU  gehen, 
bilden  einen  Kegel  n'^  Ordnung.  Für  m  =  1  findet  man  so  die  durch 
den  Punkt  y  gehende  Ebene  der  reciproken  Verwandtschaft  wieder. 
Statt  der  pn  kann  man  aber  aach  die  qi^  gebrauchen  (vgl.  p.  87), 
so  dass  die  Gleichung 

(20)  ■  /"(Sta)  =  f(uiv^  —  viu^)  =  0 

denselben  Complex  n""^  Grades  darstellt  Daraus  folgt  dualistisch 
entsprechend:  Die  Geraden  eines  Complexes  n'^"  Grades,  welche  in  einer 
gegebenen  Ebene  liegen,  umhüllen  eine  ebene  Ounie  n'^  Klasse.  In  der 
That  gingen  beim  linearen  Complexe  alle  Geraden  einer  Ebene  durch 
einen  gewissen  Punkt  derselben  hindurch. 

Es  ist  aber  durchaus  nicht  gesagt,  dass  alle  diese  ebenen  Cnrven 
als  Schnitte  einer  Fläche   oder   alle   diese  Kegel  als  Tangenten kegel 
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einer  Fläche  aiifgefasat  werden  küanen.  Dies  wird  vielmehr  iiiii'  in 
ganz  speciellen  Fällen  eintreten,  welche  näher  zu  charaliterisiren 
unsere  Aufgabe  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Complexe  sein  soll. 
So  gibt  auch  für  « =  2  die  Gleichung  einer  allgemeinen  Fläche 
zweiter  Ordnung  und  Klasse  in  Liniencoordinaten  (p.  142f.)  nur  ein 
sehr  specielles  Beispiel  für  einen  Complex  aweiten  Grades;  noch 
mehr  specialisirt  wird  dieses  Beispiel,  wenn  die  Fläche  in  einen 
Kegel  oder  in  einen  ebenen  Kegelschnitt  ausartet.  Hat  man  es  all- 
gemein mit  einem  derartig  speciellen  Complexe,  wie  beim  Kegelschnitte 
oder  bei  der  Gleichung  (18),  zu  thuu,  d.  h,  betrachtet  man  ins- 
besondere die  Complexe,  welche  von  den  sämmtlichen  Treffgeradeu 
einer  räumlichen  Ourve  gebildet  werden,  so  ist  es  leicht,  sich  aber 
die  von  den  Geraden  erzeugten  Kegel  (Oom^lexkegel)  und  die  von 
ihnen  umhüllten  ebenen  Ourven  (Complexcunen)  Rechenaehaft  zu 
geben.  Die  Complexlcegel  entstehen  einfach,  wenn  man  einen  be- 
liebigen Punkt  des  Raumes  mit  allen  Punkten  der  Curve  verbunden 
denkt;  die  Complexcurven  besteben  aus  allen  Strahlen,  welche  in 
einer  beliebigen  Ebene  durch  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  der 
Curve  hindurchgehen;  die  letzteren  zerfallen  also  in  n  ebene  Strahl- 
büschel, wenn  «  die  Ordnung  der  Curve  bezeichnet,  und  hieraus 
folgt  allgemein  der  Satz: 

Alle  Treffyeraden  einer  Raurncune  hUdm  einen  Complex,  dessert 
Grad  gleich  der  Ordnung  der  Eatmtmrve  ist;  und  dieselbe  Zahl  gibt 
attch  die  Orärmng  der  aus  dm  Treffgeradm  m  bildenden  Kegel  «n. 

Insbesondere  findet  man  also  die  Gleichung  der  Schnittpunkte 
einer  Ebene  v  mit  der  durch  (10)  dargestellten  Curve,  indem  man, 
analog  zu  (20),  in  (18)  g^  =  M;«*  —  VjUt  einsetzt,  und  die  Gleichung 
des  von  einem  Punkte  y  ausgebenden  und  auf  der  Curve  stehenden 
Kegels,  analog  zu  (19),  durch  die  Substitution  qn,  =  Xt^m  —  t/i^ia- 

Auf  diese  allgemeinen  Erörterungen  sind  wir  um  so  lieber  ein- 
gegangen, als  die  hier  am  Beispiele  der  Raumcurven  dritter  Ordnung 
behandelten  Aufgaben:  ihre  Parameterdarstellung  in  (10),  die  Bildung 
ihrer  Gleichung  in  Ebenen-  und  Liniencoordinaten  in  (17)  und  (18), 
sich  hei  allen  Curven  in  analoger  Weise  wiederholen;  diese  Auf- 
gaben sind  typisch  für  die  allgemeine  Theorie  algebraischer  Curven 
im  Räume;  sie  gehen  gleichzeitig  ein  erstes  complicirteres  Beispiel 
für  unsere  allgemeinen  geometrischen  Ueberlogungen  über  Curven 
und  abwickelbare  Fläeben  (p.  24  f.),  wie  sich  im  Folgenden  bei  An- 
wendung des  Dualitätsprincipee  sofort  noch  mehr  herausstellen  wird. 
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Näcbet  den  Tangenten  nehmen  die  Sclimiegungaebenen  der  Curve 
unsere  Aufmerksamkeit  iu  Anspruch.  Für  eine  solche  Bhene  «  müssen 
alle  drei  Wurzeln  von  (11)  zusammenfallen,  d.  h.  es  müssen  auch  die 
Differentialquotienten  der  Ausdrücke  (12)  verschwinden,  und  dies  giht 
zusammen  mit  (11)  die  drei  Bedingungen: 

(21)  3u^l  +  «3  =  0,     «,A  +  M3  =  0,     u^X  +  3m,  =  0*). 
Hieraus  erhält  man 

(22)  e%  =  1,     GMg  -=  —  3i,     0M3  =  3A^     öM,  =  —  l^ 

Die  Seh miegungs ebenen  sind  also  ganz  analog  durch  einen  Para,- 
meter  dargestellt,  wie  die  Punkte  der  Ourve;  sie  umhüllen  bekannt- 
lich die  Ton  den  Tangenten  gebildete  abwickelbare  Fläche:  die 
Gleichungen  (22)  liefern  die  Farameterdarstellung  für  die  Berührungs- 
ebenen  der  abmckelbaren  Fläehe. 

Wir  wissen,  dass  den  Punkten  der  Curve  nach  dem  Principe  der 
Dualität  (iie  Seh  miegungs  ebenen  einer  anderen  Curve  entsprechen 
(p.  25).  Wenn  hier  in  (22)  das  Princip  der  Dualität  so  vollkommen 
gewahrt  bleibt,  wie  es  der  Vergleich  mit  (10)  lehrt,  so  ist  dies  eine 
Besonderheit  der  Curven  dritter  Ordnung,  die  sich  bei  höheren  Curveu 
im  Allgemeinen  nicht  wiederholt;  eine  Besonderheit,  wie  sie  gleicher 
Weise  in  der  ebenen  Geometrie  bei  dem  niedrigsten  dort  auftreten- 
den krummen  Gebilde,  dem  allgemeinen  Kegelschnitte,  uns  begegnete. 
Wie  ferner  dort  die  dualistische  Beziehung  zwischen  Punkten  und 
Tangenten  durch  die  zugehörige  Po  larver  wand  tschaft  ihren  analytischen 
Ausdruck  fand,  so  wird  hier  die  reeiproke  Beziehung  zwischen  Punkten 
und  Schmiegungsebenen  durch  das  Nullsystem  des  obigen  linearen 
Complexea  (14)  algebraisch  vermittelt.  In  der  That  gehen  die 
Gleichungen  (15)  vermöge  (10)  sofort  in  (22)  über:  Die  Tangenten 
der  Ckrve  iestimmen  einen  linearen  Complex,  vermöge  dessen  den  Ctirven- 
ptmhten  ihre  Schmiegungsebenen  zugeordnet  werden. 

Von  den  Gleichungen  (21)  und  (22)  kann  man  ausgehen,  um 
alle  diejenigen  Eigenschaften  der  abwickelbaren  Fläche  abzuleiten, 
welche  den  Eigenschaften  der  Curve  dritter  Ordnung  zur  Seite  stehen. 
Zunächst  haben  wir  in  (21)  drei  einander  projectivische  Punktreihen; 
legt  ma/n  ä^i^-ch  je  drei  entsprechende  Ptmkte  eine  Ebene,  so  umhüllt 
diese  Ebene  eine  abwickelbare  Fläche  dritter  Klasse,  und  zwar  die  von 
den  Tangenten  unserer  Curve  gebildete,  Sie  ist  von  der  dritten 
Klasse,  weil  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  des  Raumes  drei  ihrer 
umhüllenden  Ebenen  hindurchgehen,  bestimmt  durch  die  Gleichung; 

(23)  iCj  ~  Bäx^  +  SA^jTg  —  Px,^  =  0. 
*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  22s. 
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Fallen  zwei  Wurzeln  dieser  Gleichung  zusammen,  so  liegt  x  auf  der 
Schnittlinie  zweier  unendlich  benachbarten  Sclimiegungsebeuen,  d.  h. 
auf  einer  Erzeugenden  der  abwickelbaren  Fläche;  die  Gleichung  der 
letzteren  ergibt  sich  also,  wenn  man  die  Discriniinante  von  (23)  gleich 
Null  setzt,  oder  durch  Elimination  aus  den  analog  zu  (12)  gebildeten 
Gleichungen: 

(24)  x,-2lx.,  +  >.'x,^0, 
X,  —  2^3;g  +  A^a^j,  =  0. 

Die  Gleiching  der  dbwickelbarm  Fläche  der  Tmigenten  ist  also  van  de^ 
vierten  Ordnwng,  dem  Umstände  entsprechend,  dass  die  Ourve  dritter 
Ordnung  von  der  vierten  Klasse  war;  ihre  Gleichung  in  Pimlctcooräi- 
naten  isi,  tmalog  eu  (17): 

(25)  (%iK4  —  3;/)(xj%  — -  x./)  —  (*'i^i  —  ^i^sT  '^  ^■ 

In  Ebenencoordinaten  ist  eine  abwickelbare  Fläche  bekanntlich  nicht 
durch  eine  Gleichung  darstellbar;  sie  kann  nur  definirt  werden  als 
die  gemeinsame  Enveloppe  der  doppelt  unendlichen  Schaar  von 
Flächen  zweiter  Klasse 

Mg     /c 

ti^    l     ^  1^3ti-^n^—u^^)-i-l{ti2'U3  —  9ti^u^)-^m{3tiiti.^—u./):=0, 
3u^    m 

welche  der  Schaar  (9)  dualistisch  gegenübersteht,  mit  ihr  aber  nicht 
identisch  ist. 

In  (24)  haben  wir  hier  die  Gleichungen  zweier  Ebenen,  welche 
sich  in  einer  Erzeugenden  der  abwickelbaren  Fläche  sehneiden;  be- 
rechnet man  aus  iliren  Coordinaten  diejenigen  ihrer  Schnittlinie,  so 
ergeben  sich  genau  wieder  die  Gleichungen  (13),  denn  es  ist  Qik  ^^  pim 
KU  nehmen. 

Den  TrelFgeraden  der  Raumcurvo  entsprechen  die  Tangenten  der 
abwickelbaren  Fläche  (p.  26),   denn   als   solche  sind  hier  alle  in  den 
Seh miegungs ebenen  gelegeneu  Geraden  aufzufassen.   Die  Bedingungen 
dafür,  dass  die  Linie  pi^  in  der  Ebene  M;  liege,  werden  vermöge  (32): 
+    —  3Xp,.,  +  SA^i^ia  —  X^p,^  =  0, 
i),,  +      *      +  3X^p,s  -  A'p,^  =  0, 
Äi  -  3-lj^,,  +      *       -  ^%,  =  0, 
Pu-Slp^  +  5l^p^,+     *     =0. 
Durch  Elimination   von  l  aus  der   ersten  und  letzten  Gleichung  er- 
gibt sich  zunächst: 


(26) 
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Mit  Hülfe  der  zwischen  den  Liuieneoordmateu  bestellenden  Identität 
sondert  mau  einen  Factor  p,^  ab  und  erhält  die  zu  (18)  dualistische 
Gleichung  dritten  Grades 

(27)     p„/  —  18^,,i),gi)M  —  Sli'iäftdfta  4-  '^TPis'Psi  +  SVi^iaft/ 

-^PiiPisPu  =  ^ 
ak  Gleichung  der  abmckelbaren  Fläche  in  lAnimcoordinaten.  Wie  bei 
(18)  die  Oomplexenrven  sich  in  drei  ebene  Strahlbüschel  derselben 
Ebene  auflösten,  so  zerfallen  die  durch  (27)  einem  Punkte  zuge- 
ordneten Complexkegel  in  drei  ebene  Strahlbiischel  mit  gemein- 
samem Mittelpunkte;  aie  liefern  die  durch  den  Punkt  gehenden  drei 
Schniiegungsebenen  unserer  Raumcurve. 

Sollen  endlich  alle  drei  Wurzeln  von  (23)  zusammenfallen,  ao 
müssen,  analog  zu  (21),  die  drei  Uleiehungen  bestehen: 

x^  —  Ix^  =  0,     x^  —  kx^  =  0,     x^  —  kx^  =  0; 
und  damit  sind  wir  zu  unserer  ursprünglichen  Parameterdarstellung  (10), 
also  von  den  Schmiegungsebenen  an  den  Punkten  der  Curve,  zurück- 
gekehi-t. 

Die  vollkommene  Dualität,  welche  hiernach  bei  den  Curven 
dritter  Ordnung  zu  Tage  tritt,  wurde  schon  oben  als  ihnen  gegen- 
über höheren  Ourven  eigeuthümlich  hervorgehoben.  In  der  That 
spielen  unsere  Curven  für  den  Itaum  in  mancher  Beziehung  dieselbe 
Eolle,  wie  die  Kegelschnitte  für  die  Ebene:  Es  gibt  keine  niedrigere 
(nicht  zerfallende)  Curve  im  Baume,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegt,  wie 
es  in  der  Ebene  keine  niedrigere  Curve  als  den  Kegelschnitt  gibt,  die 
nicht  in  einer  Geraden  hegt  (mit  einer  solchen  zusammenfällt),  denn 
jede  Ebene,  welche  einen  Kegelschnitt  in  drei  Punkten  trifft,  muss 
denselben  ganz  enthalten,  da  eine  Gleichung  zweiten  Grades  ent- 
weder nur  zwei  oder  unendlich  viele  Wurzeln  haben  kann  (letzteres, 
wenn  alle  Coefficienten  einzeln  Null  sind);  die  Analogie  trat  ferner 
hervor  bei  der  projecti  vis  eben  Erzeugung  und  der  Parameterdarstellung 
(10),  welche  den  Formeln  für  einen  Kegelschnitt 
piCj  =  A^,  QX^  ^  X,  ^x^  ^  1 
genau  entspricht;  aie  würde  sich  noch  klarer  entwickeln  lassen,  wenn 
wir  in  die  Beziehungen  der  Punktgruppen  auf  einer  Curve  dritter 
Ordnung  zu  der'binären  Invariantentheorie  näher  eingehen  wollten*); 

*)  Vgl.  d'Ovidio,  Memorie  della  R.  Äccademia  di  Toriuo,  Serie  II,  t.  32, 
1879,  sowie  einen  Aufsatz  des  Herausgebers  in  Bd,  28  der  Math.  Ännalen,  wo 
man  auch  andere  verwandte  Arbeiten  erwähnt  flüdet.  —  Geht  man  zu  Systemen 
von  mein  als  vier  homogenen  Variabein  über,  d.  i,  auv  Geometrie  in  Mannigfaltig- 
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doch  vetscbiebea  wir  dies,  bis  wir  iiu  Zusainmeuhtiage  die  luvariauteii- 
theorie  für  den  Raum  besprechen.  Wir  erwäbiien  hier  nur  noch 
folgenden  Satz,  dem  wir  sein  dualistisches  CJegenbild  sofort  an  die 
Seite  stellen: 

Eine  bewegliche  Tangente  einer 


Raumcnrve  dritter  Ordnung  acbiekfc 
durch  vier  feste  Punkte  derselben 
vier  Ebenen  mit  constantem  Doppel- 


Bine  bewegliche  Tangente  einer 
ftaumeurve  dritter  Ordnung  wird 
von  vier  festen  Schmieg ttngsebeneu 
derselben  in  Punkten  von  constan- 
tem   Doppelverhältnisae   getroffen. 

Zum  Beweise  bezeichnen  wir  jeden  Punkt  der  Curve  durch  den 
ibiu  nach  (10)  zugeordneten  Parameter  %.  Die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  x  der  Tangente  des  Punktes  K  lassen  sich  mittelst 
eines  Parameters  (t  aus  den  Punkten  (12)  ableiten;  sie  sind  also; 
pa^j  =^  3Z^,  pÄ^g  =  2A  +  (iA^,  pjg  =  1  +  2(iiA,  p«^  =  3ft. 
Setzt  man  nun  für  jt  die  vier  Parameter  ;i, ,  /i^,  ;%,  jt^  von  vier 
Schmiegungs ebenen  nach  (22)  ein,  so  ist  das  Doppelverhältniss  ihrer 
Schnittpunkte  mit  der  Tangente  von  k  gleich 


also  unabhängig  von  ü,  w.  z.  b.  w. 

Oben  wurde  hervorgehoben  (p.  240),  dass  die  ebene  Curve  dritter 
Ordnung  mit  Doppelpunkt  als  Ausartung  unserer  ßaumcurve  auf- 
treten kann.  Diese  Bemerkung  kann  sich  natürlich  nicht  auf  unseren 
Ausgangspunkt,  nicht  auf  die  Entstehung  unserer  Curve  als  theil- 
weisen  Schnittes  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  beziehen.  Auf  diesen 
Grenzfall  wird  man  dagegen  durch  die  Parameter  dar  Stellung  (10) 
geführt.  Gibt  man  die  specielle  Lage  des  Coordinatentetraeders  auf, 
welche  früher  benutzt  war,  so  treten  an  Stelle  von  7^,  7?,  A,  1  be- 
liebige lineare  Functionen  dieser  Grössen;  d.  h.  die  Xi  iverden  pro- 
portional 3M  bdidt^en  gtmsm  Functümm  driitm  Grades  von  X: 
(28)  QXi  =.  a;i  +  Oia  +  ßisA'  +  a^X^  =  fi{l). 

Insbesondere  kann  man  nun  die  Coefficienten  so  variiren  lassen,  dass 

koiten  von  mebr  als  drei  Dimensioaea  (vgl,  einen  nuten  folgenden  Abschnitt), 
so  Itommt  hei  n  Dimeneionen  der  allgemeinen  rationalen  Curve  w"™  Ordnung 
eine  analoge  Rolle  zu,  wie  den  Kegel Bcliiiitten  in  der  Ebene,  den  unebenen 
Cuvven  dritter  Ordnung  im  Raome;  vgl.  Fr.  Meyec:  Apolarität  und  ratioDalu 
Cucven,  Tübingen  1883.  —  Diese  Analogie  dehnt  sieb  auch  auf  gewisse  inetriBübe 
Eigen acbaften  aus  (insbesondere  boi  der  weiter  unten  definirten  cnbisclien 
Parabel);  vgl.  Hurwita  und  Schröter,  Math.  Annalen  Bd.  35 
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für  beaoüdere  Wertlie  derselben  zwisclieu  deß  /j  eine  lineare  Identi- 
tät Sxifiiji)  =  0  besteht;  dann  ist  auch  für  alle  Punkte  der  Curve 
SxiXi  gleich  Null,  d.  h.  dieselbe  liegt  in  der  Ebene  mit  den  Coordi- 
naten  x,.  Clieichzeitig  sind  die  Coordinaten  ihrer  Punkte  rationale 
Functionen  eines  Parametera,  dieselbe  ist  also  eine  ebene  Curve  dritter 
Ordnvmf  mit  Doppel-  oder  Mück'käirpunkt*'). 

ünberüebsichtigt  Hessen  wir  bisher  die  Gestalt  der  Curven  dritter 
Ordnung  oder  „cubischeu  Kegelschnitte",  wie  man  sie  wegen  der 
Verwandtschaft  mit  den  (Jurven  zweiter  Ordnung  auch  nennt.  Nach 
dem  bei  den  letzteren  und  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  be- 
folgten Principe  iht  es  am  Einfachsten,  ihre  Beaiehungen  zu  der 
unendlich  fernen  Ebene  der  gestaltlicben  Diseussion  zu  Grunde  zu 
legen.  Von  den  drei  unendlieh  fernen  Punkten  muss  natürlich  einer 
immer  reell  sein;  die  beiden  anderen  können  auch  conjugirt  imagi- 
näre Coordinaten  haben;  von  den  reellen  Punkten  ferner  können 
zwei  oder  alle  drei  zusammenfallen.  Jedem  reellen  unendlich  fernen 
Punkte  entspricht  auch  eine  reelle  Asymptote  als  dessen  Tangeute; 
dieselbe  liegt  natürlich  auf  dem  Kegel  {hier  also  Gylinder),  dessen 
Erzeugende  den  betreffenden  unendlich  fernen  Punkt  mit  den  Übrigen 
Curvenpunkteu  verbinden.  Auf  diesem  Cylinder  befinden  sieh  dann 
auch  die  Verbindungslinien  seiner  Spitze  mit  den  anderen  unendlich 
fernen  Punkten;  mau  wird  also  je  nach  deren  Lage  und  Realität  in 
jedem  Falle  leicht  erkennen,  ob  der  Cylinder  ein  elliptischer,  hyper- 
bolischer oder  parabolischer  (p.  162)  ist.  In  zweiter  Linie  ist  auch 
die  Lage  der  drei  Punkte  im  Unendlichen  zum  imaginären  Kugel- 
kreise in, Betracht  zu  ziehen.  Wir  haben  demnach  folgende  Fälle 
zu  unterscheiden'**): 

1)  Gtä)isdte  Ellipse.  Dieselbe  hat  nur  einen  reellen  unendlich  fernen 
Punkt,  also  nur  eine  Asymptote;  durch  sie  kann  nur  ein  Cylinder, 
und  zwar  ein  elliptischer,  hin  durch  gelegt  werden.  Die  Verbindungs- 
linie  der  beiden  imaginären  unendlich  fernen  Punkte   gibt  die  eine 

*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  899,  —  Eine  ebenaolche  Cnrve  wird  (wie  man  mit  Hülfe 
der  Gleichungen  (28)  leicbt  nacbweiat)  erhalten,  wenn  man  die  Raumeurre 
dritter  Ordnung  von  einem  beliebigen,  uiclit  auf  ihr  liegenden  Punkte  aus  in 
eine  beliebige  Ebene  projicirt;  vgl.  Chasles,  Aper?«  historiqne,  p.  361.  Dies 
Resultat  ist  eine  einfache  P  lg  d  j  n  G  t  e,  welche  Cajiej  als  Ver- 
allgemeinernng  der  Plück  h  n  F     ml     fd    E  umcurven  entwickelt  hat. 

**)  Die  Namen  der  ve  b  len  C  na  t  md  von  Seydewitz  a.  a.  0, 
eingeführt.  —  Zeichnungen  d  R  find  t  man  1  von  Draoh  a.  a.  0.;  Gjpa- 
modelle  der  angehörigen  Cjl  d  mt  fg  hn  ten  Curvea  (construirt  von 
Lange)  liefert  die  Verlag  h      Umg  LEU 


y  Google 


Die  FI,Lch.)i  zivcit.=r  Ordnung  und  zweiter  Klnss-?.  251 

reelle  unendlich  f er  110  Sehue.  Es  gibt  deninacli  eüie  Sc  haar  voii 
Parallel  ebenen,  deren  jeäo  von  der  Curve  in  einem  (reellen)  Punkfcc 
getroffen  wird.  Diese  Schaar  steht  insbesondere  senkrecht  zur  Asymptote, 
wenn  die  Sehne  dem  reellen  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve  in 
Bezug  auf  den  Kugelkreia  polar  conjugirt  ist.  Liegen  die  heiden 
unendlich  fernen  iniagiuären  Ourvenpunkte  auf  dem  Kugelkreise,  so 
hat  man  statt  des  elliptischen  einen  geraden  Kreiscylinder. 

2)  Ctibtsche  Hyperbel.  Dieselbe  hat  drei  unendlich  ferne  reelle  Punkte, 
aho  auch  drei  unendlich  ferne  reelle  Sehnen  und  drei  reelle  Asymp- 
toten, Sie  liegt  gleichzeitig  auf  drei  hyperbolischen  Cylindern.  Sind 
zwei  der  unendlich  fernen  Punkte  conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  den 
Kugelkreis,  so  stehen  die  Äxen  der  zugehörigen  Cylinder  (sowie  die 
bfz.  A'^ymptoten)  auf  einander  senkrecht.  Ist  die  Verbindungslinie 
zweier  Punkte  die  Polare  des  dritten  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis, 
so  gibt  es  eine  Schaar  von  Parallelebenen,  welche  num  dritten 
Cylinder  senkrecht  stehen,  und  deren  jede  die  (Jurve  nur  noch  in 
einem  Punkte  trifl'fc.  Sollen  dann  diese  Paiallelebenen  auf  dem  dritten 
Cylinder  nur  gleichseitige  Hyperbeln  ausschneiden,  so  müssen  seine 
beiden  unendlich  fernen  Erzeugenden  conjugirte  Polaren,  folglich  die 
zugehörigen  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve  conjugirte  Pole  in 
Bezug  auf  den  Kugelkreis  sein;  d.  h.  die  drei  unendlich  fernen  Punkte 
bilden  ein  Polardreieck;  jeder  Cj'linder  ist  senkrecht  zu  den  beiden 
anderen,  und  die  zur  Axe  senkrechten  Sehnitte  eines  jeden  sind 
gleichseitige  Hyperbeln. 

3)  CtiJnscke  Farabel.  Die  drei  Punkte  im  Unendlichen  sind  zu- 
sammengefallen; die  unendlich  ferne  Ebene  ist  also  Schmiegungs- 
ebene  der  Curve;  von  ihrem  Berührungspunkte  geht  ein  Kegel  aus, 
der  von  ihr  in  zwei  zusammenfallenden  Geraden  geschnitten  wird: 
die  Curve  liegt  nur  auf  einem  Cylinder,  und  zwar  einem  parabolischen. 
Es  gibt  keine  Asymptoten;  eine  Tangente  der  Curve  liegt  unendlich 
weit  und  bestimmt  eine  Schaar  paralleler  Ebenen,  welche  die  Curve 

,  nur  in  einem  Punkte  treffen  und  sie  im  Unendlichen  alle  berühren. 

4)  Cuhische  hyperbolische  Parabel.  Von  den  drei  unendlich  fernen 
Punkten  sind  zwei  zusammengefallen,  während  der  dritte  getrennt 
davon  liegt.  Die  Curve  ist  der  Schnitt  zweier  Cylinder,  denen  ausser- 
dem die  Verbindungslinie  der  beiden  unendlich  fernen  Punkte  gemein- 
sam ist.  Der  eine  Cylinder  ist  parabolisch,  der  andere  hyperbolisch. 
Auf  ersterem  liegt  die  eine  noch  vorhandene  Asymptote,  Die  Er- 
zeugenden der  Cylinder  sind  zu  einander  rechtwinkhg,  wenn  beide 
Punkte  ein  conjugirfces  Polepaar  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis  bilden. 
Alle  zur  Axe   des  hyperbolischen  Cylinders   rechtwinkligen   Schnitte 
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sind  gleichseitige  Hyjjerbeln  wenn  die  beiden  itnendlich  fernen  Et- 
zeugenden  le^i  Ojlmdeis  (d  i  die  Idiigenbe  dfi  Cuive  in  ihrem  Be- 
riihrungsj  imkfce  mit  lei  unendlich  fernen  Ebene  und  he  \  eibinduiigs- 
linie  des  Beiiihiungspiuiktes  mit  dem  emfatbeu  unenihch  fernen 
Punkte)  durch  ein  Paar  c  njugirtei  Polaien  in  Bezug  auf  den  Kugel- 
kreis gebildet  neiden 

XII,  Bezieliniigeii  zwischen  zwei  Flächen  zweiter  Klasse. 
Unseren  Betrachtungen  über  zwei  Flächen  zweiter  Ordimug 
stellen  wir  kurz  die  entsprechenden  Aber  Flächen  zweiter  Klasse 
gegenüber.  Da  zwei  solche  Flächen  im  Allgemeinen  auch  von  der 
zweiten  Ordnung  sind,  so  können  ihre  gegenseitigen  Lagenbeziehungen 
uns  hier  nichts  Neues  lehren.  Der  Unterschied  ist  nur  der,  dass 
statt  ihrer  Diirchdringungscurve  jetzt  die  von  ihren  gemeinsamen 
Tangentialebenen  gebildete  abwickelbare  Fläche  besonders  ins  Auge 
zu  fassen  ist,  dass  femer  die  aus  zwei  Flächen  zweiter  Klasse 

(1)  F—.SSÄittuui,  =  0,      <t>  =  iT/ivJ'-M*  =  0 
zu  bildende  lineare  „Sehaar" 

(2)  iT  _|_  fid,  =  0 

von  dem  Büschel  im  Allgemeinen  wesentlich  verschieden  ist,  indem 
die  Schaar  (2)  jetzt  nicht  eine  unendliche  Reihe  von  Flächen  mit 
denselben  gemeinsamen  Punkten,  sondern  eine  solche  mit  denselben 
gemeinsamen  Tangentialebenen  darstellt:  Alle  Flächen  der  Schaar  sind 
einer  und  derselben  deoeloppdbeln  Fläche  vierter  Klasse  eingeschri^en. . 
Unter  diesen  Flächen  wird  es  einige  geben,  welche  in  eine  ebene 
Curve  ausarten,  deren  Determinante  also  verschwindet.  Sie  be- 
stimmen sich  durch  die  Gleichung 

Al+f*-Bll      As  +  f^-^lS      Ai  +  ^^K      Ai+f-^ii' 

Jai+fiUg.  ^a  +  ftJJg,  As  +  ftßas  ^l.^  +  ftB,, 
^i  +  ft^B,  Aü  +  Ji-Baa  Aä  +  ^f-ßaa  ^i  +  i^^s-i 
Ai  +  f-^41  A^  +  C-^iä  ^4B  +  C-S.i3  ÄM+f^-S«! 
Je  nachdem  sich  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  verhalten,  werden  wir 
wieder  dreizehn  Fälle  zu  unterscheiden  haben,  die  wir  hier  kurz 
zusammenstellen;  nur  bei  den  später  besonders  wichtig  werdenden 
verweilen  wir  länger.  Die  ohne  Beweis  ausgesprochenen  Sätze  sind 
nach  dem  Principe  der  Dualität  seJbstveratändlicb. 

Nr.  1,   Die  Wtirgeln  von  I>(ft)  =  0  stnc7  von  einander  verschieden. 
Es  gibt  ein  den  Flächen  der  Schaar  (2)  gemeinsames  Polartetraeder; 


(3)  fl«  =£- 


0. 
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die    vier   Kegelschnitte    JF  -f-  ftj<53  ^  0    des    Systems   liegen   in    den 

Ebenen    des    Tetraeders.     Letzteres    ist    natürlicli    identisch   mit    dem 

beim  Buscliel  (p.  209)  auftretenden  Polavtetraeder;  folglich  muss  sich 

auch  die  Lösung  der  Gleichung  (3)  auf  die  der  Gleichung  zl(X)  ^  0 

reducireu  lassen.     Setzt  man 

(4)  I)(ii)  =  A  +  4(tAj  +  6^^r  +  4fiäB,  +  ft^B 

und  betrachtet  die  A/k,  Bm  als  Unterdeterminanten  der  Coüffieienten 

(kk,  iit   unserer   früheren    Gleichungen  /"=  0,    95  =  0,    so    wird    in 

der  That: 

A  =  A%  4A,  =  SUBuAii  =  A^ESBitaa  =--  AA^B^, 

er  =  EEELha-.uu^,,,,,,:-,  =  AB£2:2^£Aii,i,nBj„2_,.<  =  6ABC, 

4Bi  =  4£%,      B  =  J?% 

wobei  A,  B,  G,  A,,  h\   dieselben    Bedeutungen   haben,    wie   froher 

in  (22)  p.  218.    Hieraus  folgt  für  die  symmetrischen  Functionen  der 

Wurzeln: 


^l^dh  = 

GAO 

-phh 

^>l  ftäft  =  - 

=  >., 

lh(^2lhl^i-^ 

-  (h>-AK)'- 

Die    Wurzeln   von  D{ii.)  =  0   drüdaai   sich   also  durch  diejmiffsn  von 
z/  (A)  =  0  aus  mittelst  der  Formeln 

(5)  (ij  =  AgAgA^,     ih^^^sK^ii     f*3 '^^ '^4^1'^äi     /td  =  A, /I3 A3 . 
Dieses  Resultat  war  vorauszusehen;  denn,  wenn  UXiXj^  =  0  die  Glei- 
chung  von   /■  =  0  wird,  so  muss  (bis  auf  einen  constanten   Factor) 
SfkiTJ?  ==  0  diejenige  von  F  =0  werden. 

Die  Transformation  auf  das   Polardreieck  geschieht    genau   wie 
oben;  sie  sei  gegeben  durch  die  Gleichungen 

(6)  Xi  =  «ii:«i  +  ßafca;^  +  Kät^B  +  ««^4      ('■!  =  1^2,3,4), 

in  denen   die  ««  zu   bestimmen   sind.     Dann   wird   das   Quadrat   der 
Suhstitutionsdeterrainante: 

und  wenn  -D,^(^)  die  Unterdeterminanten  von  7J(f^)  bedeuten: 
(S)         P-2;£7)„(^,),T,Ä  _  (f,  -  ft)  (p,  -  ft)  fr,  -  ft)X,'B 

—  —  i,'i,Hi'{>.—>.,)Q.—i,)(>.t->i,)x;'B', 
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analog  für  (tg,  fig,  [i^,  und  liieraua  nach  (6): 

(9)  B(ii,  —  ii^)(it^  —  n^Xft^  —  iii)aaaii  =  Da(li,),  u.  s.  f. 

Sind  die  «jj  mss  diesen  letzten   G-leichungen  berechnet,  so  hat  nian  in 

Folge  von  (6) 

F  -~.  ESÄitUiUk  =  —  ^1  ü,^  —  jig  f7/  —  ^3  0"/  —  ft^  f// 

Unsere  frühere  Transformation  dagegen,  die  durch  die  Glei- 
chungen (p.  210) 

(1 1)  Xi  =  ^41  Xi  +  ßt^X^  +  (5«Xs  +  /JmX* 

gegeben  war,  transformirte  dieselben  Auedrlleke  F  und  <t>  gemäss 
den  Delationen: 

FM'  =  -  Z>,-  f7,ä,     0 Ji^  =  Z  t/,^ 
Man   hat   also   in  den  früheren  Formeln   TJi  zu  ersetzen  durch  ROi, 
lim   auf  die  jetzigen  zu  kommen,  oder  man  hat,  was   auf  dasselbe 
herauskommt,  in  den  aus  (6)  folgenden  Relationen 
ih  =  a^i  Ui  +  ecti  TJi  +  ßtä  Us  -\-  Um  Ui 

Uli  zu  ersetzen  durch  If  ccu,  wenn  die  Gleichungen  (6)  mit  den  Auf- 
losungen von  (11)  übereinstimmen  sollen.  Die  letzteren  lauten,  weun 
Rih  die  Unterdeterminanten  von  M  bezeichnen, 

EXi,  =  litk^i_  +  IkkC^i  +  Ti»kXt  +  BaXi,, 
und  somit  ist  in  (6)  bu  nehmen 

da-  =  Ka- 
lma folglieh: 

P  =  i'  4:  ßn  «äa^ss"«  =  -S  +  ^ii>^y.?A.:iKAi  =  J^^, 

was  mit  dem  Froheren  übereinstimmt. 

Wir  haben  diese  Formeln  nochmals  zusammengestellt,  um  da- 
von eine  Anwendung  für  die  Transformation  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung mit  Mittel/^inkt  auf  ihre  Hauptaxen  zu  machen. 

Man  kommt  auf  dieses  Problem,  wenn  man  insbesondere  eine 
Fläche,  etwa  <t>  =  0,  in  einen  Kegelschnitt  zerfallen  läast  (also  ß  =  0 
voraussetzt)  und  annimmt,  dass  dieser  Kegelschnitt  mit  dem  imagi- 
nären Kugelkreise  zusammenfalle.  In  der  That  wird  dann  eine  Ebene 
des   gemeinsamen  Polai'totraüders    durch    die   unendlich   ferne   Ebene 
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gebildet;  die  drei  anderen  gehen  durch  den  Pol  derselben,  d.  h.  durch 
den  Mittelpunkt  der  Fläche  und  sind  zu  einander  rechtwinklig,  da  sie 
einander  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis  eonjugirt  sind.  Die  Be- 
stimmung der  Hauptaxen  einer  Mitte^unlctsfläclie  und  die  Einführung 
derseihm  als  Co&rdinatmaxm  Jimnmt  also  dartmf  hinaus,  das  gemeinsame 
Folarteiraeder  der  Fläche  und  des  imaginären  Kugellcreises  als  neues 
Coordinateniekaeder  einetiführen. 

Die  Annahme  B  =  0  lässt  wegen  (7)  die  Anwendung  der  obigen 
f'ormehi  nicht  unmittelbar  zu;  man  muss  vielmehr  nach  einer  früheren 
Bemerkung  (p.  214)  zuvor  F  und  O  mit  einander  vertauschen.  Statt 
dessen  kann  man  auch  einen  Parameter  v  =  —  einführen,  und  so- 
dann  die  Rechnungen  wiederholen;  wir  betrachten  also  die  Schaar 
t,F+<D  =  0  statt  F-i-  n'\>  =  0,  wobei 

Wir  haben  die  Aufgabe,  eine  solche  Transformation  (fi)  ao  finden, 
dass  gleichzeitig: 

(t)=        fV+  V^'+  1'^% 

(10a) 


F^^- 


^  +  u,\ 


wobei  dem  letzten  Gliede  rechts  statt  der  Einheit  auch  ein  willkür- 
licher Coefflcient  beigesetzt  werden  könnte,  da  durch  die  Form  von  <I> 
jetzt  nnr  drei  von  den  vier  willkürlich  bleibenden  Factoren  fest- 
gelegt sind  (vgl.  p.  209).  Die  den  obigen  entsprechenden  Formeln 
lauten  dann: 


(3»)     I>(v)^- 


.Ä„  +  1 


vA„  +  1     vA,., 


vA,, 


+  v[Ä„(A„  +  A„  +  J,,)-A,:'- 
(7a)  P'A  —  -"1-  —  ;,*-  •), 


'A,,'] 


vadiieden   f 
sogleich  in 


I   wodurch  die  Paraboloide 
.  2  erledigt  werden. 
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p'üi'ÄC»)!,»  -  V (•  - 1)  (^  - 1)^:,»  +  « (^  - 1) (^  -  i) V 

P»2£Ä(»,)Kft  —  •■,  (jj  -  l)  (;;  —  l)  I,', 

p"2;i;zi,,(0)a-3^,  —  P'V  —  x,". 

HiBriii  ist  'L.  B. 

Z>„(»)  =  A„i/'  +  [(-i,,  +  ^„)/l„  -  A,^  -  ^u']»"  +  A^^v, 
A.W  =  An»'  +  {A^iAi  —  44^u)>''- 
Mit  Hülfe  von  (7a)  ergibt  sieh  aus  (8a): 

A»,'(i/,  -  .,)(r,  -  r,)«„ii„  -  -  «..(x,), 
(9«)  AVI»!  —  »,)  («s  -  •',)«o«ö  -  —  -!),«(•',), 

A,.,'(.,  ~  «,)  («,  -  »,)«„«.,  -  -  B^(v,), 
auccti  ^  0,  wenn  i  und  Ze  nicht  gleich  4  sind,  aber 
(9a)*  Ä^^aJ=l. 

Dass  die  Coefficienten  öj^,  k^^,  «3^  gleich  Null  werden,  war  voraus- 
zusehen, da  die  uoendlich  ferne  Ebene  als  Seitenfläche  des  gemein- 
samen Polartetraeders  niebt  durch  eine  andere  Ebene  ersetzt  zu 
werden  braucht.     Fuhrt  man  nun  durch  die  Substitutionen 

rechtwinklige  Coordinaten  ein,  so  lauten  die  Transformationsformelu : 

(12)  «„r=  a,^x  +  a^,ij  +  a,,S  +  u,,, 

oilei-  in  Ebeueiicoordiuaten: 

m.  —  «„  (7  +  «„  7  +  «„  W, 

Nw  —  «„  rj  +  «„  F  +  o„  TF, 

A'  —  «„  r;  +  «.„  F  +  «a  w  +  «„ . 


(13) 
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Will  man  weiter  die  Gleichungen  (10a)  in  rechtwinklige  Coordinateii 
umsetzen ,  so  hat  man  zu  bedenken,  daas  dieselben  vollkommen 
fest  definirt  sind,  sobald  das  Asenkreua  gegeben  ist,  dass  man  also 
in  ihre  Definition  willkQriiche  constant«  Factoren  nicht  mehr  eingehen 
lassen  darf.  Allerdings  bleibt  die  Gleichung  des  Kugelkreiaes  immer 
in  der  Form  U^ -{-  V^ -\-  W^  =  0  erhalten;  die  vierte  oben  gleich 
Eins  angenommene  Constante  ist  aber  jetzt  als  zu  bestimmende  Un- 
betannt-e  Je  einzuführen.  Dem  entsprechend  sind  die  Gleichungen  (10a) 
zu  ersetzen  durch: 

(lOo)  (7=        ^^        ^,^'ä 

j^^jr  =  _  ^ L iL  +  ]c. 

Gleichzeitig  erleiden  auch  die  Gleichungen  (7a)  und  (8a)  leichte  Modi- 
flcationen;   sie  werden   bez.,   wenn  man  für   den  Augenblick  |^  =  a;, 
5a  =  1/,   Is  =  .^i   I4  =  1-   macht  und  die  drei  ersten  Gleichungen  (8a) 
durch  die  letzte  dividirt; 
(7b)  P^=^«./(2;  +  «„«..«.=)^=-^=J;;; 

Ä,^2]SD,t(v,)hh:  =  -  J'/(»'i  -  n)(vi  ~  Vs)hAX\ 
(8b)        A,^S2JDi,iv^)U,  =  -  v^\v,  -  v^)  {v,  -  v,)kA  Y\ 

A^^SSDi,(ys)Uk  -  -  ^("3  -  ^1)  ("3  "  ''a)ÄA  Z-\ 
An  Stelle  von  (9a)*  ergibt  sich  direct  aus  (10b) 
(9b)*  ^^.iffj/  =  /;, 

und  somit  folgen  aus  (8b)  und  (12)  wieder  genau  die  Gleichungen  (9a). 
Die  Transformation  auf  die  Hauptaren  ist  nach  dieser  Bestimmung  der 
ccik  jetet  mit  einem  Schlage  geloit*),  während  das  früliere  Verfahren 
erst  die  Transformation -«auf  den  Mittelpunkt  und  dann  die  Drehung 
des  Coordinatensystems  um  den  Mittelpunkt  verlangte.  Wenn  man 
Wei-th  darauf  legt,  auch  ein  uisprünglich  metrisches  Problem  wie 
das  der  Hauptaxentranatormatiou,  unter  allgemeinere  Gesichtspunkte 
einzuordnen,  so  verdient  der  jetzt  eingeschlagene  Weg  den  Vorzug 
vor  dem  früher  befolgten. 

DiQ  Transformation  (12)  eharakterisirt  sich  dadurch  als  eine 
orthogonale,  dass  zwischen  den  Coefficienten  die  bekannten  sechs  Re- 
lationen erfüllt  sind  (p.  72  ff.).  In  der  That  findet  man  z.  B.  au3  der 
mittleren  der  Gleichungen  (9a): 

*)  Auch    Pliicker   leitet   die   Gleichung    KUt   Bastimmaug   der   Hauptasen 
direct  aua  der  Gleichung  in  Ebenancoordinaten  ab  (a.  a.  0.  p.  201),   behandelt 
aber   nicht  das  Tranaformationsproblem.  —  Drittens  könnte  niiin  ancli  von  der 
Gleichung  in  Liniencoordinaten  ausgehen;  vgl.  Voss,  Math.  Annalen  Bd.  10. 
OUbBüü,  Voi-lesHugen.  II,  1,  17 
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«  +  <  +  .,/)A../(«,  -  ,,)  («,  -  .,) 

-  -  [B„W  +  A,W  +  »»(».)]  =  -  (A..  +  A„  +  A,.K 

—  2  [^„(4,  +  Aj  +  ^b)  —  A,'  -  A,'  —  Ai']"/  ~  ä^u»,. 

Führt   man   in    die   rechte   Seite,    gemäss   (4a),    die    symmetrischen 
Functionen  der  vt  ein,  so  wird  dieselbe  genau  gleich 

«.■(«,  ~.'.)(-,-",)A; 
also  folgt: 

Dass  auch  die  Gleichung 

•<„«,. +  «,,«»  +  «„«.8-0 
erfüllt  ist,  ergibt  sich  daraus,  dass  sich  z.  B.  die  Grössen  Kj^,  «^Si  ^^sa 
verhalten  wie  die  Coordinäten  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Ebene  y=0  und  «jj,  a^j,  «3,  wie  die  der  unendlich  fernen  Geraden 
■von  X  =  0,  und  dass  beide  Gera.de  in  Bezug  auf  den  Eugelkreis 
einander  conjugirte  Polaren  sind.     Ans  diesen  Relationen  folgt,  dass 

(2;+. „«„«„)>-! 
ist;   die  Theorie   der   orthogonalen   Substitution   reriangt   aber,  dass 

(£  +  «„«„«„)'-«„• 
sei,  damit,  die  Determinante  der  Substitution  (12)  gleich  Eins  werde. 
Wir  haben  also  zu  setzen 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  wählen  ist,  je  nachdem 

21  +  «1,  «aa«ss  ="  ~l~  ^    '^^^^  =  —  l 
wird.     Aus  (9b)*  erhält  man  ferner 
(14)  h  =  Ä,^, 

womit   aadi   die    Nothwmdigheit,   die    Unhelcannte  k  oben   einMführen, 
nochmals  erhellt  und  gleichzeitig  ihre  Bestimmung  gegeben  wird. 

Um  die  vorstehenden  Formeln  mit  den  früheren  in  üeberein- 
stimmung  zu  bringen,  müssen  wir  annehmen,  es  sei  der  Mittelpunkt 
bereits  ala  neuer  Anfangspunkt  eingeführt,  so  dass  (p.  166): 

f=  a^^x^  -\-  a^^y^  -f-  öggi'^  +  2a^^xy  -\-  2a^!^ys  +  2a^^sx  -j-  -v— , 
dann  wird 

+  2(0131032  —  ffljg%3)t[I!-|~2(«igai3  ffoe,Mjj)tW 
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und  folglich  nach  einigen  leichten  ümformungeii: 

J^(v)==v[ll^  +  F'(«U  +  «23  +«33) 

wobei  n  ^  vA  gesetzt  ist,  ein  Ausdruck,  welcher  mit  dem  früheren 
^(p)  in  (6)  p.  Iö7  bis  auf  einen  Factor  Übereinstimmt,  sobald  noch 
—  Q  statt  [t  gesehrieben  wird.  Nach  (10b)  und  (9b)*  geht  somit 
N^F  über  in 

Hierin  ist,  wie  oben,  p  ==  ~  v^Äf  q'  =  —  v^A,  q"  =  —  v^A.  Die 
Gleichung  der  Fläche  ii'=0  in  Punktcoordinaten  wird  folglich  von 
der  Form 

X^0  +  F^p'  +  ZV"  +  £-  =  O, 

womit  wvr  genati  die  früheren  Eemltate  wieder  gefunden  haben  (p.  171), 
Die  Berechnung  der  Coefficienten  a,-*  aus  (9a)  liefert  ebenfalls  die- 
selben Werthe,  die  wir  früher  für  cos  «,  cos  ß,  cos  y,  ete.  aufgestellt 
hatten  (p.  169). 

Endlieh  ist  daran  zn  erinnern,  dass  sich  das  behandelte  Problem 
auch  als  ein  solches  der  ebenen  Geometrie  auffassen  lägst.    Es  kommt 
nämlich  nur  darauf  an,  die  beiden  ganzen  Functionen  x^-\-y^  -{-■  ^  und 
f  —  -7—  ^  «ii^;^  +  ^ääj/^  +  ^ui^  "f"  2(»i2a:j/  -|-  2a.2sP^  +  'ia-^^zx 

gleichzeitig  so  zu  transformiren,  dass  die  erste  ungeändert  bleibt  und 
die  zweite  auch  nur  die  Quadrate  der  Variabein  enthält;  wie  schon 
früher  näher  ausgeführt  wurde  (p.  184f.). 

Nr.  3.  Zwei  Wwa^  von  D(y)  ^  0  fallmt  susmmnen,  ohne  äass 
für  diese  Doppelwurzel  aUe  Unterdetm'minanten  verschwinden.  Die  ab- 
wickelbare Fläche  hat  eine  DoppeUangentiald>ene,  von  welcher  sie  längs 
zweier  ihrer  Erzeugenden  berührt  wird;  diese  Ebene  ist  gemein- 
same Tangentenebene  aller  Flächen  der  Sehaar,  der  Schnittpunkt 
der  beiden  Erzeugenden  gleichzeitig  gemeinsamer  Punkt;  alle  Flächen 
der-  Sckaar  F-)-fi*  =  0  imihren  sich  also  in  einem  Punicte,  sind 
aber  deshalb  natürlich  nicht  mit  den  früheren  Flächen  /+  ^^^^O 
identisch.  In  der  Schaar  gibt  es  einen  doppelt  zählenden  Kegel- 
schnitt und  zwei  einfach  zählende.  Jeder  der  letzteren  hat  zu  einer 
beliebigen  Fläche  der  Schaar  keine  besondere  Beziehung;  der  doppelt 
zählende  Kegelschnitt  dagegen  liegt  in  der  gemeinsamen  Tangential- 
ebene. Las  st  man  ihn  daher  mit  dem  imaginären  Kugel  kreise  zu- 
siinimenfalleu,    so    führt:    das   m   vorliegendem   Falle    gehörige    Trans- 
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formationsproblem  auf  die  früher  heJumddk  Transformation  der  Fara- 
iohide  in  die  ihnen  mkommmden  Normalformen.  Es  wird  nicht 
liberflüssig  sein,  hierauf  noch  einmal  einzugehen,  da  es  wiederum 
nöthig  ist,  die  Bezeichnuiigea  etwas  zu  ändem. 

Ea  sei  F  =  0  in  rechtwinkligen  Ebenencoordiuaten  die  Gleichung 
eines  Paraboloids,  d.  h.  A^^  =  0,  und  1>  ^  0  die  Gleichung  des  Kugel- 
kreises, also: 

^'^^  -\-iA,_,u-\-2A,,v  +  2A,^w, 

<\^ -=  u'- ^  v' +  w\ 
Wir  betra.chtoH  wieder  die  Schaar  vF  +  *  =  0,  deren  Kegelschnitte 
sich  aus  dor  Gleichung  ergeben: 

I  vA,^  +  1     vÄ,^  vA,^  A^i  \ 

i'A,,-^  1     vA^,  A,i  l 

vAs,  vA^.  +  l    A^\ 

I    Ai  A'i  ^3  0  I 

Es  soll  nun  eine  Transformation  der  Form  (12)  bez.  (13)  gefunden 
werden,  vermöge  deren  man  gemäss  (21),  p.  218  erhalt 

^"^  N^F^-'^~^  +  2lW, 

wobei  die  Constante  k  aus  demselben  Grunde,  wie  in  Nr.  1,  hinzu- 
gefilgi  ist.     Die   /ui'  Transformatiou  dienenden  Gleichungen   werden: 

1  -  -"-        0         0     0 


(16)       I>{v)L^v 


(18)    P«jB(«). 


h-'-(^-0{;-"i); 


0         1  ~  -      0     0 
j       0  Ol     kv 

I       0  0        tv    0 

p\A,.f  +  A,;  +  A.J)  =  r, 
p'EED,Av,}i,h,  -  /<■.','(;;;  - 1)  2", 
(19)  p'££a,(»,)l,l.  —  '.■'•','(^!  - 1)  r^ 

P»2£a,(0)|,|,-P'— 1, 
P'i'S A;(0)lili  —  -  24^ - '-'^-'' ; 
also  dnvch  Einsetzen  in  (12),  da  nach  (18)  nnd  (19)  F  =  - 
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—  v^Kaan 

--a. 

u'A» 

("1 

), 

Avg' 

'("> 

—  t'i}a;aai3 

—  -  « 

ll'At 

(•'■ 

), 

(20) 

/ca,-3 

-        «, 

u-l« 

für  i^ 

=  1,2, 

""  ^  "^ii 3^'"+j;;'"+-"^ ' 

Hieraus  folgt  tlureli  leichte  Bechnung: 

«„'  +  »„■  +  «„■-««■, 
«,■'  +  »„■  +  «.,'  =  '>,.', 
«„'  +  <  +  «..■-«„'• 

Diese    Gl  eich  im  gen    beftiedigen    identisch   die    für    eine    orthogonale 
Substitution  zu   stellenden  Forderungen;  die  Bedingungen 

sind  aus  denselben  GJründen,  wie  in  Nr.  1,  befriedigt.     Es  wird  also 

einerseits  {S  +  «u  "äa^gB)"  =  ^^ui 

andererseits  war  P^  =  «^/  (S  +  «ußsaWaa)^  =  1 

gefunden;  also  folgt 

(21)  <=1. 

Biirck  die  Gleidiungm  (20)  ««ti  (^1)  atsiri  /wer  die  unbekannttm 
Goefficienim  vollständiger  und  symmetrisclier  berechnet,  als  es  fnilier 
durdt  Anwendung  der  sweimaligen  Transformation  gestylt;  wieder  ein 
Vorzug  unserer  jetzigen  Methode. 

Um  die  üebereinstimmtmg  herzustellen,  haben  wir  anzunehmen 
!('=  0  sei  die  E  b  enenco  ordinalen  gl  ei  chung  eines  in  Punktco  Ordinate  n 
gegebenen  Paraboloids  /'  =  0,  Die  Gleichung  (16)  wird  dann  mit  (1) 
p.  175  identisch,  wenn  maii  nur  p  =  —  vA  setzt,  wie  es  ähnlich 
schon  in  Nr.  1  vorkam.  Die  linke  Seite  der  transformirten  Punkt- 
coordinatengleichung  {d.  i.  der  Factor  von  v^  in  ^^JD/tWl;!*}  lautet 
dann  in  der  That: 

Der  Factor  von  2Z  rechts  ist  derselbe,  welcher  früher  (vgl.  p.  176) 
mit  I-i  bezeichnet  wurde,  wie  man  aus  folgender  Identität  erkennt: 

Nr.  3.    Das  System  F  -{-  ^^^=Q  enthält  einen  dreifach  galilenden 


Die   abwickelbare   Fläche   vierter   Klasse    enthält    eine    Doppel- 
tangentialebene,   von    der    sie   längs   zweier   unendlich   benachbarter 
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Erzeugenden  berührt  wird.  Es  liegt  nahe,  wieder  den  imaginären 
Kugelkreis  als  dreifach  zahlenden  Kegekehnitt  zu  benutzen.  Dann 
würde  die  Gleichung  (16)  eine  dritte  Wurzel  v  =  0  zulassen  müssen, 
d,  h.  es  müsste 

•^14^  +  Ai  +  Ai^  =  Ö 
sein.    Für  Gleichungen  mit  reellen  Coefflcienten  kann  dies  nur  dann 
eintreten,  wenn  die  drei  Quadrate  einzeln  NuH  sind;  und  dann  stellt 
F  =0  einen  Kegelschnitt  der  unendlich  fernen  Ebene  dar.    Die  Ein- 
führung des  Kugelkreises  ist  daher  hier  ohne  Bedeutung. 

I^r.  4.  Im  Systeme  F+  f**  ^  0  liommen  zwei  je  doppelt  gählmde 
Kegelschnitte  vor. 

Die  gemeinsame  Developpahle  zerfällt  in  einen  Ebensnbüschel, 
dessen  Axe  mit  der  Schnittlinie  der  Ebenen  jener  beiden  Kegel- 
schnitte zusammenfällt,  und  in  eine  abwickelbare  Fläche  dritter  Klasse, 
die  wir  bereits  näher  studirt  haben  (p.  246  if.).  Die  Äse  des  Ebenen- 
büschels wird  von  den  beiden  Kegelschnitten  berührt,  aber  in  ver- 
schiedenen Punkten;  sie  gehört  zu  denjenigen  Linien,  durch  welche 
zwei  Ebenen  der  abwickelbaren  Fläche  hindurchgehen,  und  sie  ist 
allen  Flächen  der  Schaar  gemeinsam;  dieselben  berühren  sich  in 
den  genannten  beiden  Punkten,  ihre  gemeinsamen  Tangentialebenen 
in  ihnen  sind  die  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte.  Die  Berührungs- 
punkte sind  entweder  beide  reell  oder  einander  coiijugirt  imaginär; 
ist  also  der  unendlich  ferne  Kugelkreis  einer  der  Kegelschnitte,  so 
sind  sie  imaginär:  die  Flächen  der  Schaar  bestehen  aus  Paraboloiden 
mit  lauter  imaginären  unendlich  fernen  Funkten,  was  nicht  möglich 
ist.  Für  reelle  Flächen  hat  daher  dieser  Fall  Tieine  Bedeutung  in  Be- 
siehung zu  u/nseren  früheren  TransfiyrmaUonsaufgaben. 

Nr.  5.  In  der  Schaar  gü)t  es  einen  vierfach  suhlenden  Kegelsckmtt. 
Die  Axe  des  abgesonderten  EbenenbÜ^chels  wird  zur  Erzeugenden 
der  abwickelbaren  Fläche  dritter  Klasse,  welche  mit  ihm  zusammen 
die  gemeinsame  Developpable  bildet.  Da  dieser  Fall  aus  den  beiden 
vorhergehenden  durch  Grenzübergang  entsteht,  kann  die  Einführung 
des  Kugelkreises  nicht  zu  Resultaten  von  realer  Bedeutung  führen. 
Wir  haben  diese  Einführung  im  Folgenden  daher  nur  zu  erwähnen, 
wenn  es  sich  um  Grenzfälle  vou  Nr.  1  und  Nr.  2  bandelt. 

Nr.  6.  In  der  Flächatschaar  Icommt  ausser  zwei  einfach  zählenden 
Kegelschnitten  ein  doppelt  zählender,  in  ein  Fwiktepaar  zerfallender 
Kegelsdmitt  vor.  Die  Developpable  zerfällt  in  zwei  Kegel,  deren 
Spitzen  auf  der  Verbindungslinie  des  Punktepaaree  liegen;  durch 
letztere  kann  man  zwei  Ebenen  legen,  welche  gleichzeitig  beide 
Kegel  berühren;   wie  der  frühere  Ausdruck    2^2^^!t(A)MiMj  (p.  224} 
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erkennen  lässt,  zerfallt  gleichzeitig  die  Schnitteurve  in  zwei  ebene 
Kegelschnitte.  Man  kann  sich  die  Verhältnisse  au  zwei  sich  nicht 
berührenden  Kugeln  klar  machen  (p.  225);  denn  dieselben  achneiden 
sich  immer  in  zwei  Kegelschnitten,  Die  Spitzen  der  Kegel  liefern 
gleichzeitig  das  doppelt  zählende  Punktepaar;  ihre  Schnitteurve  zer- 
ffi,llt  in  die  beiden  Kegelschnitte  der  Seh  aar.  In  dem  Büschel 
/■-f-A^j^O  berührten  sich  alle  Flächen  in  zwei  Punkten,  sie  be- 
rührten dort  also  auch  die  beiden  im  Büschel  enthaltenen  Kegel; 
folglich  berühren  auch  alle  Flächen  der  Schaar  F  -\-  (t4>  =  0  die 
beiden  Kegelschnitte  in  zwei  Punkten.  Wird  statt  des  einen  der 
imaginäre  Kugelkreis  gesetzt,  so  sind  also  alle  Flächen  der  Schaar 
Botationsflächm  (vgl.  p.  186).  Das  zugehörige  unbestimmt  werdende 
Transformationsproblem  liefert  somit  hier  das  ebenfalls  unbestimmte 
Hauptasenproblem  für  Rotationsflächen.'  Definirt  man  wieder  D(v) 
durch  (3a),  so  werden  die  betreffenden  Formeln  (p.  224 f.): 

p»D(„)_/„(^^_l)(^-_l)". 


p'Ai  — 

—  4, 

N'<t>~ 

v<  +  r'  +  w, 

N'F  — 

__^_r._,r._^j. 

p'i:2;i>„(v,)  1,1.  - .',  (Ji  -  ifx'k, 

p'2;i'a,(o)|i|,.  —  p"  —  1, 

p" r 2ii,-,(.,) I, I.  _  T, (^  ^  i)  [ r<  +  z'j  /i . 

Also  Ä  =  —  ^44;  und  die  linke  Seite  der  transformirten  Punkt- 
coordiiiatengleiehung  wird  als  i'actor  von  v'^  in  2^UDik(v)^i^  ge- 
funden; sie  lautet: 

jc^      r.  +  z-  1      _ 

in  Uehereinstimmung  mit  (12),  p.  170,  wenn  v^Ä  =  —  y,  v^A  =  ^  <? 
gesetzt  wird.  Der  zweite  in  unserer  Schaar  enthaltene  Kegelschnitt 
liegt  in  der  Ebene  X  =  0,  welche  senkrecht  zur  Rotationsaxe  steht; 
und  seine  Gleichung  in  ihr  ist*)r 

*)  Für  die  Bofcationsflächeu  behandelte  Dnpin  die  Theorie  der  Biannpuiikte: 
DÖTeloppements  de  geomöti'ie,  p.  380,  Paria  1813. 
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Für  die  Ellipsoide  hat  man  v^A^^  =  — -  a"'^,  v^Ä^^  =  —  JT  £(im 
abg^latkten  BotaUonseUipsoide  ist  dieser  Kegelschnitt  also  teeU  und  ein 
Kreis,  beim  verUmgerten  imaginär.  Aehnlicli  ergibt  sich,  dass  det 
Kegelschnitt  reell  ist  heim  einschaligen,  imaginät  heim  mtCfichaJigen 
Jlotatißnshyperholoide. 

Aus  der  Gleichung  für  X^  findet  man  die  Lage  der  Aequator- 
ebene,  deren  Gleichung  nach  (12)  duroh 

a^^x  4-  ß'aiJ/  +  f^is.^  +  ^41  =  ^^ 
gegeben   ist;    ihre    Coordinaten    bestimmen    sich    nämlich    aus    den 
Gleichungen : 

An'(".  -  ».)'«-. «o  -  «.„■».(■',)■ 

Um  auf  die  früheren  Formeln  zu  kommen  (p.  169),  muss  man  wieder 
annehmen,  es  sei  zuvor  der  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  eingeführt. 
Die  Gleichung  des  doppelt  zählenden  Punkiepaares  ist 

die  beiden  Punkte  liegen  auf  der  X-Äse  in  gleicher  Entfernung 
vom  Mittelpunkte;  es  sind  die  allen  Meridian  schnitten  gemeinsamen 
Brennpunkte;  sie  sind  reell  für  das  verlängerte  Ellipsoid  und  das 
zweischalige  Hyperboloid,  imaginär  für  das  Sphäroid  und  das  ein- 
schalige Hyperboloid.  Für  letztere  Flächen  war  obiger  Kreis  in 
der  Ebene  X  =  0  reell;  er  ist  eben  der  Ort  der  reellen  Brennpunkte 
bei  Rotation  der  betreffenden  Meridiancurve  um  die  X-Ase. 

Nr.  7.  ^«sser  einem  einfach  mklenden  Kegelschmfte  hommt  in  der 
linearm  Fläc7i,enschaar  ein  dreifach  zählendes  PtmJifepaar  vor;  alle 
Flächen  J'+f<lJ  =  0  berühren  die  Ebene  des  Kegelschnittes  in 
einem  und  demselben  Punkte  und,  wie  in  Nr,  6,  den  Kegelschnitt 
selbst  in  einem  Punkte.  Die  gemeineame  Developpable  besteht  aus 
zwei  Kegeln,  welche  sich  längs  einer  Erzeugenden  berühren.  Ihre 
Spitzen  liefern  das  dreifache  Punktepaar;  ihre  Schnittcurve  besteht 
aus  der  doppelt  zählenden  Erzeugenden  und  dem  Kegelschnitte  der 
Schaar  F  +  ii.<i>  ^  0  (vgl.  auch  p.  236). 

Nr.  8.  In  der  Flädienschaar  sind  ffwei  je  doppelt  mhlende  Kegel- 
schnitte enthalten,  von  denen  einer  in  ein  Ttinktepaar  verfällt.  Die 
gemeinsame  Developpable  zerfällt  in  einen  Kegel  und  in  ein  Paar 
von  Hbenenbüscheln,  deren  Axen  sich  treffen;  in  dieses  Paar  ist  eben 
einer  der  Kegelschnitte  von  Nr.  6  aufgebrochen.  Die  beiden  Axen 
berühren  den  Kegel  und  gleichzeitig  den  ebenen  Kegelschnitt  unserer 
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Seliaar;  denn  letzterer  bildet  die  Schnittcurve  ihrer  Ebene  mit  dem 
Kegel.  Da  ferner  jede  Ebene  der  beiden  Büschel  jede  Fläche  der 
Schaar  berühren  masa,  so  liegen  ihre  Äxen  auf  allen  diesen  Flächen; 
die  Schnittcurve  der  letzteren  zerfällt  in  ein  festes  Linienpaar  und 
einen  mit  ji  beweglichen  Kegelschnitt,  was  mit  den  früheren  Formeln 
übereinstimmt. 

Machen  wir  den  Kegelschnitt  zum  imaginären  Kugelkreise,  so 
liegt  also  auch  das  Äxenpaar  unendlich  weit  und  berührt  den  Kngel- 
kreis:  alle  Flächen  berühren  im  Seheitel  des  Axenpaares  die  unend- 
lich ferne  Ebene,  sind  somit  Rotationsparaboloide  (p.  184).  Wir 
werden  so  auf  die  Transformation  der  Gleichung  eines  Botations- 
paraboloiäs  in  Are  Normalform  geführt  Es  sind  F  und  <]>  wieder 
durch  (15),  I){v)  ist  durch  (16)  gegeben;  mittelst  einer  Transfor- 
mation (12)  soll  man  erhalten: 

Die  /ur  Transformation  dienenden  Formeln  werden  (p.  178  u,  228): 
P'Div)  ^  -  tV  (,^  -  if, 
P'(A,;'  +  A,i'  +  A,fl  —  l:\ 
P'ZZ:D„(v)i,i,  —  k'v'  (l  -  -'-)  (X'+  >•■)  -24»  (l  ~  ^)'a 

+{■-:,)'. 

P^^2,'D,.,(0)|,|*  =  P^  =  l, 

p^2:2:D!i:(0)Uk  —  a,,x  -\-  Ä^,y  +  a,^^  +  a,,  +  a,,  +  a,.^ 
=  -  2]zZ  -  ^  ■ 

Hiermit  ist  die  Ebene  Z=0,  welche  das  Pardboloid  in  seimtn  Scheitel 
berührt,  auf  das  Einfacitste  bestimmt;  v^  ist  dabei  als  Doppelwurzel 
von  D{v)  =  0  rational  bekannt. 

Nr.  y.  Die  Scham'  E -{-  i^^  =  0  enthält  mvei  je  doppelt  sohlende 
Punhfepaare.  Die  abwickelbare  F^läehe  zerspaltet  sich  in  vier  Ebenen- 
büschel, deren  Äxen  ein  windschiefes  Vierseit  bilden.  Diese  vier 
Linien  sind  folglich  allen  Flächen  der  Schaar  gemeinsam;  die  beiden 
einander  sonst  dualistisch  gegenüber  stehenden  Gebilde,  Schaar  und 
Büschel,  sind  hier  identisch. 
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Nr.  10.  In  äer  Sehaar  gibt  es  ein  vierfi 
Die  gemeinsame  abwickelbare  Fläche  wird  gegeben  durch  einen  Kegel 
und  zwei  Ebenenbiischel,  deren  Äxen  in  einer  Tangentialebene  des 
Kegels  liegen.  Der  Schnittpunkt  der  Axen  und  die  Spitze  des  Kegels 
bilden  zusammen  das  vierfache  Punttepaar. 

Nr.  11.  Die  gemeinsame  Developpable  wird  von  einem  doppelt 
zählenden  Shenenbüschel  wid  zwei  einfach  zählenden  lEbeneninischeln  ge- 
büdet.    Der  Fall  ist,  wie  Nr.  9,  zu  sich  seibat  dualistisch. 

Nr.  13.  Die  Sehaar  enthält  einen  einfach  zäJüenden  Kegelschnitt 
und  einen  dreifach  säMenden  Doppelptmld.  Letzterer  ist  die  Spitze 
eines  von  allen  Flächen  in  dem  genannten  Kegelschnitte  berührten 
Kegels.  Auch  dieser  Fall  ist  also  zu  sich  selbst  dualistisch.  —  Man 
hat  ein  System  concentrischer  Kugeln,  wenn  der  Kugelkreis  an  Stelle 
des  Kegelschnittes  tritt. 

Nr.  13.  In  der  Schaar  F  -{-  ii<P  =  0  hommt  ein  vierfach  zählen- 
der Doppelpunlä  vor.  Auch  diese  Sehaar  bildet  zugleich  einen  Biiachelj 
indem  sich  die  Flächen  längs  zweier  Geraden  berühren. 

Für  diejenigen  Flächen  einer  linearen  Schaar,  welche  durch 
einen  Punkt  gehen  oder  eine  gerade  Linie  berühren,  gelten  gewisse 
allgemeine  Sätze,  die  wir  noch  aussprechen,  da  sie  sogleich  benutzt 
werden  sollen,  und  deren  Beweise  sich  nach  dem  Principe  der  Dualität 
aus  früheren  Sätzen  für  den  Fläehenbüschel  ergeben  (p.  215). 

In  einer  Schaar  F  -\-  ii<i>  =  0  gibt  es  drei  Flächen,  welche  durch 
cMiCw  gegä^enen  Funkt  gehen.  Die  Tangmtenehenen  derselbeit  in  dem 
Punkte  bilden  ein  Tripel  von  einander  conjugirten  Ebenen  in  Bemg  amf 
alie  Baühnmgskegel,  tvelche  von  dem  PunJcte  an  Flächen  der  Schaar 
gelegt  werdeti  können. 

Dieser  Satz  ist  nicht  nur  für  den  allgemeinen  Fall  Nr.  1  gültig, 
sondern  für  alle  folgenden,  in  denen  sich  aus  dem  Ausdrucke 

kein  von  A  abhängiger  Factor  absondern  lässt,  also  für  Nr.  1,  2,  3,  4,  5. 

Die  Faare  von  Ta/ngentialebenen,  der  Sehaar,  welche  ein  beliebige)' 
Fbenenbüschel  enihält,  büden  eine  Invohüon.  Die  beiden  Doppelebenen 
der  letzteren  werdeit  von  je  einer  Fläche  der  Schaar  beriihrt,  u,nd  zwar 
in  einem  Punkte  der  Äxe  des  Büschels. 

Wie  der  vorige  Satz  anwendbar  blieb,  so  lange  kein  Punkte- 
paar in  der  Schaar  vorkam,  bleibt  dieser  Satz  brauchbar,  so  lange 
kein  Doppelpunkt  in  der  Schaar  enthalten  ist,  d.  h.  in  alleu  Fällen 
ausser  Nr.  12  und  13. 
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XIII.   Die  eonfocalen  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Klasse. 

lu  der  ebenen  Geometrie,  leiteten  die  Beziehungen  zwischen 
einem  Kegelschnitte  und  den  imaginären  Ereispunkten  seiner  Ebene 
unmittelbar  zu  den  Brennpunkten  des  Kegelschnittes  und  den  sie 
betreffenden  Sätzen  hinüber.  Aehnlich  ist  es  im  Baume,  wenn  man 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  zu  dem  imaginären  Kugelkreise  in  Be- 
ziehung setzt.  Bei  den  Rotation sfläelien  haben  wir  dies  schon  her- 
vorgehoben; im  allgemeinen  Falle  treten  allerdings  nicht  eigent- 
liche „Brennpunkte"  auf,  sondern  statt  dessen  sogenannte  „Focal- 
curven",  wie  sieh  eine  solche  schon  bei  den  Rotationsflächen  ergab 
(p.  263f.).  Es  sind  dies  gewisse  Grenzflächen  des  Systems,  eben  die 
in  Curven  ausgearteten  Flächen,  welche  in  einer  Schaar  von  Flächen 
zweiter  Klasse  vorkommen.  Wir  nehmen  an,  dass  unsere  gegebene 
allgemeine  Mittelpunktsflächo  schon  auf  ihre  Hauptaxeu  transformirt 
sei;  sie  werde  also  durch  die  Gleichung 
(1.)  F-r^  a^'u'  +  ö^i?=  +  c^tü''  —  1  =  0 

in  Ebenencoordinaten   dargestellt.     Die  Gleichung   des   Kugelkreisea 
ist  bekanntlich 

(2)  ,l,.^u'  +  ,'  +  w'-0. 
Wir  haben  somit  die  Flächen  der  Schaar 

(3)  J'H-  p«  s  {«>  +  rt«'  +  (*'  +  f)"'  +  ("'  +  rt«-"  -  1  -  0 
zu  untersuchen.  Sie  haben  alle  denselben  Mittelpunkt  und  dieselben 
Hauptaxen.  Nach  dem  Froheren  muss  dies  so  sein,  da  das  System 
der  Hauptaxen  eben  das  gemeinsame  Polartetraedor  repräsentirt  für 
alle  Flächen  zweiter  Klasse,  welche  der  gemeinsamen  Developpabeln 
einer  beliebigen  Mittelpunktsfläche  und  des  Kugelkreises  eingeschrieben 
sind  (p.  255),  d.  h.  für  alle  Flächen  (3).  Ausser  dem  Kugelkreise 
(fi  =  oo)  enthält  das  System  noch  drei  Kegelschnitte,  „Focalcurven", 
nämlich 

(4)  för  li^-a':      (i'  —  a')  v'  +  (c'  -  a')w^  -1^0, 

(5)  ,,11=^  —  1":      (c^  —  h^)w^  +  (a^—  b^)u^  ~  1=0, 

(6)  „  f[  =  —  c^:  {a^  —  c^)u^']-(h''—  c^)v^  —1=0. 
Wenn  wir  als  Fläche  (1)  ein  BIHpsoid  zu  Grunde  legen,  so  ist  da- 
mit keine  Specialisirung  eingeführt,  denn  in  dem  Systeme  (3)  kommen 
alle  drei  Arten  von  Mittelpunktsflächen  vor.  Für  fi  ^  0  haben  wir 
das  EUipsoid  (1),  und  bei  wachsendem  ji  bleibt  die  Fläche  ellipsoidisch, 
nähert  sich  aber  immer  mehr  der  Kugelgestalt;  für  jt  -=  co  bleibt  aus  (3) 
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nur  der  Kugelkreia  übrig;  die  Fläelie  hat  sich  zugleich  in  eine  Kugel 
mit  unendlicli  grossem  liaditis  verwandelt,  d.  h,  in  die  nneudlieh  ferne 
Ebene.  Man  erkennt  dies  analytisch  a.uB  der  Punktco ordinatengleiclmng 
der  Schaar  (3): 


0) 


-.:^- I t'- u  . 


-1=0. 


Wollte  man  sie  liomogen  maclien  dlirch  Binföbrung  einer  vierten 
Variabein  l,  so  würde  für  fi  =  oo  nur  t^  =  0  stehen  bleiben.  Diese 
doppelt  zählende  Ebene  kann  in  Ebenencoordinaten  nicht  dargestellt 
werden  iimi  kommt  deshalb  bei  alleiniger  Betrachtung  von  (3)  nicht 
zur  Geltung,  während  andererseits  die  Untersuchung  von  (7)  wohl 
die  doppelt  zu  nehmenden  Ooordinatenebenen  als  Grenzflächen  liefert, 
die  in  ihnen  liegenden  Foealcurven  aber  leicht  übersehen  lässt. 

Aus  (7)   ersieht   man  am  besten,   wie   die   beiden  Hyperboloide 
und  das  Eliipsoid  sich  in  die  Schaar  einordnen;  nehmen  wir 

so  ist  nämlich  die  Flache  (7)  he/.   (3) 

für  (t  =  00   dei  Kugelkieis  resp    die  unendlich  ferne  Ebene 
„  oo  >  ^  >   —  (-    ein  EUipsoid, 

^^  jt  =  —  f '  die  Focalelhp'ie  iß)  resp.  die  Ebene  «^  =  0, 

„     —  t'^  >  ;t  >  —  &    ein  emschaliges  Hyperboloid, 
„  {t  ^  —  h    die  F-icalhypethil  (5),  resp,  die  Ebene  j/^  =  0, 

„     — 1/  >  (t  ^  —  a    ein  zweisuhaliges  Hyperboloid, 
„  f-  =         ^  die  imigin^re  Focalcurve  (5),  reep.  die  Ebene  x^ 

„     —  c^  >  (I  >  —  no  eine  iraiginare  Fläche. 

Die   beiden    reellen   Focalcurven    können  in  Punktcoordinateii  durch 

je  zwei  Gleichungen  dargestellt  werden  und  awar 

(5a) 


0, 


■0, 


=  0, 


- 1  = 


0, 


=  0. 


Jede  dieser  beiden  Curven  geht  durch  die  Brennpunkte  der  anderen 
hindurch,  und  man  sieht  aus  (7)  leicht,  dass  die  Sehnitteurven  jeder 
Ooordinatenebene  mit  den  Flächen  der  Schaar  ein  System  confocaler 
Kegelschnitte  bildet.  In  der  Ebene  s  =  0  sind  die 
Brennpunkte  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Focalhyperbel, 
p  =  0  sind  es  die  Schnittpunkte  mit  der  FocaielHpse 
der  Ebene  x  ^0. 

Diese  Beziehungen  zur  Theorie  der  Brennpunkte  s 


a  der  Ebene 
d  ebenso  in 


i  die  Ana- 
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logie  der  Gleichungsform  der  Schaar  haben  dem  Systeme  (7)  den 
Nameu  eines  Systems  „confocaler"  oder  „homofocaler'^  Flächen  beilegen 
lassen*). 

Nach  ünsecen  allgemeinen  Sätzen  (p.  266)  gehen  durch  jeden 
Punkt  des  Raumes  drei  Flächen  des  Systems,  jede  Ebene  wird  von 
einer  Fläche  berührt;  die  Tangentenebenen  der  drei  Flächen  in  dem 
betreffenden  Punkte  sind  einander  polar  conjngirt  in  Bezug  auf  alle 
Berührangskegel,  die  vQn  dem  Punkte  an  die  Flächen  der  Schaar 
gelegt  werden  können;  unter  diesen  Kegeln  befindet  sich  auch  der 
auf  dem  imaginären  Kugelkreise  stehende:  Die  drei  Flächen,  welche 
durch  einen  ieli^^en  JPwnkt  gehen,  stehen  daher  cmf  eina/nder  senlcredit**). 
Die  .Richtigkeit  dieses  Satzes  ist  auch  leicht  direct  nachzuweisen. 
Sind  nämlich  l,  (i,  v  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

(8)  /■a)=(^^+-pä^+-/^---i)(<.'+Jx»'+ix«*+'')-i', 

so  sind  die  Gleichungen  der  drei  durch  den  Piudct  X;,,  t/^,  g^,  gehen- 
den Flächen 

*)  Dieses  System  ist  ein  bcisonderer  Fall  der  sogenannten  dreifach  ortho- 
gonalen Flächen sjateme  Dnpin'a  (Developpements  de  g&mötrie,  Paris  1813, 
p.  305 ff.),  der  auch  die  Focalkegehehnitte  als  GrenKCurven  findet  (ib.  p.  280). 
Auf  daa  System  der  confooalen  Fläche»  zweiten  Grades  wnrde  Binefc  durch  die 
Theorie  der  Trägheitsmomente  geführt  {1811,  Journal  de  l'öcole  polytechnique 
cab.  16  und  LiouTÜle's  Journal,  t.  2),  gleichzeitig  auch  auf  die  Focalcuryen.  Die 
mannigfachen  geometrischea  Beziehungen  der  letaleren  Curren  zu  den  Flächen 
des  Systems  und  dieser  Flächen  unter  sich  entwickelte  zuerst  Chaeles  und  er- 
kannte auch  die  BeiiehuDg  aura  imt^inaren  Kugelkreise  (18B7,  Aperfu  historique, 
Note  XSXl,  für  einzelne  Satae  und  allgemein  für  Rotationsflächen  ?gl.  die  Hou- 
veaux  M^moives  de  t'Academie  de  Bruxelles  t.  5,  1839);  gleichzeitig  studirten  die 
Focaleigenschaft^n  der  Flächen  aweiten  Grades  unter  anderem  Gesiohtspankte 
Mac-GuUagh  (1836,  Proceedings  of  the  E.  Irish  Aeademy,  vol.  II)  und  Laraö, 
der  aunächst  mannigfache  physikalische  Anwendungen  im  Auge  hatte  (1837, 
Liouville's  Journal,  t.  2),  Die  Focaicuryen  selbst  und  ihre  Beziehungen  zu  einer 
einzelnen  Fläche  waren  schon  früher  bekannt  (vgl.  unten).  —  Die  Behandlung 
des  confooalen  Systems  durch  seine  Gleichung  in  Ebenencoordinateu ,  die  dann 
den  Parameter  linear  enthält,  rührt  von  Plücker  her  (1846,  System  der  ana- 
lytischen Geometrie  des  Eaumes,  p.  265,  336,  331  f.),  scheint  aber  erst  durch 
Hosse's  elegante  Darstellung  allgemein  bekannt  geworden  au  sein  (Vorlesungen 
über  analytische  Geometrie  des  Baumes,  1861),  —  Jede  Gleichung  zwischen  den 
elliptischen  Coordinaten  stellt  natürlich  eine  Fläche  dar;  einige  besondere  Fälle 
find  untersucht  durch  W.  Eoberts  (Comptes  rendus  1861,  t.  53;  Grelle'«  Journal, 
Bd  6"  Annali  di  matematica  t  -i)  und  Staude  (Ueber  lineaie  Gleichungen 
jwihchen  elliptischen  Coordinaten    Iniugnraldisseitition   Leipzig  1881). 

■**)  Vgl  p  184  Ebenso  lassen  sioh  auch  indeie  allgememe  Sätze,  die 
früher  vorkamen    obeitragen    woiauf  wii  weiter  unten  auruokkommen. 
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H  +  S'  +  l  +  , 


(9) 


Die  Gleichungi 
im  Punltte  Xq, 


t  der  Tangeutenebeüen  für 
/„,  0^  sind 


die  beiden  ersten  Fläclien 


=  0 


■  ■■^»■^     4-  -..JjiJL u  -^:^ -1=0 

-^^  +  IT^-  +  ■  sV-     ~  1  =  0. 
a^  +  li  ^   i'  +  li   ^   c^  +  i^ 

Die  Bedingung  ihrer  Recht  winkligkeit: 

V_„_    ,    ._        %' _!.,._.    .^_g' ^ 

(a=  +  l)(a'  +  ^)  ^  (&^  +  !)(&'  +(i)  ^  (c"  +  l)(c'  +  (i) 
isi  identisch  erfüllt;  denn  ihre  linke  Seite,  mit  A  —  ji  multiplicirt,  ist 
gleich  der  Differenz  der  linlien  Seiten  der  beiden  ersten  Gleichungen  (8). 
Damit  ist  unser  Satz  analytisch  bewiesen,  denn  die  Differenz  A  —  ;* 
ist  immer  von  Null  verschieden. 

Letzteres  geht  aus  der  folgenden  Betrachtung  hervor,  welche 
gleichzeitig  zeigt,  dass  unsere  drei  Wurzel/n  von  (8)  stets  reell  sind 
imd  dass  von  den  Flächen  (9)  die  erste  ein  EUipsoid,  die  mveite  ein 
emschaliges,  die  dritte  ein  mieischaliges  Hyperhöloid  darstellt.  In  der 
That  ist  nach  (8) 

f{oo)  <  0  wegen  des  Gliedes  ~  A', 

f(-h')-,,'(«'-i')(:?~V)<0, 
f(  _«')_  V  (6* -<•■)(»"  ~  «■)>  0 . 

Die  Wurzeln   liegen  also  zwischen  —  a^  und  —  &%  —  b^  und  —  c^, 

—  c*  und  -f-  ao,  und  macht  man 

CO  >  A  >  ~  c^ 

(10)  -c^>fi>-fcS 

so  sind  durch  (9)  die  angegebenen  Flächen  in  der  verlangten  Reihen- 
folge   dargestellt*).     Im   Grenzfalle   rückt   der   Funkt   auf   eine   der 

*)  Vorstehender  Beweis  für  die  Realität  der  drei  WurEeln  läaat  sich  mit 
demjenigen  für  die  Bealitg.t  der  drei  Hanptoxen  (oben  p.  16S)  nach  Canohy  in 
directe  Yerbindung  bringen,  indem  die  zur  Bestiramimg-  der  Hauptasen  dienende 
Gleichung  auf  die  Form  (8)  ti'imsformirt  wird.  Vgl.  Plflcker,  a.  a,  0,  p,185  ii.333, 
und  W.  Thomson,   Cambridge  Math.  Jouin.  1845   (Gea.  Abhdlg.   Bd.  1,  p.  66). 
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Coordinatenebenea,  uüd  dann  artet  eine  der  Flächen  in  diese  doppelt 
zu  denkende  Ebene  aus.  So  vermittelt  die  Ebene  der  Focalellipse 
den  Uebergang  von  einem  sehr  platten  EHipsoide,  welches  das  Innere 
der  Ellipse  doppelt  überdeckt,  zu  einem  sehr  platten  einsehaligen 
Hyperboloide,  dessen  Erzeugende  mit  den  Tangenten  der  Focalellipse 
nahe  zusammenf allen,  und  analog  die  Ebene  der  Focalhyperbel  den 
Uebergang  von  einem  in  anderer  Richtung  sehr  platten  einschaligen 
Hyperboloide  zu  einem  zweiscbaligen  Hyperboloide. 

Mittelst  (8)  und  (9)  hatten  wir  die  drei  Flächen  bestimmt,  welche 
durch  einen  gegebenen  Funkt  gehen,  umgekehrt  kann  man  mittelst  (9) 
einen  Punkt  als  Schnittpunkt  der  drei  durch  ihn  gehenden  Flachen 
definiren,  eine  Bestimmung,  die  dann  allerdings  achtdeutig  ausführ- 
bar ist,  da  durch  (9)  nur  die  Quadrate  der  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  gegeben  sind;  wir  berechnen  diese  Quadrate  auf  folgende  Weise. 
Die  linke  Seite  von  (8)  ist,  wenn  man  t  an  Stelle  von  l  sehreibt, 
gleich  Null  für  i  =  A,  i  ==((,(  =  v;  folglich  ist  für  jeden  Werth  von  ( 


odei 


(f  -i)(t~  f.)  (t  - 


V) 


-  &',  —  oK 


(11) 


*  +  (  («"  +  ()  (6=  +  ()  (c=  +  () 

Multiplicirt   man   beiderseits   mit  den   Nennern  und  setzt  auecessivf 
»  ergeben  sieh  die  Lösungen 
„.  -f  i)  (a^  +  ft)  («=  +  -) 
(«»  -  ö')  {«^  -  CO       ' 

&=  +  X)  jb'  +  t^)  (&'  +  v) 
(ö=  _  c')  (&"  -  «0        ' 

-  (  _  „  )  (c  -  /  1 
Nich  (10)  smd  die  rechten  Seiten  alle  positi\  &o  d^ss  sich  tui  ^  i/  t 
leelle  Werthe  berechnen  lassen  7t 
ätei  versehted&taitige  Flachen  des  con 
focalen  Systems  achnejden  awÄ  daliet  in 
acht  lepUm,  Funkten  und  zwai  nach 
den  obigen  Sitzen  lechtwml  hg  \  on 
dei  gegenseitigen  Li^e  je  Ireiei  solchei 
Fl  ichen  kann  man  sich  nach  dem  Voi 
stehenden  leicht  ein  Bild  maihen^) 
vgl.  Pig.  21. 

*)  Die  Teriagshandlung  von  L.  Brill  in  Darmstadt  liefert  eine  Reihe  von 
Qjpsmodellen ,    die    anr    Veranschaulicliuiig    diefier    gegenseitigen    Beziehungen 
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In  d«r  Nähe  eines  jedeu  Punktes  verhalten  sich  die  Flächen  dem- 
nach so,  wie  die  drei  Ebenen,  welche  parallel  den  Coordinafcenebenen 
durch  ihn  gelegt  werden  können.  Benutzt  man  die  Parameter  X,  (t,  v 
zur  Festlegung  eines  Punktes  im  Räume,  so  sind  dadurch  die  eon- 
focalen  Flächen  iu  analoger  Weise  eingeführt,  wie  sonst  die  drei 
Systeme  von  Ebenen,  parallel  zu  den  Ooordinatenebenen.  Man  be- 
zeichnet daher  diese  Parameter  ebenfalls  als  „orthogonale  Coordmaten", 
speciell  ala  elliptische  Ooordinatm  wegen  ihrer  engen  Beziehung  zu 
den  Eilipsoiden.  Die  Einführung  dieser  hrummUnigen  Cooräiiwten'^) 
ist  für  gewisse  Probleme  der  mathematischen  Physik  von  der  höchsten 
Wichtigkeit;  und  in  ähnlicher  Weise  sind  andere  orthogonale  Coor- 
dinaten  zu  verwerthen,  die  dm-ch  die  Parameter  eines  „dreifach  ortho- 
gonalen Systems"  geliefert  werden.  Einige  Beispiele  dafür  werden 
wir  im  Folgenden  kennen  lernen. 

Die  eben  angewandte  Bezeichnung  der  elliptischen  Coordinaten 
als  „kmmmlinig"  ist  dadurch  zu  rechtfertigen,  dass  sich  eine  krumme 
iräumliche  Curve  (und  zwar  der  vierten  Ordnung)  ergibt,  wenn  man 
zwei  der  Parameter  l,  ji,  v  als  coustant,  den  dritten  allein  als  variabel 
betrachtet,  während  man  eine  gerade  Linie  (pai'allel  zu  einer  Äxe) 
erhält,  indem  man  zwei  der  rechtwinkligen  Coordinaten  gleich 
Constanten  setzt.  Ist  z.  B.  (i  =  C  und  *■  =  C,  so  geben  die  Glei- 
chungen (11)  die  Parameter  dar  Stellung  der  Schnittcurve  derjenigen 
beiden  Hyperboloide,  welche  durch  die  Parameter  (t  ■=  C,  v  =■  C 
zufolge  (9)  bestimmt  werden.  Die  Corve  ist  natürlich  von  der  vierten 
Ordnung;  man  erkennt  leicht,  dass  sie  aus  zwei  getrennten  Theilen 
besteht;  auf  jeder  Fläche  wird  durch  ihre  Schnittlinien  mit  den 
Flächen  der  beiden  anderen  zu  ihr  confocalen  Systeme  ein  zweifach 
orthogonales  System  von  Curveii  vieitei  Oidnun^  ausgeschnitten, 
über  dessen  Gestalt  man  sich   leicht  Kechensihatt  gibt**)     Nimmt 

dieaeu;  ^ig.  21  ist  dem  betr.  Brillschea  Catiloge  entnommen  Mit  kleinea 
Kreisen  eiiid  in  dieser  Figur  die  beiden  Punkte  bezeichiiet  m  leneu  die  obere 
horizontale  Ebene  ton  der  Focaibypeibe!  durch itOKsen  wiid  Die  inf  dem 
EUipsoide  gezeiolmeten  Cnrven  stellen  dessen  Schnitte  mit  confocalen  Hypei 
boloiden  dar. 

*)  Dieselben  sind  ron  Lame  eingeluhit  luabeBOndeie  die  elliptischen  (.oor 
dinaten  in  den  MÖmoires  des  Sayants  ötiangeis  t  5  in  den  ersten  sechs  Banden 
von  Lionville's  Journal  (vgl.  oben  die  Note  au  p  26t)  und  ib  t  8  z  i^ammenfaesend 
in  dem  Werke:  Le^ona  snr  les  coordonnöee  euivihgnes  et  lears  diverses  'iiplica 
tions,  Paris  1859.  Uebet  die  zahlreichen  Anwendungen  dei  elhptiscben  Coor 
dinaten  in.  der  mathematischen  Physik  vgl.  z.  B.  Heine  a  Handbuch  dei  Kugel- 
functionen,  2.  Aufl.  1878—81  (besonders  Bd.  2). 

**)in  Fig.  21  sind  diese  Curven  (je  aus  Ewei  getrennten  in  sich  gesehloasenen 
Zögen   bestehend)   auf  das    Ellipsoid    anfgezeicbnet.  —  Nach    dem   sogenannten 
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man  nuQ  einen  der  drei  Parameter  coastant,  so  hat  man  in  (11)  die 
Parameter  dar  Stellung  (p.  5)  einer  Flacbe  des  confocalen  Systems, 
z.  B.  des  EUipsoids 

S  +  f^  +  S-i-o, 

wenn  A  =  0  gesetzt  wird  *). 

Weitere  allgemeine  Sätze  über  unser  Flächenajstem  werden  aicli 
durch  Anwendung  der  folgenden  apecielleren  Betrachtungen  ergeben. 
Dieselben  beziehen  aich  auf  die  Fälle,  wo  die  Äxen  a,  h,  c  theilwdse 
oder  sämmtUch  einander  gleich  werden,  und  insbesondere  auf  die  ent- 
sprechenden Ausartungen  der  zagebörigen  elliptischen  Coordinaten. 
Da  wir  a>i'>c  annehmen,  können  hier  nur  drei  solche  Fälle  in 
Betracht  kommen,  nämlich: 

1.    a  =  b,  b>  c, 

II.    a>h,  b  =  c, 

m.    a^h       =c. 

Im  Falle  I  gehen  wir  von  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 

aus.    Da  v  zwischen  —  «^  und  —  V  lag,  so  wird  auch  v^  —  d^^-—P, 

also 

d^  +  V  =.  0,     ?;*  -j~  1/  =  0,    a'  —  y^  0. 

Es  war  aber  a^-\-v  stets  <a^ — V,  und  die  Summe  ^8 J"^^  +  j,a_^^ 
stets  gleich  Eins;  wir  können  folglich  beim  Grenzübergänge  setzen: 

a'-^v  a  '''  +  "  ■   3 

a^ZTi^  =  ^^^    9,     i^z:^,  =  sm^  9- 

Machen  wir  noch 

r^  =  ("' +  ^)  ("M- .") 
a'  +  h- 

so  gehen  die  GEleiehungen  (11)  über  in 

(12)  X  =  r  cos  (p,    y  =  r  sin  (p,    s^  ^=    — -  ^_  -^     ^    ■ 

lu  jeder  Meridianebene  ip  =  const.  sind  hierdurch  elliptische  Coordi- 


Dupiu'aclien  Theorem  bilden  diese  Curvem  die  „Krömmungslimea"  dei  betrat 
fenden  Fläche,  wie  wir  später  noch  näher  sehen  werden. 

*)  Diese  Parameterdarstelliing  gibt  gleichzeitig  eine  „in  den  Lleinsten  Theilen 
ähnliche  Abbildung"  der  Fläolie  auf  die  Ebene;  vgl.  Jacobi,  Voile'<ungen  ubei 
Dynamik,  herausgegeben  von  Clebsch,  p.  21611'.  —  Deberdies  geht  aus  den 
Gleichungen  (11)  hervor,  dasa  sich  die  Coordinaten  der  Punkte  einei  Einmuuive 
vierter  Ordnung  erster  Species  als  elliptische  Functionen  oiaes  Piiametcis  di 
Btelleii  lassen. 
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nateii  ^  /*  mittekt  der  für  r^  und  «^  angegebenen  Werthe  eingeführt. 
Die  Gleichung  der  Flächenschaar  wird: 

(13)  t-tf  +  Ä-l-»- 

Durch  jeden  Punkt  des  Biaumes  gehen  zwei  zu  einander  orthogonale 
Flächen  derSehaar;ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  (für  oi:>>i>—c^) 
und  ein  eiiisehaliges  Rotationsliyperboloid  (—  c^  >  ;i  >  —  a^).  Die 
Flächen  der  dritten,  zu  diesen  beiden  rechtwinkligen  Schaar  sind  durch 
die  Flächen  <p  =  const.,  also  durch  die  Meridianebeneu  gegeben;  in 
letztere  arten  die  zweiachaligen  Hyperboloide  aus. 
In  Ebenencoordinaten  lautet  die  Gleichung  (13): 

o*  («^  +  «^)  +  cä  M.^  —  1  +  A  {u'  +  «^  +  M.^)  =  0. 
Sie   liefert  für  A  =  —  c^   die  in    einen  Kreis    übergegangene  Focal- 
ellipse    der  X-Y- Ebene,    für  X'^ — «^   ein  imaginäres  Punktepaar 
auf  der  ^-Axe,  in  welches  die  imaginäre  Focalcurve  zerfallen  ist.    Die 
Focalhyperbel   hat   sjch    mf    die    doppelt   zu   zahlende   ßotationsdxe 


Man  eikennt,  dasi  äieset  Fall  mit  de^njenigm  uesentlick  identisch 
tst,  iioelcJiei  bei  deni  Systeme  gtimer  Flachen  zweiter  Kln^e  imtet  N)  6 
siiidut  unirde  (p   262  f) 

Im  Falle  II,  der  sich  auch  auf  Nr.  6  reducirt,  haben  wir  ebenso: 
ZjS  _|_  _„  =  0,     ö'  ~  c^  =  0,     c^  +  ji  ==  0; 

«/  ^  r  cos  qo,    s  =  r  sin  go; 


(14) 

(15)  ^  +  St?-i-=*^- 

Diese  Fläehenschaar  enthält  verlängerte  Botationsdlipsoide  {oo>l>—l^) 
und  sioeischalige  Uotationshyperböloide  (— &^>A>~a^);  durch  jeden 
Punkt  des  Raumes  geht  eine  Fläche  jeder  Art;  die  Ebenen  <p  =  eonat, 
geben  die  dritte  Schaar  von  Orthogonal  flächen.  Die  Foealellipse  ist 
in  die  zwei  gemeinsamen  reellen  Brennpunkte  der  Meridianellipsen 
zerfallen;  die  Focalhyperbel  ist  auf  dieselben  beiden  Punkte  reducirt. 

Im  Falle  III  ist  das  Äusgangsellipsoid  eine  Kugel,  indem  a^'=h^^c^. 
Um  den  Grenzübergang  verfolgen  zu  können,  setzen  wir 
fi}  =  K  +  £a,     &^  =  M  +  £ßi     e'^  =  X  +  £y 
und  lassen  s  unendlich  klein  werden. 

Die  Gleichung  unserer  Schaar 
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worin  kurz  A  an  Stelle  von  a -\-  X  geschrieben  ist,  liefert  sodann  die 
concentrisclien  Kugeln 

(16)  x^  +  f^z^==  L 

Lassen  wir  aber  X  unendlich  klein  werden,  indem  wir  it  =  f  fi  an- 
nehmen, so  resultirt  die  Gleichung: 

ein  System  von  Kegeln  mit  gemeinsamer  Spitze  im  Anfangspunkte 
darstellend.  Während  die  Ellipsoide  des  allgemeinen  confocalen  Systems 
in  die  Kugeln  (16)  übergehen,  haben  sich  die  beiden  Schaaren  von 
Hyperboloiden  auf  die  Kegel  (17)  zusammengezogen.  In  der  That 
gehen  zwei  reelle  Kegel  durch  jeden  Punkt;  denn  setzt  man 

/■(rt-.a^((i+rt(r+c)+9'(j'+c)(«+c)+»'(«+c)0'+rt. 

SO  ist 

/(-«  =  »' (r'-«("-«<o, 

Im  Folgenden  sei  stets 

~Y>li>  —  ß>v>  -a; 
dann  stellt  die  Gleichung 
(18)  ~^-  -  +  .-  ■;-  +  ~^-  =  0 

einen  Kegel  dar,  welcher  durch  die  Ebene  jS  ^  0  in  einem  imagi- 
nären Linienpaare  geschnitten  wird,  welcher  also  die  iT-Axe,  aber 
keine  der  beiden  anderen  Axen  umschliesst.  Analog  wird  durch  die 
Gleichung 

m  .f^  +  rf. +  ,;-.-  =  » 

ein  Kegel  gegeben,  der  in  gleicher  Weise  die  X-Ase  umschliesst. 
Diese  Kegel  vertreten  die  Stelle  der  beiden  Arten  von  Hyperboloiden 
im  allgemeinen  confocalen  Systeme;  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  in 
der  That  jeder  Kegel  (19)  von  jedem  Kegel  (18)  recktwmklig  geschnitten 
wird,  während  zwei  Kegel  desselben  Systems  sich  nicht  reell  schneiden. 
Was  aber  ist  aus  den  Focalcurven  geworden?  Die  Focalellipse  hat 
sieh  offenbar  auf  den  gemeinsamen  Kugeimittelpunkt  zusammen- 
gezogen. Die  Gleichung  in  Ebenencoordinaten  kann  nicht  zur  Unter- 
suchung der  Kegel  dienen,  also  auch  nicht  auf  diese  Grenzcurven 
führen,  wohl  aber  die  Gleichung  der  auf  den  Kegeln  durch  eine  he- 
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liebige  Ebene  ausgeaebnitteneii  Cuiven;  in  der  unendlich  fernen  Ebene 
z.  B.  erhält  man  die  Curven 

(»  +  ri  ..>  +  {ß  +  f.)v'  +  (r  +  c)  «•  -  0, 

also  eine  Schas.r  von  Kegelschnitten  mit  vier  gemeinsamen  imaginären 
Tangenten,  welche  auch  den  Kiigelkreis  berühren.  In  der  Sehaar 
gibt  es  die  drei  Punktepaare 

(20)  ((S-«),.>  +  fr-«).»>_0,     (.-«..•  +  ^-«»■^  =  0, 

Dem  entsprechend  gibt  es  in  miserer  KegeUchaai  diei  aui^gezeiihnete 
Kegel,  welche  als  Piinktgebüde  je  in  einp  Doppelebeue  aiisaiten,  als 
Enveloppen  von  Ebenen  aber  je  in  zwei  Ebenenbüachel  zeifallen 
Die  Axen  der  letzteren  sind  die  Verhindungthmen  dei  getneinsamm 
Scheitels  mit  den  FunMepaaren  (20);  sie  heissi-n  du  ,B>ennlime)i'  odtr 
„Focaüinien"  des  Systems.  Von  den  drei  Lmienpaiien  ist  i  ur  eines 
bestimmt  durch 

(21)  'J-1.   ^^i,  +  /-f-"> 

reell,  es  ist  durch  den  Grenzübergang  aus  der  reellen  Pocalhyperbel 
entstanden;  die  anderen  beiden  repräsentiren  die  imaginäre  Focaicurve 
und  die  Focalell  i  se    von  der  nur  noch  der  Mittelpunkt  reell  ist. 

Zu  den  Biennl  en  teben  die  „Kegel  eines  confomlen  System^',  wie 
wir  es  hiei  voi  1  ai  en,  in   ganz  analogen  Beziehungen,  wie  die 

confocalen  Kegelscbn  tte  zu  ihren  gemeinsamen  Brennpunkten.  Ge- 
staltlieb t  tt  1  e  ol  on  dadurch  hervor,  dass  die  beiden  reellen 
Brenulinien  von  len  Kegeln  des  Systems  (18)  in  dem  einen,  von  den 
Kegeln  (1  )  m  le  anJeren  Sinne  umschlossen  werden  und  so  den 
Uebergang  voi  e  nem  Systeme  zum  anderen  vermitteln.  Man  macht 
sich  am  E  nfachsten  e  ne  Vorstellung  von  ihrer  gegenseitigen  Lage, 
wenn  man  ilie  D  ichdringungs curven  mit  einer  concentrischen  Kugel, 
die  sogenannten  sphmibehen  Kegelschnitte,  betrachtet.  Letztere  legen 
sich  um  ihre  vier  Brennpunkte  (Schnittpunkte  der  Kugel  mit  den  Brenn- 
b'nien)  ganz  wie  confocale  Ellipsen  oder  Hyperbeln  um  ihre  beiden 
Brennpunkte,  oder  wie  die  Krümmungslinien  eines  dreiaxigen  Ellip- 
soids  um  die  vier  Nabelpuakte  des  letzteren  (vgl.  unten  p.  285).  Die 
Analogie  dieser  sphärischen  Kegelschnitte  mit  den  ebenen  Curven 
findet  ihren  Ausdruck  in  folgendem  Satze: 

FiW  jeden  Kegel  des  confocalen  Systems  ist  die  Sitmme  der  Winkel, 
welche  eme  Erseugende  desselben  mit  den  leiden  Brmmlinien  bildet,  eonstant. 

Zum  Beweise  stellen  wir  uns  umgekehrt  die  Aufgabe,  den  Ort 
einer  durch  den  Anfangspunkt   gehenden  Geraden  zu   finden,   welche 
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mit  zwei  festen  Linien  (21)  Winkel  u  utitl  w'  bildet,  deren  Summe 
u -\- ti  constant  gleich  S  ist*).  Es  sei  x,  y,  s  ein  Punkt  des  be- 
wegten Strahles  im  Abstände  r  vom  Anfangspunkte;  dann  sind 
— ,  -^i  —  die  Cosiinia  seiner  Richtungswinkel,  l'ür  die  Brcnnlinion 
seien  letztere 

cos  95,     0,     sin  ip, 
—  cos  (p,     0,     sin  ip. 
Folglieh  wird 

oder,  da  u  +  u  ==  ä: 

(cos  li .  cos  li  —  cos  8f  =  öin^  n .  siu^  js'  ■■=[\  —  eos^  li)  (1  —  cos^  tt'), 
und  nach  Auflösung  der  Klammern: 

aiu^  §  =  cos*  M  -[-  cos^  u'  —  2  cos  u  cos  u  coa  d, 
endlich  durch  Einführung  von  x,  y,  s: 

x^  (1  +  cos  ä)  (1  —  cos  5  —  2  cos^  qo)  -\-y^{l  —  cos  ö)  (1  -|-  cos  i5) 
+  s*  (1  -  cos  d)  (1  +  cos  d  -  2  sin^  9)  =  0. 
Diese  Gleichung  lässt  sieh  in  der  Form 


+  <!( 


schreiben  und  liefert  daher  unser  System  confocaler  Kegel,  sobald  wir 
d  als  Parameter  auffassen.     In  der  That  wird 

p  (cos  d  —  1)  =  ß  +  jt, 

0  (cos  d  +  cos  2ip)  =  ß  -{-  fi, 

p  (cos  d  -\-  1)  =  ;.  +  ft; 

also: 

—  9  '■^-  — -. — ,  sin   -  ■  =  ,._.., 

(jenau  dieselbe  Kegelschaar  würde  man  durch  die  Forderung i(—?s'-=const. 
erhalten;  es  würden  nur  die  beiden  Sehaaren  (18)  und  (lÖ)  mit  ein- 
ander vertauscht  erscheinen. 

Auch  zu  einer  Art  elliptischer  Baumcoordinaten  geben  unsere 
Kegel  Veranlassung;  aus  den  Gleichungen  (16),  (18)  und  (19)  er- 
gibt sich 

*)  Da  dei'  Winkel  durch  den  Logaiithmue  omes  Doppel vrihaltnisses  definiit 
werden  kann  {p.  1 13)  so  entspiioht  dei  onstanten  Summe  7weiei  Wmk  1  das 
constante  Produot  ?weiei  Diipelveihiltnissc  m  ttei  anendlich  fernen  Ebene  et 
hält  man  somit  ein  n  leicht  zu  fiimihieiiden  Satz  ubci  D  iicheihdltnisae  Kl 
zwei  Kegelschnitlien 
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^        ^  (y  _  „)  {y  _  p) 

Auf  der  Kugel  mit  dem  Radius  Yl  wird  durch  diese  Gleichungen 
eiu  orthogonales  krummliniges  Coordinatensystem  festgelegt;  die 
Schaaren  ft  =  const.  und  v  =  const.  werden  von  den  erwähnten  „con- 
focalen  sphärischen  Kegelschnitten"  gebildet,  eben  den  Durehdriugungs- 
curven  (vierter  Ordnung)  der  Kugel  mit  unseren  confocalen  Kegeln*). 
Hierbei  tnaeht  sich  eine  weitere  Ausartung  geltend,  wenn  zwei  der 
Grössen  k,  ß,  y  einander  gleich  werden.     Es  werde  ß  ^  y,  also  auch 

—  y^ll^  —  ß; 

und  entsprechend  dem  obigen  Verfahren: 
(23) 


r +  !t ,-  a  „      P  + jt 


Die  Kegel  der  Sehaar  (19)  bleiben  allein  als  solche  erhalten  und 
sind  zu  Rotationskegeln  geworden;  die  Gleichung  (18)  dagegen  gibt 
wegen  /^  +  (t  =  0,  y  -{-  ji  =^  0  mit  Rücksicht  auf  (2.3) : 

j/*  taug-  9?  —  s^  =  0, 
d.  h,   die  Kegel   (18)  zerfalleti  in  Ebenenpaare,  und   zwar  in  Paare 
von  Meridianehenen.     Macht  man  noch  l  =  r^,  so   werden   die  Glei- 
chungen (22): 

Die  Parameter  r,  v,  fp  gehen  ein  krummliniges  orthogonales  Coor- 
dinatensystem im  Räume:  )•==  const.  stellt  eine  Kugel  dar,  qD  =  const. 
eine  Meridianebene,  v  =  const.  einen  Rotationskegel.  Letzteren  kann 
man  auch  durch  den  Winkel  ^  definiren,  den  seine  Erzeugenden  mit 
der  X-Axe  machen  (d.  i,  durch  seine  halbe  Oeffnung),  indem  man  setzt 
a  +  v  „  S~\-v  -5 

— ;;— :  ^  COS'^  1^,       a_       =  ä^°     '/'■ 

*)  Die  Fooalliniea  eines  Kegels  eotdeckte  Magnus  (1826,  Gergonae's  Annalea 
t.  16,  AufgabeDsammlüDg,  Bd.  2,  p.  170),  —  Für  eingehendere  Behandlung  vgl. 
Chaslee,  Memoire  Bur  lea  ptopriötöa  gön^iales  des  cönes  du  second  degrö, 
Mouveaux  Memoirea  de  l'Acad^mie  de  ßroxellea,  t,  6, 1830  (übersetzt  ins  Englische 
von  Graves,  Dublin  1841),  ferner  Plüclier,  a.  a,  0,  p,  301  ff,,  Salmon's 
Raumgeometrie,  Kapitel  S,  und  für  den  im  Teste  ausgeführten  Grenzübergang 
Heßse'a  „Vorlesungen",  22,  Vorlesung. 
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(24) 


Eb  sind  nun  r,  g>,  ip  die  sogenannten  räumlichen  Tolwrcoordinatm.  Auf 
der  Kugel  r  ^  const.  stellt  9  =  const.  einen  Meridian  dar,  '^  ^  const. 
einen  dazu  senkrechten  ParaUelkreis. 

Das  Studium  der  confocalen  Kegel  wird  uns  sogleich  nützlich 
sein  für  gewisse  Sätze  ober  confocale  Flächen  zweiter  Ordnung. 
Wir  steilen  uns  die  Aufgabe,  tou  einem  Punkte  a;,,,  y^,  %  aus  den 
Tangentenbegel  an  die  allgemeine  Fläche  (7)  eines  confocalen  Systems 
zu  legen.  Die  Gleichung  desselben  ist  nach  unseren  allgemeinen 
Regeln  {p.  13Ö): 

-     -   ^^       _j^  ^        -  ^ 


i  + 


?."'"+ ^ 


^'+f 


;/yc 


h^  +  i, 


-^+c 


=  0. 


Die   linke  Seite    wird    eine    ganze  Function   zweiten   Urades   von   ft» 

wenn  mau  mit  dem  Producte  («^  +  (t)  {b^  -\-  /i)  (c^  +  fi)  multiplicirt, 

denn   alle  Glieder,  welche  ein  Quadrat   im   Neuner   enthalten,  oder 

welche  von  ^  unabhängig  sind,  heben   sich  in  der  Dillerenz  heraus. 

Die  Gleichuog  kann  also  in  der  Form 

(25)  0  (^)  ^  -  ]>  ■J-Q11  +  JV^  =  0 

gesehrieben  werden;  und  wir  haben  P,  Q,  B  als  Functionen  von  a;,  p,  s 

zu  berechnen.     Statt  dies  direct   zu   thim,   berechnen  wir  9  für  drei 

apecielle   Werthe  von   jt  und   haben   dann    drei  lineare   Gleichungen 

zur  Bestimmung  von  P,  0,  B. 

Durch  den  Punkt  x^,,  y^,  0^  gehen  drei  Flächen  der  Schaar  (7) 
hindurch;  die  an  sie  gelegten  Tangenteukegel  zerfallen  folglich  in 
die  betreffenden  drei,  je  doppelt  zählenden  Tangentenebenen.  Be- 
zeichnet man  also  mit  l,  m,  n  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

und  setzt  man 


+  1" 


-1  . 


.•+!-! 


"+  I 


+  -. 


S-i 


(2'),. 


[ y!k_ I ^ 


»■+1; 


;■  +  ;/ 


s+5^+.^-i=^l/(^)"+(,=^,)'+(^)' 
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so  können  §,  ijj  S  als  neue  rechtwinklige  Ooordiiiafceji  aufgefassb  werden, 
und  wir  haben: 

*(»)--(»-+ »)((.-  +  ..){«'+»)?[(;ja^+5;-,&^.+  pf^l- 

Nim  ist  nach  den  Formelu  för  elliptische  Oeordioaten : 

,.,        (.■  +  !)  (.■  +  ..)  (»■  +  .)  ,       (f +  !).(!)■ +  m)(f  +  «) 

^»  (•■-8')  (»•-«■)        •    »  (S=-t-)(S'-o-)       • 

.,        (,-  +  l,(e'  +  m)(c'  +  ,) 
(»■-0-)  (»•-»•)       ' 
und  nach  der  Theorie  der  Partialbruch-Zerlegung: 

(»■+»)(«■  +  »)  , »■  +  »l(i''  +  »l  (e- +  ■»)(»■  +  ») 

(o--|-l)(a--6')  (.' 


(»■+1)  (!.■-(!')  (S"-«') 


(t"  +  0  (e'-«')  (0--S') 


■0, 


Die  lüinaefaung  dieser  Werthe  und  der  entsprechenden  ergibt; 
O  (l)   —  —  f  ( i  —  1»)  ( ;  ^n)  —  P+  Ql  +  El', 
*  (m)  =  —  ^^  (m  ~  m)  {)M  —  l)  =  P-\-  Qm  -^  Mm', 

a>  (»)--?(«-  0  (»-'»)- -P+  «'•  +  s»'- 

Die  Elimination  von  P,  Q,  B  aus   diesen  Gleicliungen  und  aus  (25) 
führt  zu  dem  Resultate: 

l  l'  i\l  -m)(l  —  n) 
1  m  m^  jf  (ni  —  n)  (m  —  l) 
1  n  n'  S>(o--  0  (»-»•) 
1    (1    (i'  —  O 

oder  nach  Abtrennung  des  links  auftretenden  Factors  {l—m)(m—n)  {n-T}: 
4=~S'(l»-»)  fr-»)-,'fr— )  fr-0  -S^f  ~0  (("-"•). 
7»  (7m  (lurdi  die  orthogonale  SztbsUhdion  (27)  eiitgefiihrt&n  Coor- 
dinaten  ^,  r],  £  «'s*  folglich  die   GMchung  der  vom  Funkte  a;^,  y„,  s^ 
aus  an  die  Flächm  (7)  su  legendem.  Tangentenkegel: 

Verfolgen  wir  insbesondere  die  Bedeutung  der  Brennlinien,  Drei 
Kegel  arten,  als  Punktgebilde  betrachtet,  in  Doppelebenen  aus;  die 
Tangentialebenen  dieser  Kegel  müssen  dabei  die  Eigenschaft  behalten, 
dass  sie  alle  eine  bestimmte  Fläche  der  confocalen  Schaar  berühren; 
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die  Doppelebenen  sind  die  Tangentialebenen  der  drei  Flächen,  welche 
durch  den  Punkt  gehen;  jede  schneidet  also  die  von  ihr  berührte 
l'läche  in  einem  Linienpaare;  dann  hat  aber  jede  Ebene,  welche  durch 
eine  Linie  des  Paares  gelegt  wird,  die  Eigenschaft,  eben  dieselbe 
Fläche  zu  berühren.  Die  drei  ausgearteten  Kegel  zerfallen  daher, 
betrachtet  als  Enveloppen  von  Ebenen,  in  die  drei  Paare  von  Ebenen- 
büsebeln,  deren  Äxen  mit  den  Erneugenden  derjenigen  Flächen  iden- 
tisch sind,  welche  durch  unseren  Funkt  gehen;  diese  Axen  sind  gleich- 
aeitig  die  Brennlinien  des  Systems  (28).  Insbesondere  smd  die  reellen 
Brermlinien  der  Kegelschaar  (28)  zwei  Erzeigende  des  in  der  Schaar 
(7)  enthaltenm  einschaligen  Hyperboloids,  auf  dessen  öberftäcJte  die 
Spitse  des  Kegels  liegt.  Wir  können  hiernach  sofort  folgende  Sätze 
aussprechen: 

Die  reellen  Erzeugenden  aller  einschaligen  Hyperboloide  unserer 
eonfocalen  Schaar  sind  zugleich  die  reellen  Brennlinien  aller  Tan- 
gentenkegel, die  an  die  Flächen  der  Schaar  gelegt  werden  können. 

Durch  die  beiden  reellen  Focalcurven  kann  man  von  jedem  Punkte 
des  Raumes  aus  zwei  einander  confocale  Kegel  legen,  deren  reelle  Brenn- 
Hnien  Erzeugende  des  durch  den  Punkt  gehenden  Hyperboloids  sind.  — 

Wie  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  Tangentenkegel  an 
die  Flächen  der  Schaar  (7)  gelegt  haben,  so  können  wir  weiter  von 
einem  beliebigen  anderen  Punkte  ^^,  tj^,  g^  aus  alle  möglichen  Tan- 
geutenebenen  an  die  Kegel  der  Schaar  (27)  legen;  diese  Ebenen 
bilden  dann  einen  Büschel,  dessen  Axe  durch  die  gemeinsame  Spitze 
der  Kegel  hindurchgeht.  Das  Paar  von  Tangentenebenen,  welche 
der  Kegel  (28)  durch  den  Punkt  ^,  %,  £;  schickt,  wird  als  zer- 
fallender Kegel  durch  die  Gleichung 

dargestellt  (p.  135).  Multiplicirt  man  mit  {l  —  (ij  (m  —  fi)  («  — (t), 
so  bleibt  ein  in  (i  linearer  Ausdruck,  da  sich  alle  höheren  Glieder 
forüieben;  das  Product  ist  daher  von  der  Form  P-f-  (t  i^.  Nun  wird 
der  gegebene  Ausdruck  ein  vollständiges  Quadrat  für  die  beiden 
W'erthe  ft^,  ^,  deren  entsprechende  Kegel  durch  den  Punkt  ^ß,  ij^,  §o 
selbst  hindurch  gehen;  es  ist  daher 

P+ce-  -('-ft)(«-ft)(»-c.)  (,i^,;  +  i£?,,  +  ü^)'-*-'. 
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und  folglich 


F+f^Q- 


^  E^'  (f.,-^t)H-£V  il^-li,) , 


Die  gemtMeit  Ebenenpaate  bilden  "ionut  eine  Inoolvtton,  der/rt  Doppel- 
ten die  Tanqentialcbenen  det  heid'n  dinch  den  Tunkt  %^   %    in  selbst 
i  Kegel  sM(rf 

Unter  diesen  Paaien  ist  ■äuch  eines,  wekhes  deu  Kugelkieis  beiuhit, 
denn  einer  von  den  Kegeln  stellt  aut  dem  imagmdien  Kugelkieise, 
auch  dieses  Paai  ist  haimonisch  zu  Ej  =  0  und  £_  =  0  Die  beiden 
durch  einen  Tunkt  des  JSauntts  gehenden  Aeqel  schneule»  '^uh  dah&i 
rechtwvnldig ,  wa=!  nah  auch  sonst  öchon  beKanut  ist  Die  Ebenen 
El  ^  0,  j?3  ■=  0  halbiren  demmch  die  von  den  Ebenen  irgend  emeb 
Paares  eingeschlossenen  Winkel,  und  es  folgt  Legt  man  durch  einen 
Punkt  an  zwei  confocale  Kegel  die  beiden  Paare  von  Tangenten- 
ebenen, so  bilden  die  Ebenen  des  einen  Paares  mit  denen  des  an- 
deren gleiche  Winkel;  in^sondere  bilden  die  Ebenen  jeden  Paares 
gleiche   Winkel  mit  deit  durcft  die  Breimlinien  gelegten  Ebenen. 

Diese  Sätze  lassen  sich  auf  die  Flächen  des  confoealen  Systems 
(7)  abertragen.  Um  an  sie  durch  eine  gegebene  Gerade  alle  Tan- 
gentialebenen zu  legen,  constmiren  wir  erst  alle  Beruh rnugskegel, 
die  von  einem  Punkte  der  Geraden  ausgehen  uud  suchen  die  Tan- 
gentenebenen, welche  diese  durch  einen  anderen  Punkt  der  Geraden 
hindurchschieken.  Zwei  der  Kegel  gehen  durch  die  Gerade  seihst 
hindurch,  sie  berühren  also  zwei  Flächen,  welche  ihrerseits  von  der 
Geraden  (als  Erzeugenden  eines  Tangentenkegels)  berührt  werden. 
So  folgt  wieder  der  bereits  bekannte  Satz:  Jede  Gerade  ivird  von 
Bivei  Flächeil  des  confoealen  Systems  berührt,  und  die  Tangentenebenen 
derselben  in  dei%  Berührungspunlcten  stehen  auf  einander  senkrecht;  und 
weiter:  Die  Paare  von  Tangentenebenen,  welche  zwei  Flächen  eines 
confoealen  Systems  durch  eine  beliebige  Gerade  schicken   bilden  <fegen 
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Ebej ei    wU    d     1  ei     il  bg  Oet    l  gl  dnieFl   }        effet 
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werdm  J^öniten.  Wählt  man  eine  Fläche  aus,  welche  selbst  Ton  der 
betreffenden  Geraden  berührt  wird,  so  fallen  beide  Tangentialebenen 
in  eine  zusammen,  and  es  ergibt  sich:  Jedes  Paar  von  Tangenten- 
ebenen,  das  eine  Fläche  des  confocaleth  Systems  heruhrt,  Mdet  gleiche 
WinM  mit  der  Tangentenebene  jeder  der  beideit  Flächen,  welche  die.  Ge- 
rade berühren;  es  ist  dies  in  Uebereinstimmung  mit  dem  entsprechen- 
den Satze  bei  confocalen  Kegeln. 

Wir  fragen  weiter  nach  den  Hotationskegekt,  die  in  dem  Systeme 
(27)  vorkommen. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Wurzeln  l,  in,  n  der  Gleichung  (26} 
der  Grösse  nach  geordnet  seien,  so  ist 

J  >  —  c^  >  m  >  —  ly'  >  n  >  ~  d?. 
Dieselben  können  also  nur  paarweise  einander  gleich  werden,  wenu 

oder  wenn 

Es  treten  folglich  Rotationskßgel  nur  für  solche  Spitzen  x^,  y^,  z^ 
auf,  fiir  welche  (26)  eine  Doppelwnrzel  hat,  d.  h.  für  Punkte  der 
Pocalcurven:  JV«?-  für  Pwiiitfe  der  Focalmrmn,  mrd  fiir  diese  immer, 
besteht  das  System  von  TangentiaVcegel/n  aus  BotaHonskegeln. 

Dass  dies  so  sein  muss,  lässt  sich  auch  geometrisch  erkennen, 
wenn  man  beachtet,  dass  die  Hauptaxen  der  Kegel  (28),  d.  h,  die 
Schnittlinien  der  Ebenen  g  =  0,  ij  =  0,  g  ■=  0,  nichts  anderes  sind, 
als  die  Normalen  der  drei  durch  die  Spitze  gehenden  Flächen  (7), 
d,  h.  die  Lothe,  welche  man  auf  den  Tangen tenebenen  dieser  Flächen 
in  ihren  Berührungspunkten  errichten  kann.  Zieht  sieh  nun  die 
Fläche  auf  eine  Curve  (Foealellipse  oder  Focalhyperbel)  zusammen,  so 
werden  die  Normalen  derselben  unbestimmt,  müssen  jedoch  senkrecht 


Bolclier  won  Quetelet  gefunden  (18S0,  Noaveaus  M^moirea  de  l'Äcadömie  de 
Brnselles,  t.  3  und  Correspondiince  mathömatique,  t.  3),  vgl.  Morton,  Tianeac- 
tions  of  the  Cambridge  pWlosophical  Society,  toI  3  und  Demonferrand,  Bul- 
letin de  la  Sociötö  philomaticiue,  anaea  1826.  Dupin  untersacMe  die  FocalcurTen 
in  gleichem  Sinne ,  ausserdem  als  Orte  der  Mittelpunkte  derjenigen  Kugeln, 
welche  drei  gegebene  Kuge]n  berühren  (Correspondance  aur  l'öcole  poljtecbniqne, 
t.  1  et  2;  -vgl.  ferner  Binet,  a,  a.  0.).  Steiner  fand  eine  der  beiden  Foeal- 
linien  als  Ort  der  Spitzen  der  den  confocalen  Flächen  umgeschriebenen  Rotations- 
kegel (1826,  Crelle's  Journal  Bd.  1;  Gesammelte  Werke  Bei.  I,  p.  II}  und 
eitannto  ihre  Beziehung  zn  den  Nabelpankten ;  Chasles  entwickelte  a.  a.  0. 
die  Theorie  vollständig,  ebenso  Plücker  a.  a.  0.;  vgl.  auch  Salmon's  Baum- 
geometrie.  —  Obige  Sätae  über  die  durch  einen  Punkt  gehenden  berührenden 
Kegel  gab  Jaeobi,  Crelle's  Journal  Bd.  12,  1834. 
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zur  Curve  bleiben.  Hietaus  folgt  gleichzeitig,  dass  die  Axe  der  ent- 
stehenden Hotationsfläche  mit  der  Tangente  der  betrefl'enden  Focal- 
curve  zusammenfallen  muss.  In  der  That  ist  z.  B.  für  einen  Punkt 
der  Focalellipse 

(29)  ^V  +  wtT^  -1=0,     2.  =  0; 

und  die  Gleichung  der  von  ihm  ausgehenden  Berührungskegel  ist 
nach  (28): 

(30)  t!+^-j-  -^—  =  0, 

wobei  n  sich  leicht  als  rationale  einfache  Wiirzel  von  (26)  ergibt: 

w  =  3^0^  +  Vo^  —  a^  —  h^  +  cl*) 
Allerdings  ist  zu  bemerken,  dass  unsere  Kegel gleichung  zunächst 
keine  Bedeutung  mehr  hat  (wie  dies  bei  den  Rotationsflächen  immer 
eintrat);  denn  für  l  =  m  verliert  unsere  Transformation  (27)  ihren 
Sinn,  indem  ^  =  rj  wird.  Zunächst  ist  also  nur  die  Ebene  £  =  0 
festgelegt,  nämlich  nach  (27): 

a^a^c       1       m, 1   _  n. 


diese  Ebene  steht  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Focalellipse  im 
Punkte  Xq,  jf„,  0;  denn  man  hat  identisch  durch  Subtraction  von  (27), 
worin  ^„  =  0  zu  nehmen  und  l  durch  n  zu  ersetzen  ist,  und  (29): 

=  0. 


lu  der  Ebene  £=0  wird  man  zwei  beliebige,  zu  einander  senkrechte 
Gerade  als  Linien  ^  =  0  und  j;  ^  0  einführen  müssen,  um  ao  in 
gültiger  Weise  wieder  auf  (30)  zu  kommen. 

In  die  ßotationsaxe  |  =  0,  ij  =  0  sind  die  beiden  Brennlinien 
der  Kegel  zusammengefallen,  und  ebenso  die  beiden  Erzeugenden  des 
ausgearteten  einsehaligen  Hyperboloids;  denn  beim  Grenz  üb  er  gange 
gehen  die  geraden  Linien  des  letzteren  über  in  die  Tangenten  der 
Focalellipse,  die  Fläche  selbst  überdeckt  doppelt  das  Aeuasere  dieser 
Ellipse,  so  dass  der  Satz  erhalten  bleibt,  nach  welchem  zwei  reelle 
Erzeugende  durch  jeden  Punkt  des  Hypeiboloids  gehen;  letzteres  ist 
als  ein  Hyperboloid  mit  Asjmptotenkegel  von  sehr  grosser  Oelfmmg 
zu  denken,  deren  Winkel  in  der  Grenze  selbst  gleich  180"  wird.  Die 
Punkte  Jm  Inneren  der  Ellipse  dagegen  s>md  nicht  als  zum  Hyper- 
boloide   gehörig    zu    betrachten;    sie    stellen    uns   vielmehr,    doppelt 

*)  Diese  (dritte)  einfache  Wnrael  bestimmt  das  dui'ch  den  Pnnljt  geliende 
/weisclialige  Hyperboloid. 
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zälilend,  das  Ellipsoid  grösster  Abplattimg  in  unserem  confocaleu 
Systeme  dar.  In  analoger  Weise  Termittelt  die  Focalhjperbel  den 
Uebergaug  Tom  einschaligen  zum  zweischaligen  Hyperboloide  (vgl. 
p.  270  f.). 

Vorstehende  Betrachtung  erlaubt  uns,  fü/r  jede  gegebene  Mittel- 
punktsfläche alle  Hir  timgeschrieimten  Rotationskegel  anzugehen.  Es  gibt 
für  jede  Fläche  drei  Systeme  von  je  einfach  unendlich  vielen  solchen 
Kegeln,  entsprechend  den  drei  Pocalcurven;  eines  dieser  Systeme  ist 
gleichzeitig  mit  der  Pocalcurve  der  3r-2'-Ebene  sicher  imaginär. 
Beim  Ellipsoide  liegt  ferner  die  Focalellipse  (29)  ganz  im  Inneren; 
von  ihr  aus  sind  also  keine  reellen  Tangentenkegel  möglieb.  Die 
Pocalhyperbel  liegt  theilweise  innerhalb,  theilweise  ausserhalb  der 
Fläche.  Die  vier  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  der  Hyperbel  be- 
stimmen sich  aus  den  drei  Gleichungen 

nämlich 

^_+-)/Eia5!EI5,   .--i--)/rTg3B 

Sie  sind  hiernach  nur  für  das  Ellipsoid  leell  und  idenUs<-h  mit  den 
Nabelpimhfeii  {p.  189).  In  einem  solchen  Punkte  selbst  aitet  dei  Kegel 
in  die  doppelt  zu  zählende  Tangentenebene  aus  Dieses  Resultat 
war  vorauszusehen,  denn  die  Berübrungscurve  für  jeden  Kegel  ist 
ein  Kreis,  d,  h.  einer  der  früher  bestimmten  Kreisschnitte  der  Fläche, 
wodurch  der  innige  Zusammenbang  zwischen  dem  Probleme  der  um- 
geschriebenen ßotatiouskegel  und  der  Kreisschnitte  klar  gelegt  wird 
(vgl.  p.  187  ff.).  Nun  war  die  Ebene  der  Focalhyperbel  als  Grenzfläche 
eines  einschaligen  Hyperboloids  aufzufassen,  und  zwar  derjenige  Theil 
der  Ebene,  welcher  die  reellen  Tangenten  der 
Focalhyperbel  enthält.  Alle  einschaligen  Hyper- 
boloide des  Systems  umschliessen  daher  die  Focal- 
hyperbel, ihre  Schnittcurven  mit  einem  eonfocslen  t 
Ellipsoide  legen  sich  folglich  um  die  Nabelpunkte 
des  letzteren  herum,  wie  die  eonfocalen  Ellipsen 
der    Ebene    um    ihre    gemeinsamen    Brennpunkte  Pig-  ss. 

(vgl.  Fig.  22). 

Beim  Ellipsoide  liegen  Itiemadi  die  Spitsen  der  umgeschriebenen 
reellen  Sotationskegel  auf  den  ausserhalb  des  EUipsoids  sieh  erstreckenden 
Zweigen  der  Foaühyper'bel  und  heriih/ren  die  Fläche  in  den  beidm  reellen 
Schaaren  von  Kreisschnitten. 

Bei   dem  einschaligen  Hyperboloide   liegt   die  Focalellipse  ganii 
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ianerlialb  desjenigen  ßaumtheiles,  von  dessen  Punkten  aus  keine  reellen 
Tangentenkegel  möglich  sind,  während  von  jedem  Punkte  der  Focal- 
hyperbel  ein  solcher  Kegel  ausgeht.  In  der  That  wird  die  Flüche 
von  der  Hyperbel  nirgends  durchsetzt,  sie  hat  keine  reellen  Nabel- 
punkte, so  dass  der  Umriss  des  geraäliniffen  Hyperboloids,  gesehen  von 
irgend  einem  Funkte  der  Focalhyperiel  am,  sieh  als  Kreis  darstellt. 
Das  zweischalige  Hyperboloid  hat  die  beiden  reellen  Nabelpunkte 


(31)    .^±]/^fi^ 


-c^) 


=  + 


y^±.ii^ 


-c«) 


in  welchen  die  Focalellipse  durch  die  Fläche  hindurchgeht,  während 
die  Focalhyperbel  ganz  innerhalb  der  Fläche 
liegt.  Um  die  beiden  Nabelpunkte  legen  sich 
daher  wieder  die  Schnittcurven  des  zweischaligen 
Hyperboloids  mit  den  confocalen  EUipsoiden 
einerseits,  mit  den  confocalen  einscbaligen  Hyper- 
boloiden andererseits  herum;  vgl.  Fig.  23*),  Die 
Spitzen  der  reellen  umgescfmebenen  IBotationskegel 
liegen  daher  <mf  defnjemgen  beiden  Jischnitt&i 
der  Focaiellipse,  welche  dwch  die  FaiJite  (31) 
'^'    ■  begrenzt   mid   von   der  grossen  Axe  der  Ellipse 

nicht  getroffen  werden;  von  diesen  Funkten  ans  gesehen,  erscheint  der 

ümriss  der  Oberfläche  als  Kreis. 


Während  alle  Brennlinien  der  berührenden  Kegelsysteme  eine 
Congruenz  bildeten,  erfüllen  die  Normalen  der  confocalen  Flächen 
zweiten  Grades  eine  sehr  viel  höhere  Mannigfaltigkeit:  Die  Qesammlh 
heit  der  Normalen,  welche  in  jedem  PtinMe  auf  den  drei  durch  ihn 
gehenden  Fläzten  errichtet  tcerdeii  können,  gehm~en  einem  besonders  ein- 
fachen Complexe  zweiten  Oi-ades  an. 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  einer  Fläche  (7)  im  Punkte 
X,  y,  8  ist  nämlich 


7>^-f, 


+  7» 


+  ^ 


--1=0. 


Ein   Punkt  X,   Y,  Z  der  Normalen  ist  also  in  seiner  Abhängigkeit 
von  einem  Parameter  e  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

*)  Üieae  Figur  stellt  ein  Modell  aus  der  mehrfach  orwähütcii  BriH'schen 
Sammlniig  dai'  (p.  271).  Die  beiden  Schalen  des  Hyperboloids  sind  diircli  Stäbe  rait 
einander  verbunden. 
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(32)  ^-S  +  T^. 

Hiernach  sind  die  Plücker'scben  Linieucoordinaten  (vgl.  p.  43)  einer 
soiehen  Normalen  leicht  anzugeben,  nämlich: 

«9  —  y  — !/  — TTT— ,     »«  — gX  — aii?— ,  ,"''''7,°''   ,, 

(»■  +  (•)  (»"  +  (•)' 
nnd  hieraus  ergihb  sich; 


'''""(""  +  l')(»"  +  rt  («"  +  (•)' 

oder  einfach: 

pTf.qx:  rp  =  6^  —  c^  zi?  ~  a^ :  a^  —  6^ 
Die  zwischen   den  Coordinaben   einer  Normalen  bestehende  Relation 
kann  demnach  in  den  drei  Formen 

tnQi'  ~  e')—pi(e'  —  a"), 
(33)  p!c(a'—h')~rf(h'~c'), 

geschrieben  werden;    und   von   diesen   ist  die    dritte    eine   Folge   der 
beiden  ersten,  die  zweite  ihrerseits  vermöge  der  Identität 

^JT  +  (2«  +  rp  =  0 
ciuo  Folge  der  ersten.  Die  GesammiheÜ  der  Normalen  unseres  con- 
focalen  Systems  hildm  daher  einen  Complex  zweiten  Grades,  der  durch 
irgend  eine  der  Oleidningen  (33)  dargestellt  wird.  Hiermit  ist  aus- 
gesprochen, dass  alle  Normalen,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehen,  einen  Kege!  zweiter  Ordnung  bilden*),  und  dass  alle  Normalen, 
welche  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen,  einen  Kegelschnitt  umhüllen. 


*)  Die  Gleichung  desselben  wurde  von  Ampere  aufgestellt:    Mömoiree  de 
l'Acatl^mie  des  Sciences  de  Paris,  t,  5,  1821 — 22.  —  Der  Normaleacomples,  dessen 
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Der  so  gefaßclene  Compiex  kann  durch  eine  aadere  Eigenschaft 
definirt  werden,  die  von  den  confocalen  Flachen  ganz  unabhängig 
ist,  Suchen  wir  das  Doppelverhältniss  der  drei  Schnittpunkte  einer 
Normalen  mit  den  Coordiuatenehenen  und  eines  vierten  heliebigen 
Punktes,  der  nach  (32)  durch  den  Parameter  0  gegeben  wird.  Die 
drei  Schnittpunkte  sind  durch  die  Wecthe 

«,---(«■  +  (.),     »,--(!/  +  /.),     «,  =  -(«'  +  (.) 
charakteriairt;  folglich  ist  das  Doppelverhiiltniss  gleich 
a^    -  c,     e^-^    _  e'-a^    ^^  +  f^  + -^ 
-r,~ff    -  a,   -al         c^-  ^  V-  '  a^  Jr  t"  +  "' 
Lassen   wir  nun  <?  unendlich   gross  werden,  d.  h,  den  vierten  Punkt 
ins  Unendliche  rücken,  so  wird  dieser  Werth  ganz  unabhängig  von  ji, 
und  zwar  conatant 


Das  Doppelt ohcdtinss  det  me»  Pimlie,  ii  denm  MHWje  \oniiakti 
die  drei  Hauptehmen  und  die  mtendhcli  fetne  Firne  bclmeidm  ibt  also 
comtant.  Denken  wii  die  unendlich  feine  Eb^ne  duich  eine  beliebige 
Ebene  des  Raumes  eiietzt,  bo  haben  wn  gleichzeitig  den  folgenden 
allgemeinen  Satz  bewiesen 

Die  Gesamitilheit  dm  Gnaden  welche  die  Eienen  eines  Tetiaidms 
nach  constofitem  Doppelvejhaltmsse  schneiden,  hdätn  einen  btsondmcn 
Complex  gweitm  Grades*). 

Wegen  dieser  Beziehung  zu  einem  Tetraeder  wird  der  Complex  (33) 
als  Tei^aeäralcomplex  bezeichnet;  da  seine  Eigenschaften  zuerst  von 
Reye  rein  geometrisch  erforscht  wurden,  heisst  er  auch  der  B,eye'sche 
Complex.  Wir  werden  später  Gelegenheit  haben,  uns  näher  mit  dem- 
selben zu  beschäftigen. 

Bei  Betrachtung  der  Normalen  einer  Fläche  drängt  sich  natur- 
gemäss  die  Frage  anf,  wie  viele  derselben  durch  einen  Punkt  gehen. 
Sind  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  eines  beliebig  gegebenen  Punktes,  und 
X,  y,  s  diejenigen  des  Fusspunktes  der  Normalen,  so  ist  nach  (32) 

Eigenschaften  im  Wesentlichen  schon  von  Binet  und  Chasles  a.  a.  O.  ange- 
geben wuiden,  ist  in  projectiviechem  Sinne  identiecli  mit  demjenigen  Complexe, 
welchen  man  durch  die  Vevbindungalinien  entsprechender  Funkte  in  coUineareu 
räumlichen  Systemen  erh&lt  (Reye,  Geometrie  der  Lage,  2.  Abth.  1867),  und 
dem  wir  noch  wiederholt  begegnen  werden.  —  Einen  epeciellen  Fall  dieses 
Complexes  hätten  wir  oben  bei  den  Curven  dritter  Ordnung  (p.  342). 
*)  Vgl.   H,  Muller,  Math.  Ännaleu,  Bd.  1,  1869. 
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diese  Werbhe,   in   die  Gleichung   der  Flüche  mit  dem   Parameter  jt 
eingesetzt,  ergehen  für  6  eine  Gleichung  sechsten  Grades: 

(ffl«  +  o  +  fi)^  t"  Co'  +  0  +  /x)'  "T"  (c'  +  c  +  f.)^ 

Durch  einen  beliebig  gegebme)i  Punkt  gehen  also  sechs  gerade  Linien, 
weldte  auf  einer  gegebmeii  Mittelpunktsflädie  sweiter  Ordnung  smlcrecJd 
stehen. 

Diese  sechs  Linien  liegen  natiii-lich  auf  dem  durch  den  gegebenen 
Punkt  bestimmten  Kegel  unseres  Normalencomplexes;  ein  Satz,  der 
keineswegs  selbstverständlich  ist,  da  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  schon 
durch  fünf  seiner  Erzeugenden  voliständig  bestimmt  wird.  An  das 
hiermit  berührte  Normalenproblem  lassen  sich  eine  Reihe  weiterer 
Untersuchungen  anknüpfen;  doch  sind  für  eine  elegante  Darstellung 
derselben  die  Methoden  der  Invariautentheorie  erforderlich*);  wir 
kommen  daher  erst  später  auf  das  Problem  zurück. 


XIV.  Verallgemeiaerimg  der  elliptisehea  Coordlaaten.  —  Krümmung's- 
curven  und  geodätische  Linien. 

Schon  beim  Systeme  confocaler  Kegel,  d.  h.  bei  Benutzung  von 
drei  homogenen  Coordinaten,  haben  wir  eine  Ai't  von  elliptischen 
Coordinaten  kennen  gelernt  die  wesentlich  symmetrischer  eingeführt 
wurde,  als  es  bei  der  dualistisch  entsprechenden  Aufgabe  der  ebenen 
Geometrie,  d  h  bei  dtn  confocalen  Kegelschnitten  geschah.  In  älm- 
licher  Weise  Ldinii  im  Baume  grössere  Symmetrie  erreicht  werden, 
indem  man  "jicb  von  dei  fpeLieilon  Beziehung  unserer  confoeaien 
Flächenschaai  zum  ima,gini,ren  Kugelkreise  frei  macht  und  eine  be- 
liebige Schaar  von  Flächen  zweiter  Klasse  mit  gemeinsamer  Deve- 
loppablen  betrachtet. 

Wir  legen  das  der  Schaar  gemeinsame  Polai-tetraeder  zu  Grunde, 
d.  h.  wir  nehmen  ihre  Gleichung  in  der  Form 
(1 )  F  +  AcD  =  («,  4-  fyi/-  +  («,  +  A)< 

+  (%  +  ^W  +  («4  +  ^W  =  0 
an,  oder  in  Punktcoordinaten; 

'■)  Vgl,  Cleljscli,  Ueber  das  Prolilem  dor  Normalen  bei  Curvea  und  Ober- 
flächen der  zweiten  Ordnung,  Crelle'e  Journal,  Bd,  62,  1S63,  und  .Toacliiiiis 
thal,  Crelle'B  Journal,  Bd.  26. 
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Dun  drei  Flächen  (1),  welche  durch  den  Punkt  x  gehen,  mögen  die 
Parameter  l^,  X^,  Aj  Kukommen,  so  dass  insbesondere: 

«7T17  +  ^^  +  .TTT  +  ^  -  »■ 
(3)  w+lk+üfh  +  '^  +  ^+K-''' 

Aus  diesen  drei  liiieare]i  Gleichungen  ergeben  sich  die  Verhältnisse  der 
Grössen  Xi^  nach  den  Regeln  der  Determinantentheorie,  wenn  man 
nicht  wieder  die  hier  übersielitlieliere  Methode  der  Partialbcuchzer- 
legung  anwenden  will,  deren  wir  uua  früher  (p.  271)  bedienten,  und 
die  bei  den  folgenden  weniger  symmetrischen  Fällen  wesentlich  iiber- 
aichtlicher  ist.     Wir  finden: 

fX,'  -       (.,  -  «,)  (..  ~  a.)  (».  -  „,)  (.,  +  !.,)  («,  +  i,)  («,  +  i,), 
„X,'~-  («,  -  «,)  («,  -  «,)  («,  -  «,)  {.,  +  J.)  («,  +  «  {a,  +  J.), 

^  %  V  -     K  -  «.)  («■  -  «.)  («<  -  «J  («.  +  »■)  («.  +  iJ  («.  +  « , 
p«/ = -  (»,  -  «,)  («,  -  «.)  (»,  -  «,)  fe  +  J,)  K  +  !■.)  K  + ».); 

und  hiermit  sind  unsere  verallgemeinerten  „homogmtm  eUipfiscken 
Coordmaten"  eingeführt.  Um  zu  den  früheren  Coordinaten  dieser 
Art  z.urückzukehrenj  haben  wir  die  Gleichung  des  imaginären  Kugel- 
kreises in  der  Form 

^  =  F-a,<^  =  {a,-  a,W  +  i<^^  -  ^d<  +  (%  "  0%'  =  0 
adzunehmen;  es  wird  dann 

«JF  +  i*)  —  («,  +  l.)F  -■-  ;.¥; 
mau  hat  also  zu  setzen: 

um  dann  die  Gleichung  (2)  in  der  früheren  Form  zu  erhalten: 

=  0; 

in  der  That  gehen  auch  die  Gleichungen  (4)  in  die  betreffenden  früheren 
über  (p.  271),  falls  man  nocli  mit  X,  fi,  v  diejenigen  Werthe  von  ^ 
bezeichnet,  welche  bez.  den  Werthen  k^,  X^,  %^  von  k  entsprechen. 
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Die  elliptiscliea  Coordinaten  finden  besonders  dann  Anwendung, 
wenn  es  sich  um  die  Geometrie  auf  einer  der  Flachen  dea  confocalen 
Syatema  handelt;  da  nämlich  die  Gleichung  einer  solchen  von  der 
Form  A;  =  Const.  wird,  so  hat  man  bei  derartigen  Aufgaben  nur 
noch  mit  swei  Variabein  zu  operiren,  was  meistens  eine  wesentliche 
Vereinfachung  bedingt.  Ein  derartiges  Problem  soll  hier  behandelt 
werden. 

Zuvor  beschäftigen  wir  uns  mit  einer  anderen  dabei  zu  benutzen- 
den Differential-Aufgabe.  Auf  einer  Fläche  f{x^y  x^,  %,  3:4)  =  0  werde 
ein  System  von  Curven  durch  folgende  Forder'mg  definirt.  In  zwei 
uu endlich  benachbarten  Punkten  einer  Curv^  construire  man  die 
Tangentialebenen  der  Fläche  f=0;  man  suche  femer  die  (einander 
ebenfalls  unendlich  benachbarten)  Pole  dieser  Ebenea  in  Bezug  auf 
eine  Flache  zweiter  Klasse,  etwa  in  Bezug  auf  obige  Fläche  <t)  =  0; 
mit  diesen  Polen  verbinde  man  bez.  die  beiden  betrachteten  Curven- 
punkte;  es  wird  gefordert,  dass  diese  beiden  Verbindungslinien  sich 
schneiden.  Ersetzt  man  insbesondere  0  =  0  durch  den  imaginären 
Kugelkreia  V  =  0,  so  gehen  die  beiden  Verbindungslinien  in  die 
Normalen  der  beiden  Tangentialebenen  über;  die  Curven  dea  so  defi- 
nirten  Systems  sind  danu  bekanntlich  die  Krümmut^scurven*)  der 
Fläche  f=0.  In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  unsere  Fläche  0  =  0 
als  „Fundamentalfläcbe"  benutzt  wird,  wollen  wir  daher  jene  Ver- 
bindungslinien als  verallgemeinerte  Normalem  und  die  entstehenden 
Curven  als  verallgemeinerte  Krümmungslinien  bezeichnen.  Die  letzteren 
sind  somit  auf /'^O  dadurch  definirt,  dass  die  verallgemeinerten  Nor- 
malen der  Tangentialebenen  ihrer  Tivr^te  eine  cä)mckelbare  Fläche  "bilden. 
Ihre  Differentialgleichung  erhält  man  in  folgender  Weise.  Um  uns 
dabei  nicht  auf  Flächen  aweiten  Grades  beschränken  zu  müssen, 
nehmen  wir  für  einen  Augenblick  als  bekannt  an,  dass  die  Gleichung 
der  Tangenten  ebene  eines  Punktes  x  von  f{x)  =  0,  geschrieben  in 
Variabein  X;,  durch 


^)  Die  Krümmungsliüien  wurden  so  von  Monge  definirt  (Application 
d'analyae  ä  la  geometrie,  Paris  1795)  und  auf  den  Flachen  zweiter  Ordnung  be- 
stimmt. Dasa  sie  durch  die  confocalen  Flächen  ausgesehnitteu  werden,  folgt 
auch  anB  dem  Dupin'schen  Theoreme  (vgl,  oben  die  2*^  Note  za  p.  27S).  —  ÜfEen- 
bar  ist  eine  „verallgemeinerte"  Krümm ungalinie  aiif  jeder  Fläche  sofort  bekannt, 
namlitoh  die  Curve,  ^ngs  weicher  die  F^che  von  der  ihr  imd  der  Fläche  0  =  0 
gleichzeitig  timgesehriehenen  developpablen  Fläche  berührt  wirdj  denn  jede  Er- 
zeugende der  letateren  ist  hier  zngleich  verallgemeinerte  Normale.  —  Artet  «t"  =  0 
in  den  Engellireis  aus,  so  gibt  anch  der  Schnitt  der  Fläche  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene  eine  Kiümmungslinie. 
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gegeben   wird,  wie   dies  für  Flächen  zweiter  Ordnung  bereits  abge- 
leitet ist.     Setzen  wir  fi  =  tj —   und   bezeichnen    mit  dfi   das    totale 

Differential  von  fi,   so  ist  die  Gleicliuiig   der  Tangeutenebene    eines 
unendlich  benachbarteu  Punktes: 

Die   Pole   dieser  beiden  Ebenen  in   Bezug  auf  0^0   haben  daher 
die  Coordinaten 

ni  =  f'i^)  li'^'i  QiV'  +  <^yd  =  M^)  +  '^f'i^)  —  yi^Q) 

unsere  Fordening  besteht  darin,  dass  diese  beiden  Punkte  sich  mit 
den  Punkten  «.-  und  Xi  +  äXi  in  einer  Ebene  befinden.    Die  Biffermtial- 


ist  daher: 


(6) 


Mtf  der  FläiJie  f=0 


Im  Falle  < 


(I) 


A      f.      f.      /■. 

df]      df,     df,     df, 


äte^    dx^    dXf^    dx^ 
Fläche  Bweiter  Orflnmig,  tlic  durch  die  Gleichung 


gegehei]  sei,  haben  wir  zu  setzen: 

ÜJe  Differentialgleichung  (6)  geht  da.h6r  über  in 


(9) 


«, +  1, 

«.  +  1. 

ß,  4  K 

«7  +  ir 

da:. 

«, 

x^ 

«, 

x^ 

rfai, 

dx. 

da^s 

äx^ 

Neben  (7)  besteht  noch  die  Gleichung 
(10) 


x,dx,  x:^dx^      ,    _ 

"r  + 1,  ■^ «,  +  *:  ^  « 


x.dx,      .      x.dx,  , 

Befindet  sieli  der  Punkt  x  auf  der  Sohnittcurve  der  Fläche  (7)  mit 
einer  anderen  Fläche  des  confocalön  Systems,  etwn.  l  =  l^,  so  be- 
stehen aussei'dem  die  vier  Relationen: 
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Multipliciren  wir  also   die  ***  Verticalreihe  der  Determinante  (9)  mit 


letzten  Reihe,  so  werden  die  Elemente  dieser  in  Folge  der  eben  an- 
gegebenen Eelationen  einzeln  gleich  Null.  Die  verallgemeinerteii 
Krümmungslinim  einer  Fläche  sweiter  Klasse  F=0  w&~dm  daher 
auf  ihr  ausgeschnitten  diwch  diejenige  Schaar  von  Flächen,  welt^e  der 
gemeinsamen  Developpäbeln  der  Fläche  F ^0  und  der  m  Gnmde  ge- 
legten Fundamentalfläche  O  ^  0  eingeschrieben  werden  können.  Vor- 
ausgesetzt ist  hier  nur,  dass  die  Flächen  /=0  und  0  =  0  ein 
gemeinaames  Polartetraeder  zulassen;  ea  wird  auch  nicht  verlangt, 
dase  die  «,-  von  einander  verschieden  seien,  während  z.  B.  eine  Be- 
rührung der  Flächen  f='0  und  (p  =  0  an  einer  einzelnen  Stelle 
ausgeschlossen  ist.  Das  gefundene  Curvensy stein  bleibt  dasselbe, 
wenn  die  Flache  cD  =  0  durch  irgend  eine  Fläche  ^+  A*  =  0  er- 
setzt wird,  also  auch,  wenn  letztere  in  einen  der  vier  Kegelschnitte, 
'i.  B.  in  den  imaginären  Kugelkreis,  ausartet.  Hieraus  folgt  noch 
der  Satz: 

Ist  die  geiüäMte  Fimdamentalfläche  O  ^  0  at  ei^ter  geg^ienen 
Mitte^nklsfläche  confocal,  so  sind  die  Krümmuitgslinien  der  letzteren 
identisch  mit  ihren  „verallgemeinerten  Krümmungslinien". 

Die  von  uns  zu  behandelnde  Aufgabe  bezieht  sich  nun  auf  die- 
jenigen Curveii,  welche  auf  der  Fläche  (7)  dadurch  definivt  werden, 
dass  in  jedem  Fwnlde  derselben  die  Schmiegungsehme  der  (htrve  durch 
die  verallgememerte  Nonnale  hindwehgekt*).  Wir  wollen  sie  ver- 
allgemeinerte geodätische  Linien  nennen,  denn  sie  gehpn  in  die  ge- 
wöhnlichen geodätischen  (kürzesten)  Linien  übei ,  wenn  man  die 
Fundamentalfläche  <ti  =  0  durch  den  imaginären  Kugflkieis  ei-^etzt 

Die  betreffende  Differentialgleichung  erhalten  wa  fui  eine  be- 
liebige Fläche  f  =  0  in  folgender  Weise.  Die  Cooidiuaten  des  Poles 
der  Tangenten  ebene  von  /'==  0  in  Bezug  auf  <J>  =  0  sind  piopoitional 
den    Grössen  /i;    dieser   Pol    soll    mit   drei   unendlich    benachbdittn 


*)  Vgl.  im  Folgenden,  für  den  allgemeinen  Fall  Mr.  1,  Lürotti;  Vor- 
allgemeinevnng  des  Problems  der  kürzesten  Linie,  SclilÖmilcli's  Zeitactrift, 
m.  13,  1868. 
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Punkten  der  Ourve  in   einer  Ebene  liegen. 
der  geodätisdien  Linien  ist  äake)-. 

h      f.     f.      h 


(11) 


äx^     dx^     dxg     dx^ 
(Px^ 


Die  Differentialgleickimg 


-0. 


d^x^    (Px^    ä^x^    d 

Die  Determinante  formen  wir  um  durch  Multiplication  mit  iler  De- 
terminante (6),  unter  Benutzung  der  Relationen; 

2]f,x,  =  0,     UfidXi  =  0,     ^Xidfi  =  0,     2Jfd^Xi  +  Sdfidx;  =  0 . 
Anf  diese  Weise  erhalten  wir: 


oder 


0 


Sfidl) 

0 

--  EfiO'xi 

2:df]d^Xi 


Zf^iPxi 


ü 

HXi^ 

EXidX{ 
SXid^Xi 


0  I 
HXidXi  [ 
2{dx,f  I 
Sdxid^Xi 


i  sind  Yollstäadige  Differen- 


Das  erste  uad  letzte  Glied  der  linken  S 
tiale;  Gleiches  gilt  auch  von  dem  mittleren  Gliede,  wenn  sich  das 
Differential  von  Hfid^Xi  nur  um  einen  constanten  Factor  von  Sdfid^Xi 
unterscheidet,  und  diese  Bedingung  ist  für  unsere  Fläche  (7)  und  über- 
haupt  für  jede   Flache  zweiter  Ordnung  erfüllt.    Drei  unendlich  be- 
nachbarte Punkte  einer  solchen  genügen  nämlich  den  Bedingungen 
1^2^a,iLXiXk  =  ü,     ZJSajiXidxii  =  0, 
i:Saa(dXidXk  +  xd^Xi.:)  =  0,     2^Zait{3dXid^X),  +  Xid^Xt)  =  0; 
folglich  ist  auck 

^d{2^ftä'^X/.)  ■==  d2JSaii;Xid^Xk  ■^'--  —  d^^SoitdxidXi 

=  —  -^diJjdftdxi:)  =  2J2JcHi(dXid^xi,  +  Xid^xi.) 
==  —  'älJSan.dXid^x^,  =  —  Sdf.d^x^. 
Im  vorliegenden  Falle  erhalten  wir  also  als  erstes  Integral  von  (11) 
die  Gleichung: 

Edf.dx.  ■  Sfi' 
'    ^  'Zx}~"sJ<l2;-y  —  (^i:x.dx:f  '^    -'' 

wo  G  eine  Integrationsconstante  bedeutet.    Das  zweite  Integral  ergibt 
sieb  mit  Hülfe  der  elliptischen  Coordinaten. 
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Zum  Zwecke  der  Einführniig  derselben  miisseD  wir  einige  Hüifs- 
formeln  entwickeln.  Ans  den  Gleiehuiigen  (4)  erhält  man,  da  die 
ersten  vier  Factoren  der  rechten  Seiten  sieh  als  üiiterdeterminauten 
einer  bekannten  Determinante  darstellen  lassen,  leicht  die  Relation: 

^   '  -=-(«,-«,){«,-«,)(«,-»0(., -»,)(».-».)(«,-»,), 

und  hieraus  durch  DiJFereutiation 

(14)  (7p  2.V  +  29  SXi  dXi  ==  0. 

Aus  der  ersten  Gleichung  (4)  ergibt  sich  durch  logarithmisches  Diffe- 

rentiiren: 

iIq    .    „  äxj  dlf        .       (Ua       ,       dl, 

y    "■"       5"~  —  (T+T    '     K  +3.  "T"  a  •\-l   ' 

also   nach  Bildung  der   entsprechenden   Ausdrücke,  Quadrirung  der- 
selben und  Addition: 

^1     „  /    dl,        ,        dl,        ,        dl,    \'^ 

-2^'  t,+i, +  .;+!, +  .;+£;)' 

oder,  wenn  man  dp  und  p  ?ermöge  (14)  eliminirt: 
(16)  4  [^x:'  S{dx,)''  -  {SXi  dXiY] 


^  '  ■  jLi  ^  Zj  r«r+  ij)>.- + ^t) ' 

Dies  ist  die  eine  der  zur  Umformung  von  (6)  dienenden  Formeln; 
eine  zweite  ergibt  sich  ia  analoger  Weise,  wenn  man  die  einzelnen 
Quadrate,  aus  deoen  (15)  entstand,  vor  der  Addition  durch  («,-|-yl) 
dividirt;  es  wird  so: 

dl,  dl. 


Für  unsere  Fläche  mit  dem  Parameter  l^  bestehen  die  Gieichungen 
(7)  und  (10);  es  ist  auf  ihr  Aj  =  Const.  und  dÄ^  =  0. 
Setzen  wir  also  in  (17)  A  =  Aj,  so  ergibt  sich: 


(18) 

Aus  den  Gleichungen  (4)  folgt,  wenn  h  und  h  von  einander  und  von 
1  verschieden  sind,  durch  eine  einfache  Determinanten-Umformung: 
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V 'L_ 0  y -•- - 

-4'  (",  +  y  K + y      '  ^  («, + 1,)  (',  +  '„)  («,  +  w 

dagegen: 


'^  K+y(«,  +  i,)' 


=  ^  (.„„„».,  .,)-'■-, 


vou   welchen  Gleichungen    die    erste    auch  für  ^  =  1   gültig  bleibt, 
und  in  denen   A,,  =  («i  +  h)  {a-^  +  A,,)  («g  -f  4)  («i  -f-  A^)  gesetzt  ist. 
Somit  gehen  die  Gleichungen  (16)  und  (18)  bez.  Über  in: 
(20)  4p  [Uxt^  .  Z{dx,f  —  (2JXi  dx^f] 

=  ;^xr  .^.{h~  A,)  (i^x^M(!!M!  _  ^}^^^  , 

Die  linken  Seiten  von  (19)  und  (21)  geben  in  Rücksicht  auf  (S) 
den  Zähler  der  linken  Seite  von  (12),  während  der  Nenner  der  letzteren 
Gleichung  in  (20)  berechnet  ist.  Die  Gleichung  (12)  verwandelt  sich 
sonach  in: 

(.,~-l,)'^jC+'-'i;"-|"('.-«^(«+Vl- 
Führt  man  endlich  statt  C  eine  neue  Oonstante 

A  =  C'A^  +  A, 
ein,  so  ergibt  sich  durch  Integration  die  Qleichimg  der  verallgemeinerten 
geodätischen  Linien  in  der  Form: 

(22)  U^^^^  +   /"KÜLi^  ^  Con«t. 

Die  hier  vorkommenden  Integrale  sind  hjp  er  elliptische  erster 
Gattung,  wie  bei  der  gewöhnlichen  geodätischen  Linie.  Die  Gleichung 
der  letzteren  findet  man  durch  die  oben  angegebene  Substitution  (5) 
in  der  von  Jacobi  aufgestellten  Form*): 

, . -I-    , ^-^Const., 

Yly>  +  B)Ny~J   Vb'  +  B)  ^ 

*)  Vgl,  Jacobi'  3  Vorlesungen  über  Dynamik,  herausgegeben  vonClebsch, 
Berlin,  1866,  p.  218  und  Ci'elle's  Jonrnal,  Bd.  19  (1839).  —  Jacobi  hatte  die 
Integration  mit  Hülfe  der  Hamilton'achen  pai-tielleu  Diflerentiaigleicbuug  ge- 
wonnen; die  divectere,  im  Teste  angewandte  Methode  rührt  von  Joachimathal 
(Crelle'a  Jonrnal,  Bd.  26)  und  Getring  (vgl.  Hease's  „Vorlesungen")  her.    Dfss 


C>3")  /"}/T^^_£^     .      ry  l  —  v  di'_  ^  j- 
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worin 

M-{a-  +  rt(6'  +  rt(«"+."),  H  =  {a'  +  vW  +  v)(,f  +  ,),  -B-^|--- 

Die  gemaclitü  Substitution  4ehrt,  dass  die  Curven  (23)  in  ihrer 
Gesammtheit  mit  den  Curven  (22)  vollkommen  identisch  sind;  denn 
H  ist  eine  Function  von  X.^  allein  und  v  eine  solche  von  Ag  allein. 
Eine  ganz  analoge  (  b     f  11    T  )  S  b  ft  f  u  w'  1     -f    d    1'  1 

wenn  man  statt  der  ^      1  I      d  m    t  Ifl    1     0  =  0     ^     ? 

Fläche   der   coufocalen    &  ha         1       F  n  lam  ntalfl    I  u    &     nd 

legen  will.  Die  Best  ng  ä  q  i  t  cf  I/n^  f  er  Müd 
jnmktsflädie  ist  oho  ( iims  d^     j    ä     Kn  n       igJ    m)      a& 

Jiängig  davon,  welche  IIa]  Jer  igh  iget  co  f  ale  '^  Ita  na  al 
Fimäamentcdfläche  lim  M  bes  täei  d  äte  eralig  wfe» 
geodäUscJim  TAnien  von  Ift  g      W  7      n  Jt        cl  eäen  ) 

Diese  Bemerkung  n       m  t  d  b       t  t  ten 

Integralgleichung  (12)  i  hrt  u       w   ht  %  ^        1   ft 

geodätischen   Curven.     J  n     CI     1  t  11        i  ilt         I  ald 

gleichzeitig  C  unendl   hg  d 

2x    £{d    )   —  {2J      /    )   -=  ) 
also  auch 

(x  dx)l^  +  (*■  äxf^^  +  (x  dxf^^-i-(x  dx)l^  +  (x  äx)l^  +  (x  <lx)l^  =  0 

angenommen  wird,  wobei  {x  dx)ik '^  Xt  die/t^Xii  dXi.  Diese  Ansdiücke 
{x  dxjit  sind  nichts  anderes  als  die  Liniencoordinaten  der  Verbindungs- 
linie des  Punktes  x  mit  dem  unendlich  benachbarten  Punkte  j,  -\-  d  i. 

Jacobi'sohe  Umkelirpiolilein  der  hjperelliptiBcheii  Integrale  (Bd  I,  p  830) 
fCihi'fc  daan,  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  geodätischen  Linie  als  i  mictionen 
eines  Faramefej'S  mittelst  der  Kosenhain' sehen  ©-Functionen  darzustellen, 
vgl.  WeierstrasB,  Monatsberichte  der  Berliner  Academie,  1861  und  von  Biau- 
mflhl,  Math.  Annalen,  Bd,  20.  In  letzterer  Arbeit  findet  man  nilbere  Litteiatur- 
angaben.  —  In  bemerkenswerther  Weise  hat  Staude  (Math.  Annalon,  Bd.  SO  u.  21) 
die  Theorie  der  geodätisehen  Linien  beautzt,  um  fflr  das  BlHpsoid  eine  „Paden- 
constrttction"  aus  den  Foealcnrven  anzugeben,  welche  als  naturgemäBae  Verall- 
gemeinerung der  elementaren  Fadenconstruction  der  Ellipse  aus  ihren  Brenn- 
punkten zu  betrachten  ist,  eine  Verallgemeinerung,  die  lange  vergeblich  gesucht 
war  (vgl.  z.  B.  den  Schluss  von  §  1  in  der  Note  XXX  zu  Chasles'  Aper9u 
liistorique). 

*)  Hierauf  bat  Darbonx  aufmerkeain  gemacht;  Snr  une  classe  remarquable 
de  courbes  et  de  surfacea  algöbriques,  Paris  1873,  p.  230  ff.  Nach  ihm  bleibt 
der  Sata  aach  richtig,  wenn  man  den  meti'ischeo  Begriff  der  k'^eesten  Linie  durch 
Benutzung  einer  allgemeinen  „Fimdamentalfläche"  zweiter  Ordnung  projectivisch 
so  verallgemeinert  (vgl,  Bd.  1,  p.  160),  wie  wir  es  in  einem  späteren  Abschnitte 
über  die  Einfühi-uug  motrisclifr  Relationen  kennen  lernen  worden. 
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tJüsei'e  letzte  Gleichung  sagt  aJso  aus,  daes  diese  Verbindungslinie, 
d,  h.  eine  Tangente  einer  zum  Werthe  C  =  oo  gehörenden  geodäti- 
schen Linie,  Tangente  der  Fundamental  fläche  <t>  =  0  sei,  deren  Linien- 
coordinaten-Gleichung  eben  durcli  Spg?  =  0  gegeben  war  (vgl. 
p.  143).  Unter  den  geodätischen  Linien  (22)  gibt  es  demnach  eine 
einfach  unendliche  Schaar,  dargestellt  durch  die  Gleichung 

deren  Tangenten  die  Pundamentalfläche  berühren.  Ebenso  gibt  es 
in  der  Sehaar  (23)  unendlich  viele  Curven,  dargestellt  durch  die 
Gleichung 

^'^  J  V!^+-i'vn  ±  J  vv+-^'y%  - ' ' 

deren  Tangenten  den  imaginären  Kugelkreis  treffen*).  Da  wir  aber 
die  geodätischen  Linien  bereits  als  unabhängig  von  der  Wahl  der 
Fundamental  fläche  im  confocalen  Systeme  erkannten,  so  kommt  eine 
analoge  Eigenschaft  allen  Curven  (23)  oder  (22)  zu;  und  wir  können 
den  Satz  aussprechen: 

Alle  Taiigenten  längs  der  nämlichen  geodäUschm  Linie  auf  einer 
MittelpunJctsfläche  swdter  Ordnimg  und  Klasse  berühren  eine  confocale 
Fläche*'^). 

Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  die  betrachtete  geodätische 
Linie  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  von  ihren  Tangenten  um- 
hüllten confocalen  Fläche  stets  mit  dieser  letzteren  zwei  zusammen- 
fallende Punkte  gemein  hat.  Jede  Krümmungslinie  der  Flache  wird 
also  von  einfach  unmidlick  vielen  geodätischen  Linien  ierührt*'**);  und 
zwar  hat,  wie  leicht  zu  sehen,  für  alle  Linien  dieser  Sehaar  die 
Constante  C  m  (12),  oder  A  m  (22)  einen  und  denselben  Werth 
Insbesondeie  nud  jedet   Focalhegehchnttt  von  den   Tangtntin  allet  da 

*)  Diese  Cuiven  für  welche  dae  Bogenelement  di  an  jeder  Stell  vpi 
achwindet,  wxl  melchp  man  deshall  als  Cunen  lon  dei  Lange  Null  i  ezen-hnet 
sind  auch  sonst  von  Wichtigkeit;  vgl.  z.  B.  Lie,  Beiträge  zur  Theone  der 
Miüimalfläeheu,  Math,  Annalen,  Bd-  14  und  15,  und  Darbons,  a.  a.  0.  p.  9ff. 

**)  Es  ist  leicht  a«  sehen,  dass  sie  auf  der  letitereu  ebenfaUs  eine  geodä- 
tische Linie  umhüllen. 

***)  Dieser  Satz  ist  voa  Chaslea,  der  auch  die  zuletzt  vorher  erwähnten 
Sätze  in  anderer  Weise  gewann,  zu  einer  FadencoiistructioQ  der  Krämninngs- 
eurven  benutzt  (Lionville's  Journal,  1.  SÖrie,  t.  11,  Comptes  rendus,  t.  32,  1846). 
Einen  besonderen  Fall  dieser  Construction  hatte  M.  Roberts  gegeben  {Liou- 
ville's  Journal,  ib.)  Vgl.  darüber  Staude,  Math,  Annalen,  Bd.  20  und  Salmon's 
Eaamgeometrie  (bearbeitet  von  Fiedler),  Art.  133, 
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Jensen  geodätischen  Linien  gesckmitten,  welche  durch  die  auf  ihm  liegenden 
Nabel^unkte  hindwchgehen.  Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden, 
dass  sieh  für  jede  solche  Linie,  diei  durch  einen  Nabelpunkt  geht, 
die  hyperelliptiscben  Integrale  in  (22)  auf  elliptische  Integrale  re- 
duciren*). 

Die  zuletzt  gemachten  Ueberlegungen  sind  auch  deshalb  von 
principiellem  Interesse,  weil  sie  uns  ein  Beispiel  dafür  geben,  wie 
die  Linien  einer  Congruenz  (und  eine  solche  wird  ja  von  den  gemein- 
samen Tangenten  zweier  Flachen  gebildet)  sich  so  gruppiren  lassen, 
dasa  immer  je  unendlich  viele  eine  abwickelbare  Fläche  bilden.  Die 
Durchführung  einer  solchen  Anordnung  der  Congruenzlinien  erfordert 
jedesmal  die  Integration  einer  gewissen  Differentialgleichung;  und 
analogen  Problemen  werden  wir  noch  wiederholt  begegnen**). 

Die  vorstehenden  Betrachtungen,  insbesondere  diejenigen  über 
die  verallgemeinerten  elliptischen  Coordinaten  werden  unbrauchbar, 
wenn  sieh  die  Flachen  der  Schaar  .F+AC^^O  in  irgend  einer 
Weise  berühren.  Je  nach  der  Art  dieser  Berfihrung  wird  einer  der 
obigen  dreizehn  Fälle  (p.  252  bis  266)  eintreten  müssen;  wenn  wir 
letztere  im  Folgenden  einzeln  kurz  durchsprechen,  so  verweilen  wir  doch 
besonders  bei  denjenigen,  welche  durch  Einführung  des  imaginären 
Kugelkreises  auf  gewöhnlicheKrümmiingscurven  und  geodätische  Curven 
führen.  Als  Nr.  1  ist  der  allgemeine  Fall  bereits  erledigt;  wir  gehen 
daher  sofort  über  zu 

Nr.  3,  wo  (vgl.  p.  2.1.6  und  259): 
(24)    F+X<^  =  {cc,^-l)n,'  +  {a,^X)u,^  +  2{_a,^yX)u,ii,~u,\ 
Durch    einen   Punkt  x   gehen    drei   Flächen   der  Schaar,   dargestellt 
durch  die  Gleichungen 


2J^3! 


=  0 


für  i  =  1,  2,  3;  dabei  sind  X^,  Zg,  Ag  die  Wurzeln  der  in  X  cubischen 
Gleichung,  welche  aus  der  linken  Seite  entsteht,  wenn  man  A;  durch  X 
ersetzt;  folglich  ist  auch 
(9P.\     ^i'     _L  _V      ,        ^^       ,    2^^  _„  (^ -h){l-h){}.-h)<P 

wo: 

(p  =  rCj^  +  x^  -|-  2«3  3.4 . 

*)  Uebar  andere  Fälle,  in  deneu  sich  die  Integrale  (durch  nicht  lineare 
Subatitutioü)  auf  elliptieche  reduciren  laBsen,  vgl.  von  Brauniülil,  Mathem, 
Annalen,  Bd.  26. 

**)  Vgl,  unten  den  Abaclinitt  XX.  über  reoiproke  lineare  Verwandtachaften. 
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Nimmt  man  successive  A  =  —  a^,  — a^,  —  «3,  differentiirt  ausserdem 
beideraeitß  nach  X  und  setzt  sodann  wieder  A  =  —  %,  macht  endlich 
zur  Abkürzung 

(27)     (, »  -  (,  fe»  +  V  +  2»;,  ».)  -  («. "«,)(«,-  «,)■  («,  -  «,)', 
;ben  sich  die  vier  trleicKungen*) 


Qx/  =  Ai,,    2qx^  x^^  - 


so  erg* 

(28)        pa^,^  =  Aj, 

in  denen: 

A,  _  («,  +  »,)  («,  + 1,)  («,  +  J.)  (.,  -  «,)'      tili-  i  -  1,  2, 

A,  -  -  fe  +  i.)  («.  +  «  («,  +  J.)  («.  -  «,)  (■>,  -«,)(.,-«,). 

ZWe  Fonneln  (28)  dieüSK  ot  «trasweiK  Falle  mir  Einführung  der 
verallgemeinertmt  elli^Uscheii  Coordinaten  A, ,  A^ ,  A3 , 

Für  die  Fläche  l^  =  Const.  erhält  man  aus  (6)  als  Differential- 


gleiclnmg  der  v 

rallgetminertm  Kmmmungsctirven 

..+^. 

«.  +  ^1 

^,       ,         ^4 

^'t 

..  +  I,     1    (.,  +  !,)• 

-.    +', 

in. 

,V.,                   ix. 

f., 

(W) 

«,  +  ",     '     («.  +  ',)■ 

-•■f. 

'■i 

X, 

iCg 

.4 

... 

äx. 

Ä», 

AI» 

(lenu  die  Glieder  der  ersten  Hoi-iaontalreihe  sind  jetzt  die  Coordi- 
naten des  Poles  der  Tangentebene  der  Fläche  Zj  ^  Const.  im  Punkte  x 
iu  Bezug  auf  die  „Fundamentalfläche  (p  =  0".  Multiplicireu  wir  die 
V  er tical reihen  der  Determinante  bez.  mit 


«,    +1/        ".    +  1.  '        «S    +  1/        «3   +  ^ä   ^   ("8    +  h)'' 

und  addiren  die  drei  ersten  Reihen  zur  letzten,  so  werden  alle  Elemente 
derselben  einzeln  verschwinden,  falls  man  annimmt,  dass  die  Punkte  x 
und  X  -\-  &x  sich  gleichzeitig  auf  den  beiden  ersten  Flächen  (25) 
befinden ;  denn  diese  Annahme  hat  das  Bestehen  der  Gleichung 


(30) 


l«,  +  i.)  K  +  1.) 


VT  +  -. 


)  +  ;; 


+ 1.) 


i-O 


^  («.  +  1,)  («.  +  1.)  V.  +  ',  ^  -.  4- 1,./  ^  K  +  »,)  (",  +  »,) 
zur  Folge,  sowie  der  liieraus  und  aus  der  Gleichung  (25)  durcli 
DiifereBtiatiou  entstehenden  Gleichungen.  Die  ve^oXlgemeiwHm  Krnrn- 
mungslinien  irgend  einer  Flädw  (24)  sind  also  wieder  ihre  Schnitfcurvcn 

*)  Dieselben  sind  offenbar  auch  dirett  e 
Zerlegung  zu  entnehmen. 


1  der  Theorie  der  Partialbrnch- 
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mit  den  übrigen  Flächen,  d^  Schaa/r,  demnach  wnahhämgig  davon,  welche 
Fläche  der  letzteren  man  als  Fundamentcdfläcke  ausseiehnet.  Nimmt 
man  als  solche  den  ia  der  Ebene  x^  =  0  gelegenen  Kegelschnitt 
und  betrachtet  diesen  als  imaginären  Kugelkreia,  so  kommt  man  zu 
den  gewohnlichen  KrümmtingsUnien  der  Paraboloide  (vgl.  p.  260). 

Die  Differential  gl  eichnng  der  verallgemeinerten  geodätischen  Linien 
schreiben  wir  hier  in  der  Form 


(31) 


«.  +  1,        «,  +  1.       «.  +  J,   T  („^  ^  jj.      „^  _|_  i^ 


-0. 


dxi  äx^  dx^  dx^ 

d^Xi  ffx^i  d^x^  ä^x^ 

Ein  erstes  Integral   wird    wieder    durch  Multipücation   mit  der 
Determinante  (29)  gefnnden.     Setzt  ma,n 

SO  entsteht  die  neue  Gleichnng: 

Sx^d^Kl-  Sx.dx.-Sx^KSda:,d'x^  Q(äx,rPx)  ,  dP.Qix,ä'x)  _ 

SXi^SI,dXf)'-(Sx^da:^)*  l"    Q{dx,  dxj'  ^  2  ~P.Q(_dx,dx)  ~  ^'' 

nnn  ist  aber 

Q(_dx,d^x)  =  ^d[Q{dx,  dx)},     Q{x,  (Px) -{-  Q(dx,dx)  =  0, 
also  folgt  durch  Integration,  wenn  C  eine  Constante  bedeutet: 
,     ,  Q(dx,  dx).Pil,)        _ 

^"^  >  Bx/  S(dx^Y  —  {Sx.  dx.f 

Zur  Berechnung  des  Nenners  bilden  wir  aus  (28)  die  Gleichungen: 

dp  dx,        dh, 

(33)         -  +  2  — ^  =  -^     für  i  =  1,  2, 

dQ    ,    n  d(Cj  ÄAj         ^  _r_  *3  4^4  +3_^^? 7 !    o-  ^'^a . 

e    "T"        x^  Aj    '        e  Xj^x^  "  da,  ' 

femer  erhält  man  durch  Division  der  beiden  letzten  G-loichungen  (28) 

und  Differentiation 

x.dx..  —  x^äx.  ,1       'HofrA.         ,.       SA,  ,,        . 

-^ — ^ 5_  ■>.  =  fi  log  __,J= — 5  =  (i  log  y^  —  d  log  Aß , 
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1«  _|_  2  ii  „  2  a  log  |i  _  d  log  A, , 

(34)  ' 

-----  +  2 i  =  (?  log  A,  . 

Die  beiden  Gleichungen  (33)  quadrirt,  resp,  mit  Xi^  multiplicirt  und 
um  das  mit  2x^  x^  multiplicirte  Product  der  Werthe  (34)  Yermehri;, 
ergeben  das  Resultat: 

(35)  (^\'  Sx,^  +  4  --^  Sxiäxi  +  4  S  {dx?,^  =  x,^  (d  log  A,)- 

+  x.^  {d  log  A,  |ä  +  2x^  X,  d  log  A^  [S  d  log  -^-g"!  '^^^  +  i?  log  A  J . 

Auf  der  linken  Seite  schafft  man  q  mittelst  der  ans  (27)  tliessenden 
Relation 

(36)  d^  Sx?  -^^QSxi  dxi  =  0 

heraus.  Zur  Umformung  der  rechten  Seite  dient  eine  Formel,  welche 
aus  (26)  durch  Differentiation  nach  X  für  A  =  A,-  erhalten  wird,  nämlich : 

subtrahirt  man  hiervon  die  Relation  (30),  in  der  1  durch  i,  2  durch  Je 
zu  ersetzen  ist,  und  dividirt  mit  il,-  —  A^,  so  ergibt  sich  eine  analoge 
Formel,  nämlich  (i  ^  ft): 


^  («,  +  i,)^  («,  +  Ai)        (a,  +  A,)  («,  +  y  (..,  -i-  l,f 

Als  Factor  von  (dX^y  findet  man  nun  auf  der  rechten  Seite  von  (35) 
genau  den  Ausdruck  (37);  statt  des  Gliedes  mit  x^  tritt  zunächst 
allerdings  der  Term 


auf,  aber  wegen  (28)  ist  derselbe  gerade  gleich  ■; 

der  Factor   von   liX,,  genau    gleich    der   linken   Seite   von  (30),   also 
gleich  Null.     Wegen  X^  =  Oonst.  geht  schliessHch  (35)  über  in: 
(39)  4  [Sx,^ .  8  (dXiY  -  (Sxi  dx^y] 

-       (i        ;1m=    /(^"V'i^'     (1,-1,)  diA 

^  -  («.  +  ^.)  («,  -I-  X,)  (a,  +  x;f,   ^  =  sx;\ 
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Da  uns  P  bereits  durch  (37)  gegeben  wird,  bedürfen  wir  zur 
ümformuDg  von  (32)  nur  noch  dea  Ausdrucks  Q  (dx,  dx).  Die  zu  ihm 
führende  Rechnung  ist  der  eben  gemachten  ganz  analog  und  gibt: 

(-■■-)'  Q  (x,  a;)  +  4  --"-  Q  (x,  dx)  +  4  Ö  {dx,  dx) 

=  ^  (d  log  A,)^  +  -*^  (d  log  A,)^  +  (^'^  {d  log  A,)= 

+  ^-«  [2.^  log  ^^  +  d  log  A,] , 
also  nach  einigen  Umformungen: 
(40)  4  Q(dx,  dx)  -  9, .  (J,  ~  1,)  I  ^  ~  ^i' )  . 

Bei  Aufstellung  dieser  letzten  Relation  hat  man  die  bereits  oben  ab- 
geleitete trleichuug  (38)  an  benutzen,  sowie  die  folgende,  welche  sich 
aus  (30)  und  der  aus  ihr  durch  Vertauschung  voji  X^  '"'''  '^3  ^^^' 
stehenden  Gleichung  durch  Subtraction  ergibt: 

In  Folge  von  (37),  (39),  (40)  geht  (32)  endlich  über  in 

und  die  Integration  lässt  tins  die  Gleichung  der  veraUgemehiertcn  geo- 
däUscken  lAnim  ßr  mtserea  Fall  in  det~  Form 


(42)  /* 


y^;—  ?,,      dXj 


)l/(i-i,)K+y(..,+y 


t/, 


Vh-k^K 


K  +  i3)m-MK+i8)K+^) 


-  =  Oonst, 


Das  Resultat  ist  also  dasselbe,  wie  es  sich  aus  (22)  für 
«^  =  (tj  ergeben  würde,  eine  Substitution,  die  aber  wegen  der  un- 
gültig werdenden  Ableitung  von  (22)  nicht  ohne  Weiteres  erlaubt 
ist,  wenngleich  sie  sich  durch  Grenzübergang  rechtfertigen  liesse. 
Die  in  (42)  auftretenden  Integrale  sind  elliptische  und  lassen  sich 
durch  solche  von  der  zweiten  und  dritten  Gattung  ausdrücken. 

Lässt  man  die  Fläche  F  —  Og  <t>  =  0  mit  dem  imaginären  Kugel- 
kreise identisch  werden,  so  liefert  die  Sehaar  F--(-(Kt  =  0  ,fiin 
System  von  cmtfocaleit  Parabohidm",  das  uns  schon  früher  gelegent- 
lich begegnete  (p.  260),  wenn  wir  dasselbe  auch  nicht  a.la  solches 
hervorhoben.     Wir  setzen 
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Y  =  «^  +  .^  +  tü^  =  -  ^-^  (F^  a,  0), 
7-;  =  a,  u'  +  ßj  fä  -f.  2/cw  =  iT^  f"  • 
Dann  ist  die  Scliaar  fi.F^  +  T  ^  0  oder 

(43)  K  +  1^)  «'  +  K  +  /*)  v'  +  ^«''  +  27»c  =  0*) 

mit   der   Schaar    (24)   identiscli;   und    an    Stelle    von   (25)    tritt   als 
Gleichung  in  Punktcoordinateu: 

(44)  -^  +  ~-f~  -  ^  +  2^  =  0  , 

offenbar  ein  System  von  Paraboloiden  darstellend. 
Es  sei  im  Folgenden  a^  >  %;  dann  liaben  wir 
für  —  oo  <  |ii  <  —  Oj[  ein  elliptiaehes  Paraboloid, 
„    ((  =  —  «[  die  Focalparabel  P  y^  +  (?^^  4*  "'i)  ("2  —  ^h)  =  *^ 
,,    —  »1  <  ft  <  —  «g  ein  hyperbolisches  Paraboloid, 
\^    ,t  =  —  «3  die  Focalparabel  ls?x>  +  (2/cs  +  «,)  (a,  -  «,)  =  0, 
„     —  «3  <  fi  <  4-  00  ein  elliptisches  Paraboloid. 
Die  .2-Axe  ist  gemeinsamo   Äxc   aller  Paraboloide;  die   eine   Schaar 
von   elliptischen   Paraboloiden    kehrt    ihrer    positiven    Riehtmig   die 
Oeftnung  zu,  die   andere   der   negativen  Richtung.     Die  Focalcurven 
vermitteln  den  Uebergang  vom  elliptischen  zum  hyperbolischen  Para- 
boloide  und  umgekehrt;  jede  von  ihnen  geht  durch  den  Brennpunkt 
der  anderen,     Dwch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehmt   drei  Flächen  der 
Scham-  (44)  und  m>ar  ein  Paraboloid  aus  jeder  der  drei  genannten 
Schaaren  von  Pa/raholoiden;   denn   die   Wurzeln    der   in    jt   cubischen 
Gleichung  (45)   sind  reell  und  liegen  bez.  zwischen  den   Grenzen 
—  00  und  — Oj,  —a^  und  — «j,  ~  %  und  +  '^-     ^''^^  Grund  dieser 
drei  Plächensehaaren   erhält   man   ein  System   „parabolischer  Sofum- 
cooräinaten  X,  n,  v",   das  sich  aus  (28)   mittelst  ujiserer  Substitution 

*)  Auf  Qniiid  clieaer  Gleichnng  erörterte  Plücber  die  Focaleigenschaften 
cler  Paraboloide,  a.  a.  O.  p.  371  nnd  384,  —  Für  die  parabolische  AuHartnug 
der  elliptischen  Coordinateii  vgl.  J.  A.  Serret,  Cours  da  calcul  difförentiel  et 
intögial,  t.  1,  art.  337,  Paris  1868  und  Böklen,  GruDert's  Archiv,  Bd.  35. 
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ergibt,  wenn  man  mit  l,  J^,  v  diejenigen  Werthe   von  ft  bezeichnet, 
die  den  Werthen  X^,  k^,  X^  von  A  eutsprcchGii : 

^3  _  _  '■3i±R'^+Jl^A±lL< 


(45)  f  = 

äs  =  ^  (ff,  +  «^  "  A  —  ^  —  v). 

Aus  (42)  endlich  erhält  man  die  Gleidmng  de^'  gewöhnlichen 
sehen  Linien  auf  den  Paraboloiden  in  der  Form: 

und  C  lategrationsconatanten  verstanden. 

Ni'.  3.     Die  Gleichung  dm-  Flächenschaar  lautet  (vgl.  p.  220): 
(24ii)    i''+  A<D EEE (ß,  +  1)  m/  +  («3  +  ;i)  (i%^  +  2m2  Mj)  +  2«, M,  ==  0, 
und  in  Punktcoordinaten : 

f?^-)        Ä  +  (Ä  +  (It^-  +  '-^St^*  -  "• 

Zur  AbJiiirzung  lassen  wir  die  zum  Ziele  führenden  Formeln  in  der- 
selben Weise,  wie  in  Nr.  2,  ohne  weitere  Bemerkungen  auf  ein- 
ander folgen: 

(27a)  fp  =  Xi^ -\-x^^ +  '2x^s:^,    6<p  =  l; 

(28a)    exi^  =  A,,    ö'V  =  A3,    2ca:3.«,t  =  A3,    ff(V  + 2a;aa:,)  =  A„ 

'^'  -  '^'  [s-'-«,).+.-.-^..2'^»;+s22'(.tWs+v]- 

In  (29)  sind  die  beiden  ersten  Horizontal  reihen  zu  ersetzen  durch 
die  Werthe 

und  durch  deren  Differentiale,  um  die  Differentialgleichung  der  Krüui- 
mungacurven  auf  der  Fläche  Aj  =  Oonst.  zu  geben: 


y  Google 


30C>  Zweite  Abtheiluiig. 

Die  Differentialgleichung  (31a)  der  veraU  gern  ein  erteil  geodätischen 
Linien  ergibt  sich  aus  (31),  wenn  man  die  Elemente  (29a)  in  die 
erste  Horizontakeihe  einführt.  Ein  erstes  Integral  derselben  liefert 
wieder  die  Gleichung  (32),  wenn  man  setzt: 

Die  weitere  Umformung  von  (32)  geschieht  mittelst  der  Fonuchi: 
du    .     g  dx,  dA,       de    ,    ^  dx,  _^  äk, 

•In  _.     f,  da:^   ^  dA^         d\ 


(35a)  (^j   Sx,^  4-  4  ^  Sa:;  ^;x;  +  4:S{dx,f 

(36a)  dß  .  Sxi^  +  2t}8xi  dXi  =  0; 

r^7a^      ^.'        ,       3V       I     ^^^4      .V+^a:.^.,^       (Z,-l,)a,^X,)q>_ 

In  (35a)   wird   nun  der  Factor  von  dX^^  auf  der  rechten  Seite 
gleich  dem  Ausdrucke  (37a)  für  i  =  2,  wobei  zu  beachten  ist,  daas 

*}  Die  beiden  letaten  Gliedot  der  linke»  Seite  sind  ancli  gleicb 
**)  Der  zweite  und  dritte  Term  der  linken  Seite  sind  gleich 

;,._?!(' ! \-2e,e,  A/- ! \ 
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—  (i7+^  +  («.  +  ij" ' 

(.,  +  1,)"  t  «,-■<,  T^  n,  +  i,         «,  +  1,         «,  +  1.  I 

(•■  +  1.)'  ^  ("■  +  ».)• 
Ebenso   wird   wegen  (30a)  der  Factor  von  dk^ä^^  gleich  Kuli,   uiid 
man  erhält  für  Aj  =  Consfc.,  äX^  =  0: 
(39a)        i[S'','S{dx,f  -  (Siidx,)'] 


r(i,_^_«<u. 


A, —  («,  +  »,)(«,  + J,)',    cp~Sx,'. 
In  analoger  Weise  ergibt  sich 
(40a)  e(((!t,iil)  — 9-(A,  -'  '■i)\''^''-  —  '-^]; 

(■"»)    A,+      A,         ■'*'"=' -8-.r  + =5/--»;^- "' 

A-(»,  +  »,)(<.,  +  l,)  («,+  !.), 
und  schlieaslicli  als  Gleichung  der  veraUgemeinertm  geodätischen  lÄnim: 


=  Oonst., 


J  |/{^ -!,)(«,  +y  K  +hr-'J  Vi^-hK^i  +i»)(«s+"^J° 

wieder  eine  Relation  zwischen  elHptisclien  Integralen. 

Nr.  4.   Die  Glmhungm  der  Flächmschaar  in  Ebmen-  hez.  FitnU- 
coordmatm  sind  (p.  221  u,  262): 
(24b)    J-H-  AtD  =  -  V  — i!g*  +  2(k,  +  >1)m,h,  +  2(«,  +  A)«j«i  ^-  f- 

'•    -'"(«; +v"'"v:+ 1)" '*'■>■  +  »"''«. +  '    "  («;-i)'K+i)'  ■ 

(27b)  9»  =  23;ia:,3  +  2a;a3;j,    09=1. 

(2Sb)       ax,'  —  \,     M/ —  A,,  2<M,i,  —  Aj,     2<I»,Ij  —  A„ 

A,  ~  —  -^-A-J  _  J,,-^---      ftlr  >  =  1,  2, 

*'+■  -  - *'  tri--',  +  sri"5  +  .,T5  "  ^7=^]" 
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(291)) 
(301>) 


«, +1,  ^  («,  +  ',)"'     «,+!,' 


(.,  +  1.)  K  +  I,) 


{^+..  +  .;h-)  +  i^- 


(«,  +  !,)(«, +>,)T^(«, + 


75k+yt-k  +  -.7^.)=«- 


P(A,)  = 


'(„,  +  1,)"  +  ^  (%  +  !.)■  + 


(.,  +  1,)'^  («,  +  »,)■' 


— +  2^^  = 


(ia^         (iAi 


•  +  2!? 


(Sfili)       (''/)'s.t/  +  4  yÄKii«!  +  4S((fa,)'  —  2^«!Tr(2"'  -  x') 
+  ■^''■'**  A,  \^  A,         A,  /> 


(36  b) 
(37b) 


P(l,)  . 


(38b)  (..  + 1,)'  («,  +  y  + '"'  (.,  + 1,)-  (..  +  y " 


, i-.-. ,«(..+■.)+■.■+■, 

+  («,  +  !,)■(..  +y + ^''■'  ("■  +  !,)■(«. +'.)■ 


(39b) 


4[Sa;,'S(<ii,)'  —  (Slirfa],)'] 


(40b) 
(41b) 


A, -(.,  +  »,)>(.,  +  »,)■; 


',)<i'i'  __  C  -  >,)dl,'- 


An  -I' 


(42b 


_1J!1  4_  ^Li_  "^i  4_  ^■^a-^4     I    j^  "^^a  n 

/!,— (o,  +  »,)  (o,  +  1,)  («,  +  J,)  i 


y  Google 


Diu  L'liidien  zweiter  Ordnung  und  zwoitoi-  Klaesü,  3()f) 

Diese  Integrale  geben  äie  Glaidiumj  der  verallgemeinertm  t/eodätischen 
Linien;  sie  lassen  sich  durch  Logarithmen  auswerthen,  doch  gehen 
wir  darauf  nicht  ein. 

Nr.  5.   Es  ImnüeU  sich  um  äie  Flächensckaar  (p.  223  u.  262): 
(24o)    F+i<tt-=  »,■  +  2«,»,  —  2(«  +  1)  (»,«,,  +  «,»,)  —  0, 
(25c)    ».'  +  («  +  ;.,)'  (x,'  +  2x,x,)  +  2(.  +  i;f  {x,x^  +  x,x,) 
+  2(a  -I-  AJa^gX^  =  0. 
3:^'        ,      2^3^'.       .     arg"  +  2x,ie^     .    23^^a^^_2jc^ 

{26c)      (^T^i  +  iV+W  +  ~1F+W  ''         ^"1 

—  i^  !)• 

(27o)  rp-.2x,Xt+2x,x,  —  l, 

(28c)         oa:^^  =  A,,     2(fa;33:^  =  As,     6(^3- +  2ä^x,i)  =  A^, 
2ö(:i'i*'4  +  fl;^«^)  —  1, 
A,  _.-  (o  +  i,)lr<  +  l,)(«  +  y,     A,  =  -3«  — J, --/,  -  i„ 

A. --A,  („-;-,; +  -„i^; +  „!,;)■ 
(2"")         74-l  +  (,,Tl)i+(I  +  I)ä+(^l)"      J+l  +  (74;i?  +  (»+'l)" 

(30c)        I23;,».  +  2x,x,  +  (x,'  +  2x,x.)  (-i^_  +  —^,-) 

+  ^»■fc>  !,)■  +  T.T-""i?  +  (.  +  i,)-(iTn7) 

+  (^htöT'T-T?'  i  ("  +  !,)(« +  w  "  ""•'■ 

s(pii>d  =  'Pi^i  H"  9*1 '''1  +  9^2 »^a  +  Vi^i- 

*)  Macht  man  A  =  (n  f  ^r^(«  +  ?-,r"\  so  ist  dio  linlto  Seite  gleicli 
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Zweite  Abtiieilniig. 
da    ,    ^dx^        (JA,       du       ,  dx^  _„dK        '^^'.in 

ö     '        a^  ^AjAj  --  A3*  A,  ' 

^  +  2^=  -^- JJ(rfiJ  +  rfC), 

a,— yfi.  —  1,,-) 
■f  W (.  +  1,). 

,  4(.  +  ',y  +  3(.  +  hr('  +  h)  +  M- +  '..)(«  +  ',)■  + ('+'.)• 

.(..  +  >.)■+»(.  +  ».)(■■+».)  +  (»  +  ',)■ 

+  ''*■'''  (.  +  !,)•(. +  y 

2(«  + !;)  +  «  +  1,  ^\^'.t  ±^?i 

_  (^-yi- 


(38o)    : 


-  -  ß.  ~  w  ■ 


(.  +"J,)"  ("  +  >■•>' 


(40>,)        «(''=•.<«=»)-?  ^ft-«-|^;^-ij.  --(S  +  iJ'i- 
(41=)      l!aJ?Li_laS  _  (^,.  +  2a^,:t,)  °A"' 

+ !  '•'"'■''''>     da-  JTJ     ^"i"r  —  ö, 

.4  _  ..-  A,  -  («  +  J,)(«  +  i,)(«  +  J,). 
Die  Gleichung  der  „geodätisclien  Linien"  ersckeiwt  sddiessUch  in  der  Farm: 

Die    vorkommenden   Integrale    lassen    sieb    auf   logaritlimisclic    und 
algebraische  I'unctionen  Knriiekfiihrou. 

Nr.  6.  um  die  Gleichung  dev  Plächenscliaar  zu  erhalten,  haben 
wir  in  (2)  nur  a^  =  a^  zu  setzen  (vgl.  p,  224  und  263).  Die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  gibt  dann 

(A'l'S  ^1      "T~     ^  I  ^B |_  ^i  __   (X   Xj)  IX    —   A^Jqi    

denn  es   gehen  jetzt  nur  mßei  Flächen  der  Schaar   durch   einen  ge- 
gebenen Punkt  X.    um  krummlinige  Coordinaten  einführen  zu  können, 
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muss  man  clahur  eiije  dritte  Gleichung  ku  HüU'e  nelimen.  Wir  setzen 
(48)  x^  =  X^x^, 

(i.  \i.  wir  wählen  eine  Ebene  des  hierdurch  dargestellten  Büschels 
als  dritte  durch  x  gehende  Fläche;  sie  steht  in  „verallgenieinertem 
Sinne"  orthogonal  zu  den  beiden  durch  x  gehenden  Flächen  ^  =  A^ 
und  l  =  Ag.  Di4i  mgehörigm  ellipUsclien  Com'äinaten  sind  dahcf  ge- 
geben  ä/ojrch: 

(■V,   +^.)(«l+M  ^^  3  „    («.   +  ^l)  ("3  +  h) 

qj  =  -  =  m;^^  +  3^3^  -f"  ^i    ~h  '•''i    =  '5'^''^  ■ 
Durch  Ditfcreutiation  entstehen  die  Relationen: 
da    .   „  (!3,'„ dl,        ,       dX^ 

da    ,    j,  dx,  dl,  ,         dX^         ,    _  (Ua 


■'  1  +  Jlj' 


Durch  Qnadriren  und  Äddiron  dieser  Gleichungen  wird  auf  der 
rechten  Seite  der  Factor  Yon  (^i^^i  ^^ii^  ^^^  ^"^^  (4''')  durch  Differen- 
tiation ergibt,  gleich 


der  Factor  von  2(0,  r^A^  wird  gleich 

^^^^  K+\,)KVy  +  T^r+^,f(^+ "^;  +  "K  +  ijV. +  y  ^  *^' 
der  Factor  von  rfAgt^Ag  fällt  wegen  (48)  identisch  fort  und  derjenige 
von  äX^  wird 

Drückt  man  noch  ff  durch  ySa^;^  ==  9)  aus,  so  folgt: 

^\8{slx^^Sx?  —  {Sxidx^f] 


(54) 
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1512  Zweite  Äbtbeiluiig. 

Die  Differentialgleichung  der  verallgemeinerten  geodiltiscLen  Linien 
wird  wieder  durch  (11),  ein  erstes  Integral  derselben  durch  (12)  ge- 
geben, wenn  wir  dort  a^  =  a^  setzen.  Zur  Umformung  dieser  Integral- 
gleichung benutzen  wir  ausser  (54)  noch  eine  Relation,  welche  sicli 
durch  Berechnung  des  Ausdrucks 

ergibt.    Macht  man  dl^  =  0  nnd  berücksichtigt  die  aus  (51)  und  (52) 
folgende  Gleichung 

(55) 


'  +  ^° 


(«,  +  IJ-  (.,  +  IJ  T^  K  +  I,)-  (..  +1,)   r  („_  +  ,j.  (,,  +  ,j      A, 

A, -(».  +  !,)(», +  J,)  (-,  +  «, 
so  folgi: 

(56)     4S-q^-j-  -  4(3  -  <P(-Ä^  +  4(r+  i..)r(„ -„-ij-(^r:i^J 

Die  lutegralgleichmig  (12),  (1.  li. 

P(1,)(J  =.  OlSidxifBx,'  —  (Sxidi:,)'} 
gibt  dann  als  «weites  Integral  die  GUtcIiunff  der  veraUgemeimrtm  < 
däiisehm  Linien  in  der  Form: 


(571 


+  J,)|/(». +-l)(l. +".)A  +  «.) 
-\ — —  arctaug  X,,  =  Const. 


Man   geht  von  hier  zu   den  ijetPÖknUchm  geodätisclien  Linien-  der 
EoüitiomtUtchc 

^±J'_"+     .J" 1  =  0 

lt=  -f  fl,  C'   -f   f(, 

und  Kvi  rechtwinkligen  Coordinaten  in  derselben  Weise  über,  wie  dies 
in  Nr.  1  mittelst  (5)  geschah;  man  hat  nur  a^  =  «j  zu  nehmen.  Es 
entsteht  so  die  Gleichung; 


i(5i^2i£- .5  r y^]^^ii^_^  __  ^,^_^^^ 


n  ly  =  -  =  tang  ^j*). 


*)  Fui  jede  Eotabonsfliohe  kann  die  Bestiuimutig  d«i  geodätiscben  Linien 
auf  Quadiaturpn  amuckgefühit  werdec,  die  Einfdhimig  dei  elbp tischen  Coordi 
Daten  ist  daher  in  diesem  Falle  nn,lii  absolut  nothweüdig  hat  ibei  fui  uns  ztii 
lllustiation  dei  Ausaitungea  pnucipielles  Interesse  Eine  fundamentalB  Eigen 
Schaft  der  kuizesten  Liaiea  auf  Eotationsflacben  fand  SL.liOn  Clauaut,  MÖmones 
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Nr.  7.    Um   die   Gleichung  der   Flächenscliaar  zu   erlialten,   hat 
man  in  Nr.  2  «^  =  «g  zu  setzen.    Sie  entsteht  also  durch  Nullsetzen 
des  Auedrucks: 
(An  \        ^i^     _L  V+_^i^.  _|_      ^^     „  {i-x,){x-i,)<p 

2u  den  beiden  Flächen,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen, 

steht  die  betreffende  Ebene  des  Büschels 

(48a)  «a  —  ^3^4  =  0 

ebenfalls  senkrecht.     Mit  Hülfe  der  so  definirten  elliptischen  Ooordi- 

naten  X^,  A^,  A^  gestalten  sich  die  den  Rechnungen  von  Nr.  6  analogen 

Entwicklungen  in  folgender  Weise: 

«V  —  A„     0-1  =  y  =  x^'  +  X,'  +  2x,x„ 

(«,  -  «,)'A.  -  ('.  +  «,)  ('.  +  «,),      («■  -  «.)A,  -  (1,  +  «.)  (h  +  «.)■ 
o    I    (,  (i«,         (!A,        du   ,    (,  rfsTj        dA.    .    ^di-^ 
:  +  ■^  ^"  ""   A    '     V*"      "^  ""  aT  ~''      X  ' 


(50.) 


(51a) 


(o,  +  !,)(»,  +  !,)■ 

1°-''''    («,  +  JJ  («,  + 1.)  +  (.,  + 1.)  (.,  + 1,) 

(53a)  'fi"  =  49A., 


(54a) 


i[S(dx,)'Sx,'  —  (Saliia)'] 

r('.i-i,)jv  ,  .  ■».■(«,  + ',) (»,  +  w 
L "  A,     "*"  *       «1  - «!      y 


Az  =  («,  +  »,)(«,  +  l,)'. 


du  rAcademie  des  aciences,  Paris  1733.  —  Ucter  den  von  L.  BriU  m  Daimstadt 
hürausgegebonen  Gipsmodellen  findet  mau  Rotationsellipsoide  mit  aufgeaeiclinoten 
geodätischen  Linien,  sowie  ein  dteiasiges  lUllipsoid  mit  geodätischer  Linie  durch 
einen  Nahelpunkt. 
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(56a)  i V  =  9>  {'aY  +  4  ^4-^  t'Vl- 

Z)if  Gleichung  da    terallgemernefitefn  r/coilätischm  Linien  wird,   wenn  B 
eine  Inttjgrationscoii&tante  bedeutet: 

Nv.  8.  Wie  Nr.  6  zu  den  gewöhnlichen  geodätischen  Linien  der 
Rotationsflächen  mit  Mittelpiinlit  führte,  so  liefert  uns  Nr.  8  die  eul^ 
sprechenden  Linien  für  das  E(itations]mrabohid  (p.  265).  Die  be- 
treifendeu  Gleichungen  stellen  wir  kurz  zusammen. 

(A1h'\  Vjf^'^"  A    _?^%    j üä! (^  -  ;,) (1  -  A,)q> 

(48b)  ■  iC,  =  »jl,. 

(49b)  ^'    "1  +  1."        °   '   '  ''  ' 


worin  A|,  A^,  jl  wie  in  Nr.  7  definirt  sind. 
(50b)  1  ■  .  T    . 


2^'_" 


+  2 


1  +  1." 


(ülb)     n4J-(.,  +i,,  +  (._ +  1,.  +  ^, „,  +  !,.-       (.,4- »,)(■,, +  y 


4[S»,'S((!a:,)>  -  (Slida;,)"] 
„.r     ilL:^l,Vil,"        ,    ^ä_l./     («.  4-  '.)  («,  +  KT] 

'  L(V4-  ij  "(1.;+ B"  "^(14-  ».")■    («■  -  «.)*    J  ■ 


(53b) 
(.54b) 
,...,,  .„  r  dJj'  ,         4(k,  4.  A„)dl,*     1 

(56b)      4  6=^  [KTy-(^+^;)^  +  <dwt^<A  ■ 

+  2  arctang  A3  =  CoDst. 
Der  Uebergang  zu  rechtwinkligen   Ooordinaten  geschieht  durch 
dieselben  Formeln,  wie  der  entsprechende  in  Nr.  2;  es  ist  a^  durch  «^ 
und  «3  durch  a^  zu   ersetzen.     Die  Gleichung  der  Schaar  confocaler 
Paraboloide  wird  dadurch 

'-.—    (X^    +   lf)   +   2«   =  -y-  ■ 
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Da  duto  Iiitegial  aut  dei  linken  Seite  von  (57b}  aus  dem  eut&pi eelien- 
den  von  (42)  dmeli  die  aagegebenen  Modificaüouen  entateLt  so  eiliält 
man  ebenso  das  neue  Integral  au&  dem  eisten  (jliede  von  (46)  für 
rti  =  Oo  und  hat  iiui  den  con'^tinten  Fai-toi  von  dem  Integrale  in 
(57b)  umiiireclmen  Die  Gleichung  dei  geivihdtiheih  (/eoäatibchen  Itnien 
auf  dem  Rctationspaiaboloule  fi  =  Oonst   tvird  sonach 

lT|/C(C^.,V.   r^J^KZÖJ-.^  +  o.rctaMJ   -  O' 
'J    «.  +  .",    J  {r.  +  ajy^^^T-f!-  ^'  ' 

wo  C(«,  +  B)  —  t. 

Nr.  !l.    Wir  liabou  in  (47)  «.,  ~  it.i  211  setzen  (vgl.  p.  228  ii.  265) 
und  erhalten  also; 

(48o) 

ö'3;i 
(49o) 


+^l+ 

X   ' 

(1  - 1,)» 

I, . 

~  >.,^.. 

X,  -  A,x.. 

1,  -1- », 

+  V 

«/=-i 

A,= 

«3   —  ".  1 

+  1.' 

1,    +0, 
ß,   -  «,  1 

1 

„/»-i 

+  «. 

1 
+  1.' 

r  +  2^ 

i 

(U, 

".'». 

■■• 

+ 

■..          1  +  !,■ 

;^+2| 

""""i; 

<il, 

,tu. 

21^  (U 

1  +  1, 

+ 

.,  +  I, 

i*' 

(öOc) 

da    ,    t)  d3^4  dl,  aijt!^^ 

[SxfS{dx,Y  .-  (SKfc)'] 
(^''"^      _  _     ,ri,  +  «,_(«,)•      ,  »,  +  -.    (<il.l'  _1 


-  ",  (1  +  1,')' 


-  Oonst,, 


^  .  C  (»,  +  J,)(«,  +  »,)-!  +  i,(«i  +  ii)(«.  +  i,)C. 
Die  Ghidiung  der  veraUgemeincrten  ^eodatischm  Lmim  wird  also: 
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]/A  -f-  K,  arctang  A^  —  [/.^  -j-  a^  iirctang  A^  =  Cousl.. 
od<iv 

Hier  guht  lIui-cIi  jeden  Punkt  des  Eaumes  nur  eine  Flilclie  der  Selmar; 
deshalb   musateu  in  (48e)  zwei  Ebeneubüschel  zu   Hülfe   genommen 
werden;    letztere  bilden    mit  der  Pläclienscbaar  wieder  ein  (in  ver- 
allgemeinerte m  Sinne)  dreifach  orthogonales  System. 
Setzen  wir 

tji  =  x^  ~{-  ix,,     %  =•  x-^  —  ix,,     ij..  =  x.^  +  ix.j,     »ji  =  X,,  ■ —  ix^, 
so  geht  (58)  über  in 

/    \  vTr+ü,    /    \  VÄ+V, 

M  "-'(n^f  ^'_Co..st, 

gibt  also  eine  (im  Allgemeinen  transscendente)  Flache,  die  auf  unserer 
Fläche  aweiter  Ordnung  die  geodätischen  Linien  ausschneidet.  Führen 
wir  durch  die  Gleichung  %  =  jcij^  einen  Parameter  x  ein,  so  folgt 
mit  Hülfe  der  Gleichung  der  Fläche  l  ^  l^: 

Vi    y    »^  +  h  Vi    y     "3  +  ^j      '   Vi  ' 

wo  c  =  ^  K  T'J""^  "'"  2  "'^'"'  ^  Integrationsconstanten  bedeuten.  Diese 
Gleichungen  erscheinen  in  mehr  symmetrischer  Gestalt,  wenn  wir 
neue  Grossen  yi  und  di  durch  die   Relationen 

ö\  :S^  :  d'^  :  Ö^  ==  b''  y~  a,"-^i  :  b'^y~V^  —  X,:  b  y~^~^~X[:y'i^~'l^ 
einführen,  wo  dann  die  Identitäten 

(69)        nr.-r.r.,    «,«.(»,  + i,)  +  «.«.(«i +  ».) -<> 

erfüllt   sind,    so   dass  ö',-  die    Coordinaten    eines   Punktes   der  Flächi; 
X  ^  i.,  bedeuten.    Setzen  wir  endlich  x  =  e'',  so  mrd  die  Paramcter- 
äarsteUung  unserer  geodätischen  lÄnien: 
(60)  p^i  =  Siy,'',     für  *  =  1,  2,  3,  4. 

Ja  Folge  der  Bedingungen  (59)  liegen  dieselben  in  der  Tliat  auf  der 
Fläche  X  =  X^.  Die  gefundenen  Gleichungen  enthalten  nur  izwei  will- 
kürliche Constante;  denn  die  drei  Verhältnisse  der  d,-  reduciren  sich 
wegen  (59)  auf  zwei,  und  da  man  den  Punkt  S  durch  jeden  anderen 
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Punkt  der  Curve  (60),  etwa  durch  äiy^  ersetzen  kann,  wenn  man 
nur  gleichzeitig  [i  -\-  v  durch  fi  ersetzt,  so  repräsentiren  die  rf;  nur 
eine  Constante.  Ebenso  ist  es  mit  den  yi,  denn  sie  sind  an  die 
erste  Gleichung  (59)  gebunden,  und  man  kann  y/  statt  yt  schreiben, 
wenn  man  zugleich  fi  an  Stelle  von  fiv  setzt.  Hieraus  ist  auch  er- 
sichtlich, dass  die  ureprönglich  zwischen  den  j',  bestehende  zweite 
Identität  y^  =  c/^  nicht  weiter  beriick sichtigt  zu  werden  braucht. 
Dasa  wirklich  jede  Curve  (60)  eine  geodätische  Linie  der  Fläche 

(81)  W,("B  +  i,)  +  *%(«.  +  »,)  -  0 

darstellt,  bestätigt  mau  nachträglich  mittelst  der  Dilferentialgleichuug 

dieser  Curven,  nämlich: 


(62) 


yli/g 


'''?[       '^%       (^^n       f^lj 
I  (P^i     ä'ti^      tl^-i).,     lI^1]^ 


Diese  Gleichung  erweist  sich  als  stets  erfüllt,  sobald  ^1^2  =  J'sJ'4; 
sie  ist  es  auch  unabhängig  davon,  wenn  nur  y^  =  y^  oder  y^  =  y^ 
oder  j1=  1;  dann  aber  liegen  die  Curren  nicht  mehr  auf  der  vor- 
gegebenen Fläche. 

Die  hier  auftretenden  Curven  (60)  verdienen  auch  aus  anderen 
Gesichtspunkten  besonderes  Interesse  und  werden  uns  noch  wieder- 
holt begegnen;  sie  haben  nämlich  die  Eigensckaft,  durch  ein  System 
von  imendlieh  vielen  linearen  Transformationen  in  sich  übergeführt  su 
tverdcn.  Ordnet  man  jedem  Punkte  ^  durch  die  lineare  Transformation, 
eine  sogenannte  „Colli neation", 

(63)  0^i '^  ciitii,     wo  «1«,  =  a,jff,(, 
einen  Punkt  |  y.u,  so  wird 

wo  die  Si  wiederum  der  zweiten  Gleichung  (59)  genögen;  jeder  Piinkt 
der  Qwve  (60)  geht  also  in  einen  and&'en  Funkt  derselben  Curve  iS}er; 
gleichzeitig  wird  nicht  nur  die  Fundamentalfläche,  sondern  auch  jede 
Fläche  des  Büschels  (61)  in  sich  transforniirt.  Dasselbe  gilt  für  alle 
Oollineationen,  welche  durch  Wiederholung  von  (63)  entstehen.  Eine 
«-malige  Anwendung  derselben  Transformation  führt  zu  den  Formeln 

(64)  6|,-  -  «,"^,-. 

Versteht   man   miter  n  nicht  mehr  eine   ganze   Zahl,    sondern    einen 
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continuirlicli  veränderliclien  Parameter,  so  stellt  (64)  ein  System  von 
unmdlidi  vielen  continuirlich  mtsammenhängenäeK  Transformationen  dar, 
deren  jede  zu  den  Flächen  (61)  und  den  Curven  (60)  dieselbe  Be- 
ziehung hat,  wie  die  Transformation  (63). 

Man  kann  sich  umgekehrt  die  Aufgabe  stellen,  alle  Baiimcurven 
ansugehen,  loelche  durch  ein  solches  System  (64)  in  sich  ühergeführt 
werden'^},  wobei  von  der  Bedingung  cc^a^  ^  a^a^  zunächst  abgesehen 
werden  mag.  Die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  erfordert  die  Aus- 
führung einer  Differentiation  und  Integration.  Da  alle  Punkte  einer 
gesuchten  Curve  aus  einem  derselben  durch  Transfoimationen  der 
Form  (64)  entstehen,  so  wird  man  insbesondere  den  zu  einem  Punkte  tj 
der  Curve  unendlich  benachbarten  Punkt  erhalten,  wenn  man  n 
unendlich  wenig  von  dem  Parameter  des  Punktes  j)  vei->chieden  an- 
nimmt und  demnach  mit  n  -\-  dn  bezeichnet;  siliieiht  min  noch 
Vi  +  ^Vi  a*^  Stelle  von  ff|.,  so  kommt 

Tjj  -\-  di]f  =  ay"^'''^ri.     oder  d'rj.  =  rj.  log  a.  ■  üiiy 
also  durch  Integration 
(65)  »;,  =  Ö,«,". 

Dies  ist  die  Parameterdarstellung  der  gesuchten  Curven,  wenn  man 
unter  den  d;  Integration sconstanten  versteht.  Genügen  letztere  der 
zweiten  Gfleichung  (59)  und  ist  a^a^  ^  «a^^j'  ^'o  ^^^^  ^^^  Curven  (65) 
mit  den  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  der  Fläche  (61) 
identisch. 

Nr.  10.  Dieser  Fall  entsteht  aus  Nr.  3  für  «,  =  «g  (vgl.  p.  229  f.). 
Wir  gehen  also  aus  von  der  Relation 

(47d)      V  +  %'  +  2%«^.  +  ^l  +  (j^riyi- — WTW~ 

und  führen  Jie  folgejitlen  Rechtliiugen  (analog  zu  Nr.  6)  durch: 
(48  d)  a:,  —  »jrsj; 

<Jx/  =  (ft  +  l,)  (k  +  Ag),     20X3  x,^  =  —  A,  —  }.,  —  2«, 
(48,1)  <l(,T|'  +  ä;,'  +  2i,ij)— 1, 

2M,  I,  -  1  -  1,>  («  +  J,)  (»  +  «  -  §^^^f'i;y 

*}  Von  diesem  Gesichtspunkte  ans  wuiden  Klein  und  Lie  auf  unsere 
Cuiven  gefuhrt  Comptes  lendus,  6  und  13  Juni  1870.  Verscliiedene  Eigen- 
sclitften  dei  Curven  [bO)  sowie  di-i  tinton  in  Ni  11  vorkoromentlen  Curven  sind 
vom  Heiinagcbei  entwickelt  Math  Annalen  Bd  7,  p.  89  ff.;  vergl.  auch  Weiler 
ib    p   IGl,  Bjwie  d,i8  entspiechende  Pioblem  dpr  Ebene  in  Bd.  1,  p.  996. 
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(6oa) 


{.,ld)  P(),) ^^^p^p —  +  (^+lj- +  (7+IÖ-< -  (.+1,)'' 

4  [Sa:,"S(<ii,)'-(Si,  <!«,)=] 
(f"l'I)  - 9»'  ["'(7+1"''  +  ''*'''■'  ("  +  ■'■)(''  +  ^'>]  • 

II-,  TOIT^ICIJ  7  1        Sti"^   f^Jl^l         .  ('i^iT 

(56 d)  "+  '         ^   ^"   '^ 

=  9>  [i^^.  «^V  +  4<^A3^  («  +  10  («  +  A,)] ; 

In  dieser  i'orm  erscheint  hier  die  Gfleichung  der  verallgemeinerten 
georlätisehen  Llnieu.  Für  J.  =  0  ergeben  sich  algebraische  Curven, 
ncd  zwar  von  der  vierten  Ordnung. 

Nr.  11.  Es  fallen  von  den  vier  Schnittlinien  der  Flächen 
unserer  Schaar,  wie  sie  in  Nr.  9  auftraten,  zwei  Erzeugende  gleicher 
Art  zusammen;  die  vier  Ebenen  des  dort  benutzten  Tetraeders  arten 
also  in  zwei  je  doppelt  zählende  Ebenen  aus.  Legt  man  die  Gleichung 
der  Flächenschaai-  in  der  Form  (p.  231  und  266)  zu  Grunde: 

(66)  2x,  x^  +  23:3  x^  +  ^4+"?"  ^  ^' 

so  sind  die  beiden  Doppelebenen  durch  x^-'f-ix^^^O  und  x^ — ix^^O 
gegeben;  längs   deren  Schnittlinie   berühren  sich  die  beiden  Flächen, 
und  sie  schneiden  sich  ausserdem  noch  in  zwei  Erzeugenden.    Setzen  wir 
I,  =  %  +  ix,^,       I2  =  aij  +  ix^,  _     2 

Ig  =  iCg  —  ix^,        Ij  =  3^1  ^  ix^,  a-\-X 

so  geht  (66)  über  in 

(67)  •  I,  I, +  1,  I, +  A|,  g, -0. 

Die  veraUgenieinerten  geodätischen  Linien  werden  sich  im  vor- 
liegenden Falle  durch  Grenzübergang  aus  den  in  Nr.  10  gefundenen 
ergeben;  sie  werden  also  gebildet  von  denjenigen  Gurven,  welche 
durch  alle    linearen  Transformationen   in    sich   übergehen,    hei    denen 
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die  beiden  Doppelebenen  ||  =  0,  I3  =  0  und  gleichzeitig  alle  Flächen 
der  Scbaar  (67)  fest  bleiben.  Die  Ebene  ^g  =  0  kann  sieh  dabei 
nur  um  ihren  Schnitt  mit  |j  =  0,  die  Ebene  §4  =  0  nur  um  ihren 
Schnitt  mit  Ig  =  0  drehen.  Die  betreffenden  CoUineationeii  werden 
alsOj  entsprechend  zu  (63),  durch  die  Formeln 
.  ö^i  =  «1  i)i ,  0^3  =  ''a  %  I 

'^  '  06,  =  fti. +  »,,,,,  ii,~ß,  %  +  «,<,, 

dargestellt.  Damit  auch  jede  Flüche  (67)  in  sieh  tlbergefüiirt  werde, 
muss  die  Bedingung 

(69)  ß,  ß,  +  /3,  ß,  =  0 

erfüllt  sein.     Eine  li-malige  Wiederholuug  der  Transformation  ergibt 
ff£,  =  «,"  «I  ,  öla  =  R,"  IJ1, 

(70)  fei  1      '1'  (=3  2/3' 

«ia  =  «'ßi  «1""^^  Vi  +  «r  %'     '^^i  =  »ßi  V   ^  ^s  +  «/'  ^4- 
Fasst  man  wieder  n  als  stetig  variabehi  Parameter  auf  und  verfährt 
wie  in  Nr.  9,  so  kommt 
,-..    (?i),=%loga,  dw,  d7i^^%\ogti^dn, 

ä%  =  ßi  rji  dn -\-\oga^  %änj     d'rj^^ßg'  7j^dn-\-\oga.^'ri^dny 
wo  nun  in  Rücksieht  auf  (69): 

(72)  .,(!,' -/i„    «,Ä'-A,     ß,'  +  ß;-0. 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen  (71)  führt  ku  der  Fara- 
meterdarstelluitg  da'  gestidUen  Curvm,  nämlich: 

Damit  diese  Ourven  auf  der  Fläche  (67)  liegen,  müssen  die  Integra- 
tion sc  on  stauten  öi  der  Bedingung 
(74)  S,  ö, -\- d,  d.^ -\- A  ä,  S,  =  0 

unterworfen  werden;  man  kann  dieselben  daher  als  Coordinaten  eines 
willkürlichen  (dem  Werthe  «  ^  0  entsprechenden)  Panktes  der  Fläche 
(67)  auffassen.  Dass  den  Gurvm  (73)  in  der  l'kat  die  cha/rahteristische 
Eigenschaß  der  verallgememerteit  geodätischen  Linien  sukommt,  wird 
schliesslich  durch  Einsetzen  in  die  betreffende  Difierentialgleiehtmg 
bestätigt*);  man  erhält  letztere  aus  (62),  wenn  mau  die  Elemente 
der  ersten  Horizontal  reihe  ersetzt  durch 

ni,    »Jä  +  AiJi,     %,     f?4+A7i,. 

")  Die  geoclätifcohen  Lünen  waien  durch  eine  Eigeosobaft  definii't,  welche 
Jnirli  Imetue  Trimiformatiou  «naeiRtöibat  ist.  Liegen  also  die  beiden  Flächen 
(die  geg-ebene  und  die  hin/ugenoniinene  „Pnndainenta.lflflche")  so,  dass  beide  durch 
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Wir  haben  hier  emen  anderen  Weg  eingeschlagen,  da  uns  ein  so 
eiufaehes  Cooidmaten'.y stein  auf  dei  Fliehe,  wie  wii  e^  bisher  bc- 
1  utzten,  nicht  zu  Gebote  steht  lu  allen  fiuhciLU  Fallen  gaben  uns 
namhcli  ■\uf  Her  Fl  iche  X  ^  X^  die  Gleichungen  A„  =  Const.  und 
l  =  GoMst  die  beiden  '^vsteme  von  „verallgememeiten  Knimmungs- 
Imien",  welche  sich  gegeii'feitig  lechtwmkhg  duicb schneiden.  In 
miseiem  Falle  aber  fallen  diese  beiden  Systeme  von  Kiuinmungslmim 
gusmnmen  m  d%e  Erzeugenden,  welche  dwch  die  Ehenm  j/i  —  Ir^^  ■=  0 
ausgest^mtten  wenden,  so  dass  durch  jeden  Punkt  dei  Fläche  nur 
noch  eine  Kdimniungshnie  hindurchgeht*)  In  dei  That,  die  Diffe- 
lentiaigleichung  dei  Krdniuiungstuiven  wiid  hiei  {vgl    p    292): 


i?i         1?  +Aj?i         % 

jji  +  Atj 

f?iji     dri  +A'^'h     d)\ 

ni         %          % 

-A  {>i,d>i  -%d7i,y^0, 

(?7ji                          (^T^g                                äVlj 

dru 

sie  rcducirt  sich  also  auf  eine 

iucai'e  Gleichung  und  erlaubt  nur  das 

eine 

ingegebene  Integral.     Di 

e  Ebenen   de 

s   Büschels   ti  —  ^^3  =  0 

stehen  auch  hier  senkrecht  zur  gegebenen  Fläche;  versucht  man  aber 
eine  zweite  Ebene  durch  den  Punkt  jj  senkrecht  zur  Fläche  und 
senkrecht  zur  Ebene  ^i  1J4  —  l4^i='0  '^^  legen,  so  führt  dies  zu 
keinem  Resultate.  Die  Bedingung  für  das  Senkreclitstehcn  (in  verall- 
gemeinertem Sinne)  zweier  Ebenen  m,  v  ist  hier  nämlich 

"1  «4  +  «4  «1  -I-  %  W3  +  «3  iJg  =  0. 

Es  miisste  also  eine  Ebene  u  durch  die  drei  Gloidmngen 

"i  %  +  «2  (n2  +  Ajji)  +  «3  %  +  W4  (nt  +  A%)  =  0, 
~  Mg  j/i  +  u^  71^  =  0, 

«1  ^1  +  «2  n^  +  ^^B  ^3  +  ^»4  %%  =  0 

bestimmt  werden;  letztere  aber  führen  wieder  zu  «,  =  0,  Jij  =  0 
visu  /u  det  Ebene  5i  ^4  ~  ^  »Ji  ==  0  zuriick  Jede  Eb&ie  dieses  Lubchds 
lami  also  als  su  Sfh  selbst  senhecM  aufgefasst  weiden     m  dei  Thit 


dipselbe  Colliueation,  je  m  sieh  übergef  litt  weiden  so  niussen  \uah  die  geodati 
sehen  Lmieu  in  bilIi  (Ibeigehen  Darcli  diese  Scbluaaweise  (^gl  Bl  T  p  90*7) 
worden  Wir  tuch.  in  Ni    9  diiect   auf   die  doit    betiachteten  Cniven   gefihrfc 

■*)  Logt  min  den  imagiu^renEogeltieis  ils  Pundin  eiitalfl  che  zu  diunde 
so  Ki  dies  auf  teellen  FIB^chen  nicht  müglicli  d  nu  die  Bedingit  1^  dafiit  dasa 
die  hnLo  Se  te  der  Difieieutialgle  chiiig  dei  Ki  tmmnngslinien  ein  vollBtindigei 
Quadiat  werde  lEsst  sicli  bekanntlich  dnioh  dis  Verschwinden  ii  pi  Siimnn 
Ton  Qualratfn,  mit  j^oaitiven  CoefftiPittn  dai^follen 
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ist  sie  als  TangentenebGne  der  Fundameiitalfläche  zu  sich  selbst  polar 
conjugirt.  Die  hier  besprochenen  Verhältnisse  machen  die  Einführung 
elliptischer  Coordinaten  unmöglich. 

Nr.  12.     Die  Gieiehung  der  Flächensehaar  ist  (p.  231  und  266): 

Das  System  ist  sich  selbst  dualistisch;  alle  Flächen  berühren  sich 
in  einem  Kegelschnitte  der  Ebene  x^  =  0.  Der  Pol  der  letzteren 
liegt  in  der  gegenüberliegenden  Ecke;  er  spielt  dieselbe  Rolle  in 
Bezug  auf  unsere  Schaar,  wie  der  gemeinsame  Mittelpunkt  bei  einer 
Schaar  von  concentri sehen  Kugeln,  welche  sieh  ja  alle  im  imaginären 
Kugelkreise  berühren;  wie  hei  diesen  Kugeln  gibt  es  auch  Hier  drei- 
fach unendlich  viele  gemeinsame  Polartetraeder.  Wir  werden  daher 
jede  Fläche  der  Schaar  als  „vercdlgememerte  Kttgelfläche"  bezeichnen; 
sie  hat  mit  der  gewöhnlichen  Kugeifläche  die  Eigenschaft  gemein, 
dass  ihre  geodäUsdisn  Linien  von  dm  ebenen  Schnitten  durch  den  Mittel- 
pimJd  (grössten  Kreisen)  ausgeschmiäen  werden.  Es  wird  nämlich  die 
Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien,  wenn  Aj  =  «,-  +  l: 


(7fi) 


*4 


=  0; 


d^x^       d^X2      d^Xg 
dii.s  allgemeine  Integral  ist  also  durch 

C\.  Xi  ■\-  c^  x^  -\-  c^,  x^  =  0 
gegebeu.    Als  Differentialgleichung  der  Krümmuugacurvcn  findet  1 

dXi  Aj      dx^  Ag       dx^  Ag       dx^  A, 


=  0. 


dx-. 


dxc, 


dx. 


dx. 


Die  linke  Seite  ist  identisch  Null,  Äu^  der  veraltgemeinerten  Kiiyel 
kann  daher  jede  Curve  als  Krünmtimgscttrve  aufgefasst  werden.  Die 
Normalen  consecutiver  Punkte  schneiden  sich  nämlich  immer  im 
Mittelpunkte, 

Ni".  lit.     Ein  Grenzfall  des   vorhergehenden  Falles;  der  Mittel- 
punkt rückt  auf  die  Kugel;  die  Gleichung  der  Schaar  ist  (p.  232): 

(«  +  l)  (a^i^  +  x^^  +  23^3  x^  +  a;/  =  0. 
Die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien   entsteht  a.us  (TG), 
indem  man  die  erste  Horizou talreihe  ersetzt  durch 
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Biese  Ourven  sind  also  wkder  ebene  Schnitte  dmch  einen  fcsleii  FimU: 

"^l  3^1  +  '^  ^3  +  ^4  «i  =  0. 

Die  Differential  gleich  ung  der  Krümminigsliiiieii  ist  auch  hier  itlentifich 
erfüllt. 

Für  alle  diejenigen  Fälle,  in  denen  wir  durch  Benutzung  der 
ersten  Integralgleichung  (32)  zur  Aufstellung  der  Gleichung  der 
geodätischea  Linien  gelangten,  gelten  selbstverständlich  unsere  bei 
Gelegenheit  des  ersten  Falles  an  die  Gleichung  (12)  geknüpften  Be- 
trachtungen (p.  297f.):  Die  Tangenten  jeder  geodätischen  Linie  iemkren 
eine  gewisse  Fläche  der  in  jedem  Falle  henuUten  Schaar;  und  die  Ge- 
sammtJmt  der  geodätischen  Idnien  auf  mter  Fläche  ist  vm^hängig  da- 
vo)i,  welche  Fläche  dieser  Schaar  cds  Funäamentälfläche  h&mM  wird. 

XV.    Krüminungseiu'veii  und  geodätische  Linien  auf  Kegeln  und 
Cylindern  zweiter  Ordnung. 

In  den  Fiäehenajstemen,  welche  zur  Definition  der  verschiedenen 
elliptischen  Coordinaten  dienten,  kommen  als  Aasartungon  zwar 
TCegelschnitte  vor,  aber  keine  Kegel.  Während  also  für  die  betref- 
fenden Grenzcurven  unsere  Formeln  eine  gewisse  Bedeutung  behalten, 
erfordert  die  Bestimmung  der  Kriimmungalinien  und  geodätischen 
Linien  auf  Flächen  mit  verschwindender  Determinante  neue  Rech- 
nungen. Wir  ha^en  dabei  die  verschiedenen  Lagen  eines  Kegels 
gegen  eine  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  wieder  als  „Fun- 
dament alfläche"  benutzt  werden  soll,  in  Betracht  zu  ziehen.  Die 
Auswahl  der  verschiedenen  für  diese  Lage  sich  bietenden  Möglich- 
keiten bestimmt  sich  nicht  nur  durch  die  Gestalt  der  Sehnittcurve, 
sondern  auch  durch  die  Lage  der  Kegelapitze  zu  etwaigen  ausge- 
zeichneten Punkten  der  Sehnittcurve. 

Nr.  1.  Kegd  und  Funäamentälfläche  berühren  sieh  nicht.  Es 
gibt  (nach  p.  209)  ein  gemeinsames  Polartetraeder,  dessen  eine  Ecke 
in  der  Spitze  des  Kegels  liegt.  Die  Gleichung  der  Fundamental- 
fläche, bezogen  auf  dieses  Tetraeder,  sei 


(1)  «  ~  M,^  -I-  Ma^  +  «/  +  u^'  =  0. 

Die  Gleichung  des  Kegels  mit  der  Spitze  «j,  =  0  ist  dann  von  der 
Form  «^  Xj^  +  Kg  x/  -\-  a^  x^'  =  0,  Wir  hetrachtren  aogleieh  das 
System  von  Kegeln 
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dessen  wesentliche  Eigenschaften  uns  bereits  aus  der  Theorie  der 
confoealen  Kegel  bekannt  sind  (p.  275ff.);  durch  jeden  Punkt  des 
Ranmes  gehen  zwei  zu  einander  (auch  in  unserem  verallgemeinerten 
Sinne)  orthogonale  Kegel  des  Systems  und  es  treten  drei  Linien- 
paare als  GreuzcurTen  auf. 

Die  Differentialgleichung   äer  verallgemein&rien  . 
auf  dein  Kegel  1=^2.^  wird  nach  (6)  p.  292: 


(3) 


0 


dXi  da:.2  dXg         dx,^ 


Wie  früher,  beweist  man  leicht,  dasa  sie  erfüllt  ist,  sobitld  die  Punkte 
X  und  X  -{-  dx  gleichzeitig  auf  zwei  verschiedenen  Kegeln  unseres 
Systems  liegen.  Sie  ist  aber  auch  befriedigt,  wenn  die  Coordinaten 
X{  und  Xi  +  dXi  einer  Gleichung  von  der  Form 

(41  Asfi/  4-  j.„^  +  t    )-■,;  =  () 

gel  j,eu  ■inj  hm  Kegel  (2)  ibt  alsi  die  fvne  SeJiaar  loH  Ki iimmimgi 
hmen  durch  beim  Hiseugmden,  die  andere  Schaar  dmch  seme  Sclmitte 
mit  dmjemgen  Flachen  eioeiten  Giodes  gegdien  uelche  die  Ftmdammtdlr 
ftarhe  Janqs  ihiet  Schmübme  imi  de>  Polwiehene  det  KegeUpiise  he 
luhien 

Die  Differentialgleichung  dei  ge  latisdmi  Ltmeri  wu  1  nich  fll) 
gebildet;  durch  Multiplication  der  linken  Seite  mit  der  Determinante 
(3)  entsteht,  ganz  wie  oben,  eine  integrable  Gleichung;  und  diese 
führt  zu  dem  ersten  Integrale 

worin  die  mit  einem  Striche  versehenen  Summen  zeichen  nur  auf  die 
Indiees  8  ==  1,  2,  3  zu  beziehen  sind,  während  die  Suramen  der 
rechten  Seite  je  vier  Glieder  enthalten.  Das  zweite  Integral  wird 
durch  Einführung  elliptischer  Kegelcoordinaten  gewonnen.     Wir  setzen 

_        (X-lO{l-X,)<p 

(G) 


Hl  Sl  li_l 


Macht  man  successive  A  =  —  «,,  —  «^,  —  «j  und  berücksichtigt  (4), 
Sü  entsteht  die  Paramcterdar Stellung 
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"  —  ("i  +  ^i)  K_±i|)  2  _  (''^  +  h)  K  +  '2) 


Statt  <?  führen  wir  eine  neue  Variable  s  ein,  indem  wir  ^et/.eu: 


^^'^  S  ^     ^^^^  '^  ^1^   +   ^2^  "I"   ^3^  +  ^'l''  =    —4"—     = 

Durch  Differentiation  ergibt  sich: 


2  -^  +  T  =  ^+T  +  ^+^  ^  1" 


und  hieraus,  wenn  dX^  =>  0,  io  der  früheren  Weise 

(9)  4  j2^/2«--(2'-^-)')=^.{a%'-'"-^'  Sil . 

wobei  folgende  Relationen  zu  berücksichtigen  sind: 

■ST? '       '"l"  r.  XI '  '*'■'  ^  —  '■! 

(10)  2  «TW  - "'  2  k +5?  -  -  A,- ". 

A.  -  (»,  +  J.)  («,  +  li)  («,  +  J.). 
Die  weiteren  Indentitäten 

füiiren  zu  der  Hülfsgleichung 

(12)  4  2''^-'"l^--^- 

Die  Differentialgleiehung  (5)  geht  also  über  in 

ff'  Ai  A^       "  sM  (I3  +  1)'  A,       Ij  +  1  1  ' 

und  (?Mr(!Ä  IntegraUon  erhält  man  die  Gleichung  dei-  verallgetminertm 
geodätischen  Linien  in  der  Form: 

(131  J         VA,"     '"'       '^    J  yi  +  AX,  +  A' 

=  A,  -1/4  ^  1  4-  ^  ;i^  _|-  Coust., 

worin  A  =  CA^  eine  Integrationsconstaate  bedeutet.  Links  tritt  ein 
elliptisches  Integral  auf.  Bei  Ausführung  der  Integration  ist  Ä  als 
von  Null  verschieden  angenommen;  der  Fall  ^  =  0  ergibt  Ag  =  Const., 
führt  also  auf  die  Erzeugenden  ( 
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Insbesondeie  liefern  voi=!  teilen  de  Formeln  die  gewöhnlichen  Krütn- 
mm^hlmttn  tinä  geoiMibclien  Linim  auf  dein  aUgememen  Kegel.  Wir 
setzen 

l,  (j    X,    j^ 

Dann  liefert  (1)  die  Gleichung  des  Kegels,  bezogen  auf  seinu  Haupt- 
axen;  auf  ihm  werden  die  KrOmmangslinien  von  dem  durch  (4)  dar- 
gestellten Systeme  concentrischer  Kugeln  ausgeschnitten,  denn  der 
Pol  einer  Tangentialebene  des  Kegels  in  Bezug  auf  die  Fläelie  (1) 
ist  derselbe,  wie  ihr  Pol  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis 
x^  +  J/^  +  s^  =  0.  Die  Gleichungen  (7)  liefern  in  der  That  sofort 
unsere  früheren  elliptisclien  Kegel coordinaten  (p.  278).  In  (13) 
haben  wir  also  die  Ghußmng  der  gewöhnlichen  geodätischen  Linien  des 
Kegels  vor  uns. 

An  die  Gleichung  (5)  lassen  sich  analoge  Betrachtungen  an- 
knüpfen, wie  diejenigen,  zu  denen  uns  bei  den  allgemeinen  Flächen 
die  entsprechende  erste  Integralgleichung  Veranlassung  gab  (p.  297 
und  323).  Die  Gleichung  sagt  nämlich  aus,  dass  unter  den  Curven 
(13)  insbesondere  diejen^en  enthalten  sind,  deren  Tangenten  die 
Fundamentalfiäche  berühren;  sie  ergeben  sich'  für  C  =  oo,  indem  dann 

wird.  Für  die  Definition  der  verallgemeinerten  KriiramuHgslinieu 
und  geodätischen  Curven  kommt  aber  nur  der  Schnitt  der  Funda- 
mentalfiäche mit  der  Ebene  x^  =  0  in  Betracht,  sowie  der  Umstand, 
dass  die  Kegelspitae  im  Pole  dieser  Ebene  in  Bezug  auf  die  Fun- 
dameutalfläche  liegt.  Wir  können  daher  diese  Fläche  durch  irgend 
eine  andere  Fläche  des  Büschels  (4)  ersetzen,  ohne  dadurch  die  ge- 
nannten Curvensysteme  auf  den  Kegeln  (2)  zu  modificiren.  Somit 
ergibt  sich  der  Satz:  Jedem  WeHhe  von  0  in  (5),  oder  A  in  (13), 
entsprechen  imendlich  viele  geodätische  Linien,  deren  Tangenten  alle  eine 
bestimmte  Fläche  des  Büschels  (4)  ierUhren.  Und  hieraus  folgert  man 
weiter:  Jede  Owve  (13)  heruhrt  eine  hesUmmte  (nichi  geradlinige)  Kriim- 
inungsam^e  des  Kegels  X^  =  Oonst.,  so  oft  sie  derselben  begegnet.  Die 
auf  den  allgemeinen  Flächen  zweiter  Ordnung  gewonnene  Eintheilung 
der  geodätischen  Curven  in  drei  verschiedene  Systeme  fällt  hier  fort, 
da  die  Fundamentalfiäche  natürlich  durch  keinen  der  Kegel  (2)  er- 
setzt werden  kann. 

Wir  fragen  noch  nach  dem  Verhalten  der  geodätischen  Linien 
in  der  Kegelspitze.  Derselben  kommt  nach  (7)  der  Parameter  ^3=00 
zuj   es   luüsste   also   auch   die   linke   Seite  von    (13)   unendlich   gross 
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werden,  was  nur  für  ^2  =  00  eintreteu  Icaim.  Daim  abei  wiid  nach 
(7)  a;/  +  ^i^  -}-  3^^  =  0;  dem  Werthe  A3  =  00  eatspiechen  vlso  die 
vier  aiif  imserem  Kegel  liegenden  Tangenten  der  rundamentdlH  iche 
Biese  vier  emsge^ekJmden  Erzeugenden  des  Kegels  wmden  bonaüt  ton 
den  geodäiischm  lAnim  in  der  Spitse  berührt.  Sind  diese  vier  Erzeugen 
den  imaginär,  so  gehen  die  Cnrven  (13)  niclit  duich  die  Spitze  bin 
durch;  so  ist  es  z.  E.  im  Falle  der  gewöhnlicheu  geodätischen  Limen 
Für  letztere  gilt  natürlich  auch  der  obige  Satz,  da^s  )ede  solche 
Ourvo  eine  hestimmte  Krümmungslinie  berührt,  &o  oft  sie  deiBelbün 
begegnet. 

Nr.  2.  Die  Sdmittcurve  des  Kegels  mit  dm-  Ftmdammtalftacbe  hat 
einen  Doppelpunkt,  inelcher  nicht  mit  der  Spitse  des  Kegeh  suöammenfuUt 

Nach  Nr.  2,  p,  216  kommt  allen  Kegeln  des  Systems 

weeentlicli  dieselbe  Eigenschaft  zu,  wenn  die  FundameiiLilfläche  durch 

die  Grleiehung 

(15)  x^^  +  3^^  +  2xs^i  =  0 

gegeben   wird.     Alle  Kegel  (14)   berühren   die   Ebene   x^  -■=  0    längs 

ihres  Schnittes  mit  a^a  =  0.    Die  erste  Horizontalreihe  von  (3)  ist  hier 

zu  ersetzen  durch 

in    entsprechender    Weise    ist    die    zweite    Keihe    zu    ändern.      Die 
Krümmungscurveu  werden  ausgeschnitten  von  den  Flächen 
(17)  a;,>-J,(i/  +  2äA). 

Wir  setzen  ferner  die  linke  Seite  von  (14)  gleich 

Die  dliptischeti  Kegelcoordiriaim  werden  dann  eingefühlt  liureli  die 
Gleichungen 

as)     '"<«.-«.)'(».  +  ))•  '        i,  +  i' 

-,.._(«.+ '.)  (-.  +  '.) AjL         5>..,  ...    _.  J       ^. 

"•        («,-«,)  (l.  +  l)  ~l.+i'       ^^  "       '""K  +  i  S-, 

Eine  llechnung,  welche  den  friJheren  genau  analog  isl;,   I'ühit  zu  der 

Differentialgleichung: 

,,„            (1,  -  l,}dl,'       „,            ,|ft-  IJii;.'    ,        dl,'      1 
(lä) a;ä^ ~C(l,+  l)[ ^^ +  ä7(i.+lji. 

A,  -  («,+  !,)(», +  1.)", 


y  Google 


y28  Zweite  Abtheilung. 

iiüd  durch  Integrsitiou  ergibt  sieh  die  Gleicliioig  der  vci'liI  ige  mein  er- 
teil geodätischen  Linien  auf  der  Fläche  A  =  A^: 

^      -^   J  («a  +  y^Bj  +  ij       —Jyi^il-A-Al,) 

iS'r.  3.  Kegel  und  Fundamentalfläche  sckneidm  sich  in  einer  Curve 
mit  Doppelpunkt,  und  letsierer  ist  sugleich  Spitse  des  Kegels.  Wir  be- 
trachten die  Kegelschaar  (vgl.  Nr.  2,  p.  216): 

während  die  FundamentalSäclie  wieder  durch  (15)  gegeben  ist.  Die 
nicht  geradlinigen  Krümmuugscurven  werden  durch  die  Flächen 

(17a)  V  =  ■^3(^1'  +  V  +  ^^s^i) 

ausgeschnitten.     Die  Parameterdarstellnng  gibt 

axs^  =  1,  Se^TgiCi  =  1  —  A^<}(x^^  +  aJa'*)  =  1  +  As(;ii  +  A^  +  «i  +  %). 
Die  weitere  Rechnung  gestaltet  sich  einfacher,  wenn  man  6  beibehält 
und  nicht,  wie  früher,  s~^  =  ä^/  +  x^^  +  S^a;^  einführt.    Denn  es  wird 

(~ySx^  +4^ÄM^,-  =  {^ySxi^-^4.^8xidXi'}'(^j8dXi', 
wobei  Sxi^  =  ic^^  +  x^^  -[-  2^:33;^,  und  folglich: 

Die  Gleichung  der  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  ist  somit 

(20a)  r_^3£^  =  l'y^ih^  +  Const. 

Nr.  4.  Ä^/ei  M«d  Ftmdamentalfläche  leruhr&t  sich  stationär,  die 
Spitze  des  Kegels  liegt  nickt  im  Rilclikehrpwrikte  der  Schnittcurve.  Nach 
Nr.  3,  p.  219  können  .die  Gleichungen  von  Kegel  und  Fundamental- 
fläehe  bez.  in  der  Form 

x^^  -\-  2x^x^  -f  2Kx2Xg  =  0,  x^'  +  x^^  +  Si^^a^i  =  0 
angenommen  werden.  Um  aber  die  Rechnungen  ganz  wie  früher 
ausführen  zu  können,  um  insbesondere  ein  erstes  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung der  geodätischen  Linieii  durch  Multiplication  der- 
selben mit  der  hnken  Seite  der  Differentialgleichung  der  Erümmungs- 
linien  ganz  in  der  alten  Form  zu  erhalten,  ist  es  nothweudig,  das 
Coordinatensyatem   etwas  zu   ändern.     Wir  führen   in  die  Gleichung 


y  Google 


Dio  l'lUditiii  Kweitei-  Oiclnung  und  /weiter  Klaaae.  329 

des  Kegels   auch   ein  Glied   mit  x^  ein   imd   betriicliteii  tlüS  System 
von  Kegeln: 


(«  +  ly  ^  {«  +  ly 


(14b} 

=         («  +  !)=        '^^s   -h^^ai^ij- 

Jeder  solche  Kegel  schneidet  in  der  That  die  Fundamentalfläche  in 
einer  Curve  vierter  Ordnung  mit  Spitze,  da  die  betreffende  Gleichung 
vierten  Grades,  was  die  Yielfaehheit  ihrer  Wurzeln  und  das  Ver- 
halten der  zugehörigen  Unterdeterminanten  angeht,  ihreu  Charakter 
durch  Hinzufügen  des  Gliedes  mit  %^  nicht  ändert.  Die  verall- 
gemeiuerten  Krümmungslinien  werden  durch  die  Flächen 
(nb)  x,^  =  k^{x^^  ^"^x^Xi) 

auf  den  Kegehi  (14b)  ausgeschnitten.    Die  weiteren  Reclmuäigen  führen 
zu  den  folgenden  Formeln: 


öiCj«  =  Ag,  2Qx^Xi^  =  —  (2ß  +  Aj  +  L^), 

eV  =  («  +  AO  («  +  A,),     26a^a;,  =  -j^^^^^^^-^; 

1  =  o(x,^  +  x.^  +  2%^,)  =  Ag  +  1 ; 

Nr.  5.  Die  SpÜ^e  des  Kegels  liegt  im  MücklKhrpimlde  der  Schnitt- 
curve  vierter  Ordmrng.  Die  einfachsten  Gleichnngsformen  der  beiden 
Flächen  sind  nach  Nr.  3,  p.  219: 

A3^^  +  ä^ißa  =  0     uJid     Xi^  +  ^/  +  ^XjiX^  •=  0. 
Mit  Hülfe  derselben   gelingt  es  auch  hier  nicht,  die  früheren  Rech- 
nungen zum  Zwecke  der  Trennung  der  Yariabeln  Ag  und  Ag  in  analoger 
Weise  durchzuführen.    Wir  ändern  daher  wieder  die  Lage  des  Coordi- 
uatensjstems  und  kommen  so  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

(14c)       0  =  2x,x,  +  ^,  -  x,'{a  -f-  A)  =  -  ^^-^1^-M^^j^.    . 

(15c)  0  =  3^1^  +  a;/  +  2x.^x^; 

(16c)  ^^,     0,     x„    :.,+-^^i^_3;,(«-HA); 

(17c)  —  =  Xi^  -f-  V  +  2^ü^d  =  h'"'/] 
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öx^^  =  —  («  -I-  A,)(a  +  ^a),     26x^x^  =  2«  +  ;ii  +  X.„ 


0X^  =  1 , 

2(ix,x^  =  ^,  +  1  +  l(2a  +  A,  +  i;f, 
6  ==  sZ„: 


(20o)     jy;--:f;;'i'.-i^cr«T«/ygpf%i 


Nr.  6.  liegd  und  ImidamctiM[tadie  schneiden  sich  in  emer  Gurve 
dritter  Ordnung  und  in  einer  Sehne  derselhen.  Die  tlen  früheren  ent- 
sprechenden Gleicliimgen  werden  (vgl.  Nr.  4,  p.  221): 

(\AA\          n  ~  '.  ^  J-  '^'^'"'"■i  J_      '^-t'      —  (;t  -^1,){_X  —  Ja)     3. 
(14d)  0  =-  a,,   -I-  ;^^^  +  ^^^^p^,  = ^^q^^,        ^.  , 

(löd)  0  =  '-Zx^^x^  -\-  2xgX^^  ■-■; 

(16cl)  0,   «„  -5^,   j^,  +  ^^,; 

(l'Itl)  2«,Ij  +  2%ijj  =  »s«,", 

axf  —  i,  2c»ai»',  ~  —  (2ci  +  J,  +  y, 

(ISd)    »»,'  —  («  + J,)  («  + 4),     201,1,—       2o  +  J,  +  ,1,  +  Ij, 

Nr.  7.  i)ie  im  vorigen  Falle  auftretende  Sehne  der  Eauntcwve 
dritter  Ordnung  tvird  sur  Tangmtte.  Die  einfachsten  Gleichungaformen 
der  betreffenden  Flächen,  wie  sie  sich  aus  Nr.  4,  p.  221  ergehen, 
führen  hier  ehenso  wenig  zum  Ziele,  wie  die  entsprechenden  Gleichnngs- 
formen  in  Nr.  4  und  5.  Das  Integral  (5)  wird  dagegen  wieder  in  der 
alten  Weise  erhalten,  wenn  die  Gleichung  dos  Kegelsyetems ,  dessen 
einzelne  Flächen  zur  Fandamentalfläcbe  in  der  jetzt  verlangten  Be- 
ziehung stehen,  in  der  Form 

(14e)   0  =  :c/  +  2x^x^  +  2Xx^x.^  +  i.'%^  =  (X~  X^)  (X  —  X^)x^^ 
angenommen  wird.    Die  weiteren  Rechnungen  geschehen  dann  an  der 
Hand  folgender  Relationen: 
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(lÖe)  0  =  iJa!^»^  +  Sa^ifl^i^  — , 

(17e)  li^x^  =  2a^a;s  +  '^Xi«'^- 

Die   verallgemeinerten    Krümm ungsliiiien   siud   also    von  der  dritteu 

Ordnung  und  berühren  die  Linie  a^j  =  0,  a^a  =  0  in  der  Spitze. 

6x^  =  1 ,  20XiX.j  =  —  |(Ai  —  ^j,)^, 

(18e)    2ea:,a;3  =  —  (X,  +  A^),     26X1«^^  =--=       ;i,  -  J^-  (-t,  —  X^Y(_X^  +  /l,), 

(lite)  (A,  —  l;)<U./  =  C  ((A,  -  A,)dL/  -  '^l^^; 

(20e)  —  K-'-i  —  4)'  =  y'^3  ^  "ö  +  ^''"^^■ 

Die  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  der  Kegel  werden 
sonach  im  vorliegenden  Falle  durch  algebraische  Curven  gegeben. 
Dieselbon  sind  von  der  sechsten  Ordnung,  denn  nach  (18e)  lassen 
sich  die  Coordinateu  ihrer  Punkte  als  rationale  Functionen  sechsten 
Urades  von  p  =  "[/Aj  —  X^  darstellen. 

Nr.  8.  Kegel  zmd  Fundumeiitalfläche  schneiden  sicli  in  ztoei  sich 
nidit  ierührenäm  und  nicht  gerfallendm  Kegelschnitten  (vgl.  Nr.  6,  p,  224). 

(14,)  0.,^. + ^^^1^^ (.. + ,7(.':  +i)fe'+».'+»A 

(16f)      0  ~  i/  +  V  +  X,'  +  V  =  4  ■ 

um  ein  (im  verallgemeinerten  Sinne)  dreifucli  orthogonales  i'läelieü- 

syatem  zu  erhalten,  nehmen  wir  hier  ausser  der  Flächenschaar 

(171)  »,"  —  l,(i,'  +  «,>  H-  a;,") 

noch  den  Ebenenhtischel  ^3  —  ^^x^  =  0  zu  Hülfe.   Die  von  den  Flächen 

(17f)  arisgesohnittenen  verallgemeinerton  Krümmungslinien  zerfallen 

je  in  zwei  Kegelsehnitte.     Die  weiteren  Gleichungen  werden: 

'"'  -^ {^  - „,)ir+'7y 

1  +  1.  2   _  c,  +  l, 

,=-«,'    ""=•  ^(.,-.0(1  +  1.-)' 
s  -  (1  +  1,)«; 


'—'■■„ 


(18fJ 


(19«) 


(«1  +  WX«,  +  i.)  i«,  -  «■)  (1  +  ».")' 
_p('<     (»,  H-iiW','     n  I  n  I  *"■")■ 
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"-  -{-  Const; 


VX,(1  +  A  +  AI,) 

Die  Pole  der  Kegel  (14f)  in  Bezug  auf  die  Fundamentalfiäclie 
(15f)  sind  dieselben,  wie  ihre  Pole  in  Bezug  auf  den  Schnitt  der 
letxteren  Fläche  mit  der  Ebene  a;,  =  0.     Setzt  man  daher 

so  liefert  (1.7f)  ein  System  von  Kugeln,  welche  auf  den  Motaiionsliegeln 

die  (ebenen)  Krümmungslinielt  aussehneiden;  und  in  (20f)  haben  wir 
die  Gldchuny  der  gewöhnlichen  geodätischen  Idnien  dieser  BoMianslcegel 
vor  uns.     Machen  wir 

so  ergeben  sich  in  dei^  That  die  früheren  räumlichen  Polarcoordi- 
naten  (vgl.  p.  279). 

Kr.  9,  Die  heiden  Kegelschnitte  von  Nr.  8  berühren  sich  (vgh 
Nr.  7,  p.  225). 

(14g)       0  =  ^^-f  ^  +  f^^  =  ^y  (*/  +  2x.,x,), 

(15g)  0  =  a^i^  +  373^  +  2a:3fl!i  =  y, 

(17g)  x^'  =  A3  (xg«  +  2x^x^,    x^  =  A^a^s; 

Qx^^  =  A3,  2<?3;33:.j  =  1  +  («  +  Ai)A/, 

(18g)  «3;,'  =  —  (ß  -!-  Aj),  «facg'  =  —  (a  +  1^)A/, 

ff  =  s(l  +  A3); 

(20g)  2A,  ^  («  +  101/6'/^;=^^^-^^  +  Coost, 

A  =  (€c-j-  x,yc. 

Auch  hier  könnte  man  eine  Anwendung  auf  die  gewöhnliehe 
Geometrie  durch  Vermittlung  des  imaginären  Kugelkreises  vornehmen, 
würde  aber  dadurch  zu  imaginären  Kegeln  geführt  -werden. 

Nr.  10.  Ein^  der  heiden  Kegelschnitte  von  Nr.  8  a/ftet  in  ein 
Linienpaa/r  aus  (vgl.  Nr.  8,  p.  227). 
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(loh)  0  =  3;^^  +  x^^  +  SaigÄi  =  y , 

(17h)  2x,x^  —  l,(Xi'  +  x,'),    a;,  —  JsJ;,; 

«_-s{«  +  l,)(l  +  «i 


(201i)  »As  1,  -  "[/l  +  1,  -  gjjijö.  ■ 

Nr.  11.  Kegel  und  Fundamentalfläche  berühren  sich  längs  eines 
Kegelschnittes  (vgl.  Nr.  12,  p..  231).  Die  Gleichungen  der  beiden 
Flächen  werden: 

x^  +  ^i'  +  «4^  =  0     und     «1^  +  x^^  ~f-  x.^  -\-X:^  =  0. 
Die  Differentialgleichung  der  Krümmungslinien  ist  folglich  identisch 
erfüllt,  und  diejenige  der  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  geht 
über  in 

XiS  ±^x^dx3ä^Xi  =  0 . 

Eine  Linie  der  letzteren  Art  wird  also  auch  hier  durch  zwei  Punkte 
heatimmt,  zerfällt  aber  in  die  beiden  durch  diese  Puntte  gehenden 
Erzeugenden  dea  Kegels,  Die  Ueb  er  tragung  auf  den  imaginären 
Kngelkreis  führt  zu  den  diesen  Kreis  enthaltenden  imaginären  Kegeln 
(Kugeln  vom  Radius  Null). 

Wenn  hiermit  die  möglichen  Lagen  eines  Kegeis  (der  nicht  in 
ein  Ebeaenpaar  ausartet)  gegen  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  er- 
schöpft sind,  so  bleibt  doch  noch  die  Möglichkeit  einer  Ausartung 
dieser  Fläche  zweiter  Ordnung  m  Betracht  zu  ziehen,  und  dies  um 
so  mehr,  als  geiide  sie  zu  den  einfachsten  Fällen  der  gewöhnUcfuni 
geodätischm  Linien  auf  Cylmdetn  fßhrt.  Letztere  sind  in  der  That 
im  Vorstehenden  ausgLseblossen,  während  dio  gewöhnlichen  geo- 
dätischen Linien  luf  Kegeln  m  Nr.  1,  Nr.  8,  Nr,  9  und  Nr.  11  Be- 
rücksichtigung fanden 

Nr.  12.  Die  geodätischen  Linien  auf  elliptischen  oder  hyperiolischen 
Cylindem.     Wii  gehen  aus  von  der  Oylindersehaar 

wemi  der  iraagmiio  Kugolkreis  durch  die  Gleichungen 
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(15i)  «,  =  0 ,     x,^  +  x;^  +  aig^  =  0 

dargestellt  wird.    Die  Differentialgleichung  der  Kriimnmngslinieji  ist: 


_^  __^^  ^ 


äx. 


dx^      äxy    dx/^ 


Der  erste  Factor  der  linken  Seite  führt  auf  die  Erzengenden  des 
Cylinders  als  Krümmuiigslinien,'  dor  andere  auf  die  ebenen  Schnitte 
senkrecht  zur  Äse.  Für  die  Differentialgleichung  der  geodätischen 
Linien  findet  man 

TTl    .,  +  .     "       « 

Xi  %  ,«3  X^ 

dx^        dx^       dx^     dx^^ 
ä^Xi       (PflJg      d^Xg    d^x^ 

Ein  integrirender  Factor  wird  hier   nicht  dnrch  die  (diige   Detern 
nante  gegelten,  sondern  durch  die  folgende: 


-  äx^ 


+  > 

«>  +  » 

Ix, 

i'. 

+  A 

«,  +1 

0 

0 

0 


dx^ 


dx. 


welche  sieh  allerdings  hei  der  Ausrechnung  als  der  obigen  gleich 
ergibt.  Die  Integration  der  so  entstehenden  Gleichung  fiihi-t  (wenn 
A  =  Aj  ^  Const.)  zu  der  Eelation 

=  0\{x^  -\-  x^)  {dxg^  -[-  dx/)  —  (xgdx^  +  «^(^a:^^! 

=  C(xgdx^  —  x^dx^y. 
Die    dUptischm   Cylindejworäinalen*)    werden    eingefühi't    rhireh    die 
Gleichungen : 

*)  Dieselben  sind,  ebenso  wie  die  allgemeinen  elliptischen  Coordinn.teD, 
für  gewisse  Probleme  der  matheraatisclieii  Physik  Ton  Wichtigkeit;  vgl.  Ueiiip, 
Handbuch  der  Kngelfunctionen,  2,  Aufl,  Bd.  2,  p.  202,  Berlin  1881. 
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ax^ 


-  1. 


Wie  in  den  früheren  Fällen  wird  die  weitere  Rechnung  am  einfaclistoii 
durch  logarithmischß  Diiferentia,tioü  ausgeführt,  wobei  die  frühere 
Grösse  s  jetzt  durch  die  Gleichung  s(x/  -f-  x^)  =  1  zu  defiuiren  ist. 
Man  erhält  so  aus  (18i)  die  Differential  gl  ei  chujig; 


(I9i) 


und  durch  Integration 


=  C-^ 


2  |/Ä.t   "|/C(ff,  +  A,Xßa  +''^i)  +  f"'onst. 


Nr,  13,  7)je  eiwe  imendUck  ferne  Erseiigcnde  des  Cylinäers  le- 
ridirt  den  imaginä/ren  KugeV^m.  Dieser  Fall  kann  zwar  bei  reellen 
Flächen  nicht  vorkominenj  muss  aber  der  Vollständigkeit  halber  er- 
wähnt werden.     Die  entsprechenden  Gleichungen  werden: 


0  = 


(1410 

(15k)  V  +  «3'  +  23;i%=0,    x^  =  0. 

i!)ie  geodätischen  Linien  ergeben  sich  ans  der  Gleichnng 

0         <s,  0 


dx^ 


dXg  0 

1  erste  Integral  ist: 


dx^ 
iPx, 


^lii^. .  [Ä_V±2^3  +  dx/\  =  C{x,dx,  -^  x,dx,f. 


(20k)      y^^  fV^  ^r+X  ^  =  Vh  ]/C(ß"+"Ä,  j  +  Const. 


(18k)    exi^  =  Aä,    ffa;/  =  X^,    6X, 


Nr.  14-,    Dia  Spit0e  des  Kegels  liegt  auf  dein  imaginärmi  Kugel- 

kreise. 

(151)  .'^1  =  0,    a;,^  +  3:/  +  2a;i,«,  =  0. 

Hier  ist  die  bisher   befolgte  Methode   nicht  mehr  vortheilhaft:    wir 


"  +  <  =  -. 
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=  0.    Dann  wird  die  DifferentiaJglßiclui 


nehmen  kurz  x^  =  1,  dx^  ■ 
der  geodätischen  Linien 

a^s         0     j 
3      dx2     äx^     =  0. 
ä^Xs    dfx^    c^x^  I 
Mit  Hülfe  der  Relabion  os^dx,  +  a^a^a^^  =  0  reducirt  sie  sich  auf 
(2dXidx^  -\-  dw^)d/'x^^^äx^{dx^d^x^  +  dx^c^x^^  ~\-  dx^(fx^'=0 
und  gibt  das  erste  Integral 

2dx^dx.^  -\-  dx^  =  Cdx-^. 
Führen  wir  mittelst  der  Gleichungen  x^  =  ^^x^,   x.^  =  l^x^'  neue 
Variable  ein,  so  wird  x^  =  —  («  +  -li  +  ^i)^i    "i'^l 
2  dX^dl^  ^         di:^l dy 


4yÄ;=y5/i/«_±iiiJ^.v 


Will   man  die  frühere  Methode  anwenden,   so  hat  man  von  der 
Kegel  schaar 


"T      ff.  4-  I 


,(^-:t,)(^-^^ 


(141)      0  —- ^ppr  -r  -„7+T-  ^  •^^  =(_a,  +  X)(.,  +  ir 
auszugehen,   nnd    die   in    bekannter   Weise  zu  bildende   Differential- 
gleichung mit  der  Determinante 


ß,    -f   il,  Kj    -f  1, 

0  0 


0 


0 


dX:> 


zu    muitipliciren.     Ist    wieder  .-e, 
gleichung  in  der  Form: 

J  1 


=  ?.~x,,    so    ergibt    sich    die    End- 


(201) 


—  2yii,yc{<t,  +  y  (ir+  ■'O  +  oomt. 


'  v(-i  +  y  (s  + 1.) 

Nr.  15.  i)je  ifcodätisckm  Linien  auf  dem  üotaiimscylinder.  Jede 
der  liüiden  iineniilicli  fernen  Geraden  des  Oylinders  berührt  den 
imiiginsireu  Kugelltreis.    Die  Beclimingen  gestalten  sich  wie  in  Nr.  13: 


(14m) 
(15m) 


•  +  ' 


■  +  >:,'  = 


'  +  x,'  +  X,'  . 


«  +  1 
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;,  liX^  0  0 

a^j  «3         «4 


0 


dx^. 


dx^ 


dx,^        dx^       dx^ 
ä^  x^      d^  x^     d^  x^ 


=  0, 


worin  (a  -\-  ^))      ^  f'  gesetzt  ist.     Hieraus  durch  Integration: 

==  C[(^3^  +  ^i^)('^^3^  +  dx^)  —  (x^ds!^-\-Xidx^^^^C{xsdx4, — x^dx^)  ; 
(18m)  ex/ =  -'-4^^^,  6V  =  — rm'  eV  =  V-  fl3'4^  =  l- 
(20m)  arcfg  Aj  =  Aj  ]/C  +  Conat.  =  aX^  +  6- 

Wir  fiudea  also  die  gew'öhnlichm  Schraubenlinien*);  iu  der  That  ergeben 
sich  aus  (2üm),  (18m)  und  (14m)  die  Gleichungen 

^  =  y—  a  —  li  ■  sin  (a  ~  ■\'l\, 


-cc~X^  .  cos  ioi  ^  +  ^)  ■ 


Nr.  16.     Die  geodätischen  Linien  des  parabolischen  Cylinders;  dio 
beiden  unendlich  fernen  Erzeugenden  fallen  j 

(14„)        0- 

(151,) 


=  0,     a:,' +  1/ +  «,' —  0. 


0  0 


0      d% 


0        0 


KTM'  +  K-ttFj-  L-T+i;  +  -.-+lfj  -  Cfe&.-»=.<i%)''- 


(I8n) 


H.)(«.+i.l 


n)  yy  1^^;  '^'l.  =  2 yc  («,-+Ä,X«7j:ä;)"(^;:=^Ö   Vh  +  Const. 


*)  Dieselben  s  nd  schoi  von  Pappua  studirt  worden:  Lib.  IV,  propoB.  28. 
Vgl.  ChasleB  Apei,u  histoiiquo,  p.  30.  Wir  begegnen  den  Schraubenlinien 
unten  noch,  emnnl  in  dem  Abschnitte  über  lineare  Transformationen  eines 
Kegelschnittes  m  sich 
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Nr.  17.     I)ie  unmdlieh  ferne  Ergeiigende  des  parabolischen  Cylin- 
äers  Icrühri  den  imaginären  Kugelhreis. 
(14o)        0  =  3^^  -[-  2x^  a;*  +  («  +  ^)  23^3  iCi  +  («  +  ^)'  ^/ 

=  (A-A,)(A-A,),V, 
(15o)       a;^  =  0,  x^^  +  ^a;,  «g  =  0; 


^4     ^2  +  /'^4      0 


dx^     diCi     dxg    dx^ 
d^x^    d^x^    ^x^    d^x^ 


X^   4-   (t*4       ^i      **      ^1    +  pä^ä  +  ^^"^4, 

dx^-^-fidx^  dx^  0  dx^-{-fidx^-\~(i'''dx^ 

0  0       «.j  3!^ 

0  0    dxg  dx^ 

wo  (t  =  «  +  ^1 ; 

=  C  (aig  (?a:^  —  x^  dx^^-., 

26a;,«4=  — (-l,  +  la  +  2ff},    ö(3;2H2a:i3;4)  =  (K  +  ^)((V  +  A0; 
(18  o) 

6x^  =^  \,  0x^  =  üj; 

(20o)  —  i(2,  —  L^^  =  yd  YT^  +  Const. 

Die  geodäüsclmi  Linien  tv&rden  also  algebraische  Curven  (loie  im 
Falle  Nr.  7).  Bezeichnen  a,  h  neue  Constante,  so  liefert  die  Ein- 
führung der  Xi  das  Resultat: 

\x^  +  (w  +  Xj)  x^T  =  x^  {ax^  -\-  hx,y\ 

Die  Curveu  sind  also,  indem  sich  die  Linie  %  =  0,  x,^  ^  0  doppolt 
absondert,  von  der  vierten  Ordnung.  Setzt  man  p  =  Yi.^  —  X^,  so 
lassen  sieb  die  Coordiuaten  ihrer  Punkte  vermöge  {18  o)  als  rationale 
Functionen  von  p  darstellen, 

Nr.  18.  Die  Spitse  des  (imaginären)  parabolischen  Cylinders  liegt 
auf  dem  unendlich  fernen  imaginären  Kugelkreise. 

(Up)  0  =  ^^^^-  +  2a^,  x^  =  ^-^^j-  2x^  X,, , 

{15p)  iK^  =  0,     x^'-\-  2x,  x^  =  0. 

Auch  hier  kommt  man  durch  die  Annahme  x^  =  1,  dx^  =  0  schneller 
zum  Ziele;  gleichwohl  ist  es  von  Interesse,  die  allgemeine  Methode 
zu  verfolgen.  Machen  wir  zur  Abkürzung  ((=ß  +  A^,  ^%  =  x^-\-x^, 
so  ist  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien,  versehen 
mit  ihrem  Multiplieator: 
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3!ä9 


I      g  +  i^. 


dx^     dx^      dx^      dx^ 
d^x^     d^x^     (Pa^     d^Xi 


0     dx, 


*4+g 

dx^  +  di 

2Xg  —  CKj  3^2  —  x^         2Xi        0 

St^a^a — dx^    dx^ — äx^    2dxj^     0 
Die   Ausführung   der  Miiltiplication   beider  Determinanten    führt    zu 
einer  in  der  früheren  Weise  integrabeln  Gleichung.     Setzt  man 

X  =  x.^^  —  2x^  x^  +  ix^  x^ ,     Y^  dx^  —  2dXi  dx^  -\-  4:äx,  dx^ , 
so  ergibt  sich  als  erstes  Integral  die  Relation: 

pg=    c[xY~{^y] 

^'-C[{{x,  +  2xs)dxi  -  X,  {dx^  +  2dx,)Y 
—  4  (iCj  dx^  —  x^  dx^  {x^  dx^  —  x^  dx^)   . 
Mittelst  der  Gleichungen 

x^  =  l^x^,     a:/  +  Ig  x^  {x^  +  23:3)  =  0 

filliren  wir  neue  Variable  i.^,  Ag  ein.     Dann  wird 

s  (x,  +  x.-.y=  —  (ß  +  ^1),         20Xs  x^  =  I2, 
(18p) 


(5p) 


2s x^  x^  =  1, 


26(X2  +  2iCj)  x^  =  ~- 


und  weiter 


<9  = 


ci  +  V  ' 

ersten   Integralgleichung    über- 


während    die    rechte    Seite 
geht  in 

—  ^  Pö  ii-  ^^^  +  (^=  ~  ^)  '^'^ä)'  ~  ''^^  "^^s']  ■ 
Man  findet  so  die  Gleichung  der  geodätischeit  Linien  in  der  Form: 

Die  Rechnung  gestaltete  sich  hier  etwas  anders,  als  in  den  früheren 
Fällen,  weil  die  Parameter  /l^,  Ag  auf  dem  Kegel  nicht  mebr  ein 
orthogonales  Ourvensystem  in  dem  früheren  Sinne  definiren.  In  der 
That  liefert  die  Integration  der  Differentialgleichung  der  KrUramungs- 
linien  als  Integrale  die  beiden  Ebenenbüsohel 

x^  —  kXj^  =^0,     x^  -{-  x^  —  Ix^  '=  0. 
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Dio  Äsen  beider  Büschel  gelien  durch  die  Spitze  des  Kegels  hin- 
durch; ausser  den  Erzeugenden  gibt  es  daher  anf  letzterem  keine 
Curven,  die  als  Krümmungalinien  aufzufassen  wären  (vgl.  oben  Nr.  l.I, 
p.  321),  wie  Übrigeos  auch  aua  unserer  Defliiition  der  Krümmungs- 
curven  unmittelbar  ersichtlich  ist. 

Nr.  19.     Die  Bedingungen  von  Nr.  17  und  Nr.   18  sind  ghicli- 
mtig  erfüllt. 
(14q)         0  =  ^  +  2x^  x^  -  Ixi  i^  -  {l^)ß-W  ^2^ 

(15q)        37^  =  0,     x^^  -^2x^x^  =  0] 

0 


«  +  ^1 


dxi      rf%     dx^     dx^  j 
(FcCj    (^cCjj    d^Xf,    ffxrS, 


^K 


0    äx, 


-  L  dx. 


0       dxg         dx^^ 

r     T%  p  +  '^f\  \    f\  +  2dx^  dXi,  —  Aj  dx/\  =  C(a:g  dXi  —  ä^  dx,^'\ 
Die  Variabein  werden  getrennt  durch  die  Substitution: 

ffa;  ^  =  1  2ax  X  =^1  ■ 

und  das  zweite  Integral  erscheint  in  der  Gestalt: 

(20  q)  /y^^r  ^^^  ^  ^3  l/2G(ß+ AO  +  Oonst. 

Die  Form  der  Gfleichung  ist  dieselbe  wie  in  Nr.  16,  die  Bedeutung 
der  Variabein  aber  eine  andere.  Von  Krßmmungslinien  im  eigent- 
lichen Sinne  kann  auch  hier  nicht  die  ßede  sein. 


Wie  man  bei  der  vorstehenden  Discussion*)  der  Kegelsysteme  in 
jedem  Falle  zur  Aufstellung  der  ersten  Gleichung,  also  (14a)  bis  (14q), 
gelangt,  ist  nicht  erörtert  worden.  Man  findet  dieselbe  durch  die 
Forderung,  dass  die  Multiplieation  der  beiden  Determinanten  immer 
in  derselben  Weise  ausführbar  sei,  und  dass  dabei  insbesondere  der 
erste  Term  der  ersten  Horizontal  reihe  in  der  neuen  Determinante 
(bis  auf  das  Vorzeichen)  durch  Differentiation  der  linken  Seite  der 
betreffenden   Gleichung   (14)    gewonnen   werde,    während    der    dritte 


*)  Einen  irrthifinlicher  Weise  ausgelassenen  Fall  fiodet  i 
des  Bandes  uuter  den  Verbesserungen  nachgetragen. 


3  Sohlusse 
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und  vierte  Term  dieser  Reihe,  sowie  der  zweite  und  dritte  Tecm  der 
ersten  Yertiealreihe  sich  gleich  Null  ergeben  müssen. 

Besonders  bemerkenswerth  sind  di^migen  Fälle,  in  denen  die 
geodätischen  Linien  algebraisch  werden.  Abgesehen  von  dem  Falle 
Nr.  11,  in  dem  nur  die  Erzeugenden  des  Kegels  als  geodätische 
Linien  betrachtet  werden  konnten,  trat  dies  ein  bei  Nr.  7,  wo  Kegel 
und  Pundameö talfläche  sieb  in  einer  Ourve  dritter  Ordnung  und 
einer  Sebne  derselben  achneiden,  und  in  Nr.  17,  wo  es  sieh  um 
einen  parabolischen  Oylinder  handelt,  dessen  unendlich  ferne  Erzeugende 
den  imaginären  Kugelkreis  berührt.  Auf  reellen  Kegeln  und  Cylin- 
dern  sind  daher  die  gewöhnlichen  geodätischen  Linien  niemals  sämmt- 
lich  algebraisch.  Bei  Flächen  mit  nicht  verschwindender  Determinante 
können  doppelt  unendlich  viele  algebraische  unebene  Gurren  auftreten 
(Nr.  9  und  11,  p,  318ff'.),  aber  es  können  niemals  düe  verallgemei- 
nerten geodätischen  Linien  algebraisch  werden. 

Die  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Beziehung  der  geo- 
dätischen zu  den  Kriimmungs-Liaien,  welche  durch  die  Gleichung  (5) 
veranlasst  wurden  (p.  326),  lassen  sich  selbstverständlich  auf  alle 
diejenigen  Fälle  übertragen,  in  denen  ein  zu  (6)  analoges  erstes  In- 
tegral und  ein  zu  (4)  analoger  Flächenbüschel  benutzt  wurden;  sie 
gelten  also  auch  in  den  Fällen  Nr.  2  bis  10,  dagegen  nicht  für  die 
geodätischen  Linien  auf  den  Cyliudern.  Bei  diesen  zeigt  das  Auf- 
treten des  Factors  (x^  dx^  —  x^  dx^^  an,  dass  unter  deu  geodätischen 
Ourven  insbesondere  auch  die  durch  den  Büschel  %  —  hx^  =  0  be- 
stimmten ebenen  Schnitte  enthalten  sind.  In  Nr.  18  haben  wir  eine 
scheinbare  Ausnahme.  Die  Tangenten  aller  geodätischen  Linien, 
fUi'  welche  G  unendlich  gross  ist,  berühren  hier  den  Kegel 

(21)  Z  =  a^ä^  ~  2x^  x^  +  4:Xi  x^  =  0. 

Setzen  wir  aber  in  (20  p)  (7=  oo,  so  kommt  je  nach  Wahl  des  Vor- 
zeichens der  Quadratwurzel 

(22)  x^  +  2x^  —  ax.^O 
oder 

(23)  itä^  —  XiX,i  —  2a;,  x^  —  hx^^  =  0, 

wo  a  und  b  Integrationsconatanten  bedeuten.  Die  Ebene  (22)  be- 
stimmt auf  dem  gegebenen  Cylinder  einen  Kegelschnitt,  dessen  Tan- 
genten den  Kegel  X  =  0  berahreu  sollen,  der  also  selbst  auf  letzterem 
Kegel  liegen  muss.  Der  Kegelschnitt  zerfällt  somit  in  zwei  Erzeu- 
gende von  X=0,  und  bann  folglich  nur  gleichzeitig  auf  dem  ge- 
gebenen Cylinder  liegen,  wenn  er  in  die  üoppelgerade  a;^  =  0,  a:^  =  0 
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ausartet,  längs  welcher  sieh  beide  Kegel  berühren.  Nor  für  «  =  cx>, 
d.  i.  3)i  =  0,  gibt  daher  die  Ebene  (22)  eine  geodätische  Linie  auf 
unserer  Fläche.  Es  wird  dies  dadurch  erklärlich,  dass  die  Gleichung 
(5p)  nicht  nur  von  den  geodätischen  Curveii  befriedigt  wird,  son- 
dern auch  von  den  Integralcurven  derjenigen  Differentialgleichung, 
welche  durch  das  Verschwinden  des  benutzten  Multip licators  darge- 
stellt wird*).  Um  in  der  That  die  Integralcurven  der  letzteren 
Gleichung  zu  finden,  muitipliciren  wir  die  drei  ersten  Verticalreihen 
der  Determinante  bez.  mit  x^,  x^,  2x^~\-cx^  und  addiren  die  ent- 
stehenden Producfce  zu  der  mit  x^^  multiplicirten  letzten  Reihe.  Es 
ergibt  sich  so,  dass  die  Gleichung 

(24)  0  =  Ax^  x^  --  2x^  x^  +  a;/  +  cx^^  =  23:  +  ex,' 

eine  von  der  willkürlichen  Uonstanten  c  abhängige  Integralcurve  dar- 
stellt. Die  zweite  Schaac  von  Integralcurven  ist  offenbar  durch 
die  Gleichung  Xi  —  c'x^  =  0  gegeben.  Für  unendlich  grosse  Werthe 
von  C  darf  man  daher  aus  dem  Verschwinden  des  Factors  von  C  in 
(5p)  nicht  auf  Eigenschaften  der  gesuchten  geodätischen  Linien 
sehliessen;  dieses  Verschwinden  tritt  vielmehr  nach  (24)  für  ein 
particuläres  Integral  der  zuletzt  besprochenen  Differentialgleichung  ein. 
Analoge  Ueberlegungen  zeigen  die  ünbrauchbarkeit  eines  Integrals 
von  der  Form  (23). 

Man  kann  hiernach  für  den  Fall  0  =  co  aus  (5p)  nur  sehliessen, 
dass  auch  ^3  =  00  wird.  Wir  befreien  uns  von  den  unbrauchbaren 
Lösungen,  indem  wir  statt  l/— C-t^  und  ]/— C^l^  neue  Parameter 
i.^  und  Aj  einführen;  dann  geht  (10p),  wenn  noch  y}/—  G  =  1  ge- 
setzt wird,,  über  in: 

r/[-  i.  +  V'i^t-y-V]  «.  ■=  -  ^;;  +  Con.t, 

und  gleichzeitig  sind  die  dritte  und  vierte  Gleichung  (18p)  zu  er- 
setzen durch; 

26^2  ^.j  =  yX2!     2e(a:a  +  2^:3)  ^r^  =  -^  ■ 

Der  Werth  C  •=  00  oder  y  =  0  gibt  dann  in  dei  Th  it  J.  =^  cxj,  alao 
ajj  =  0,  0^3  =  0,  d.  h.  die  Erzeugende,  längs  welchei  der  gegebene 
Cjlinder  von  dem  Kegel  X  =  0  berührt  wird,  wie  n  n  es  oben  finden. 

*)  In  den  früheren  F&llen  bereitete  der  MulÜplicatoi  nioht  solche  Schwierig 
keiten,  da  die  durch  sein  Verschwinden  deficirten  Curien  e!  en  dio  Kiummuiigb 
cnrven  waren,  und  von  diesen  sofort  bq  übereehen  ist,  ob  sie  die  betreffende 
Gleichung  (B)  für  alle  oder  für  gewisse  Werthe  von  C  befiiedigen  odei  nicht 
Vgl.  übrigens  für  den  Fall  der  dreiaxigen  Flächen  Hesse  s  Vorlesungen,  1  a  0 
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XVI.   Liweare  Complexe  in  Beziehung  zu  einer  Pläohe  zweiter 
Ordnung. 
Unsere    letzten   Untersnehnngen   knüpften   an   das   Problem   au, 
eineu  Büschel   von   Flächen   zweiter   Ordnuug  f-\-)i(p  =  Q   in   eine 
kanonische  Form  zu  transformiren.     Jede   solche  Fläche  repväsentirt 
uns   eine  reciproke   Verwandtschaft  im  Räume   (vgl.  p.    136),  d.   h. 
ein  System  von  vier  linearen  Gleichungen  der  Form 
(I)  QUt  =  ttiiXi  -\-  a^x^  +  «i8^3  +  aaXi, 

wenn  au,  =  (tu.  Lassen  wir  nun  diese  letzteren  Bedingungen  fallen, 
und  setzen 

so  stellen  die  Gleichungen  /'=0,  95  =  0  zwei  allgemeinere  reciproke 
Verwandtschaften  dar,  und  für  alle  GleiehuDgen  y-f-A/'^O  gibt 
es  ein  in  ähnlicher  Weise  ausgezeichnetes  Tetraeder,  durch  dessen 
Einführung  als  Coordinatentetraeder  die  Gleichungen  besonders  ein- 
fach werden.  Die  Bestimmung  desselben  hängt  wieder  ab  von  den 
Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung 

(3)  z/(A)=.£+K  +  Aa,0K  +  ^«!2a)fe  +  'l%3)(ad4+^«44)  =  0- 
Auf  diese  Gleichung  wird  man  sofort  durch  die  Frage  nach  solchen 
Punkten  x  geführt,  denen  vermöge  /  ^  0  und  <p  ^0,  also  auch 
9)  +  Xf  =  0,  eine  und  dieselbe  Ebene  zugeordnet  ist,  so  dass  die  ih 
zu  den  Wi  proportional  werden.  Dass  hierbei  der  Determinante  ^{X) 
die  charakteristische  Eigenschaft  der  Invaiianten  mikommt,  wird  genau 
in  derselben  Weise  bewiesen,  wie  in  dem  speciellen  Falle  der  Flachen 
zweiter  Ordnung.  Natürlich  lassen  sich  auch  vier  Ebenen  bestimmen, 
denen  in  beiden  Verwandtschaften  je  derselbe  Punkt  entspricht. 

Einige  besondere  Fälle  der  hiermit  gestellten  Aufgaben  sind  für 
uns  von  hervorragendem  Interesse*).  Nehmen  wir  erstens  sowohl 
ßf*  =  a^i  als  ß(4  =  ati ,  so  stellen  uns  /■  =  0  und  93  ^^  0  die  Polar- 
verwandtschaften in  Bezug  auf  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  dar, 
lind  wir  kommen  zu  dem  Probleme  des  gemeinsamen  Polartefa-aedera 
zurück,  Ist  dagegen  «^  =  —  an,  ß;*  =  —  ctn,  «»^0,  «ü  =  0, 
so   haben   wir   zwei   sogenannte   Nullsysteme   vor   uns   (vgl-  p.   102), 

'■)  Die  allgemeine  Theoiie  der  bilinearen  Formen  (insbesondere  der  aus 
Bwei  solchen  i'ormen  zua  ammenge  setzten  linearen  Schaai')  wird  in  einer  späteren 
Abtteilung  (über  quaternäre  Formen)  des  TOiliegeaden  Weckes  Beröekaichtignng 
finden.    Einige  Literaturangaben  findet  man  in  den  Noten  au  p.  233  f,  und  236, 
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d.  h,  zwei  lineare  Complexe.  Es  gibt  dann  nnendlicti  viele  Punkte, 
deDen  in  jedem  Complexe  ^  -\-  Af=^0  dieselbe  Ebene  zugeordnet  ist, 
denn  wir  wissen,  dass  diese  Eigenschaft  jedem  Punkte  einer  der  beiden 
Directricen  der  betreffenden  Congruenz  zukommt,  indem  ilim  die  durch 
ihn  und  die  andere  Direetrix  zu  legende  Ebene  entspricht  (p.  59), 
Nehmen  wir  endlich  an,  dass  0^  =  au  sei,  aber  ccik  =  —  «!■,-,  so 
geben  die  Gleichungen  (1)  die  Beziehungen  zwischen  .Pol  und  Polar- 
ebene in  Bezug  auf  die  Fläche  22aniCiXk  ^  0,  und  <p  =^  0  stellt 
den  linearen  Complex 

(4)  ^KikPik  =  ^Ki*  {3)iXk  —  XiVk)  =  0 

dar.  Es  liefert  9)  =  0  iwmer  eine  durch  x  gehende  Ebene,  also  die 
Ebe  en  wel  !  e  len  v  er  d  ch  z/(A)  ^  0  bestimmten  Punkten  ent- 
spre  len  n  sen  bez  duch  de  e  Punkte  selbst  hindurchgehen;  die 
vier  Fu  Ite  l  egen  folgl  cl  a  f  de  Fläche  ztveiter  Ordnung  und  die  ihnen 
mt^retü^e  den  JJleiei  nd  le  heireffmd&n  vier  Tangentialebenen  der 
Fläche     Es    e  1er  zu    Wuizel  X,  von  ^^  =  0  gehörige  Punkt, 

und  de    Im    ntsj reche   le  Ebene,  so  dass  wir 

=  lSa  x^'>  =  —  Sdikx'i' 
setz  n  1    nu        1     n  t  l^t 

=  —  X^Sn'{''x'f, 
und  andererseits  ist  derselbe  Ausdruck 

Entweder  ist  also  Ar  +  ^  ==  0  oder  Z?Mj''a;[''  ^  0-  Nun  sieht  man 
sofort  eia,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  (a,i  =  —  «tO 
J( — A)  =  ^(A)  ist;  die  vier  Wurzeln  l(  zerfallen  somit  in  zwei  Paare, 
etwa  derart,  dass  A^  =  —  ^  und  A^  ^  —  l^.  Die  eben  gemachte 
Ueberlegung  sagt  darum  aus,  dass  die  zu  a:'''  gehörige  Ebene  (Tan- 
gentialebene der  Fläche)  durch  x^^'  und  a;'*',  aber  nicht  durch  a;'^* 
hindurchgeht;  ebenso  geht  die  a;<^'  entsprechende  Ebene  durch  a;'*' 
und  a;(*',  die  zii  x^^'  gehörige  enthält  x'-^>  und  x'-^\  aber  nicht  a;(*'  und 
endlich  die  Tangentialebene  von  a^^^  geht  durch  3;'^'  und  a^'*'.  Die 
vier  Fui%dammta1^unkte  'bilden  also  auf  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
ein  Tetraeder,  von  dessen  Kanten  vier  (nämlich  1-3,  1-4,  2-3,  2-4) 
auf  der  Fläche  Hegen;  die  beiden  anderen  sind  einander  in  Bezug  auf 
die  Fläche  und  in  Bezug  auf  den  linearen  Complex  polar  conjugirt. 
Fs  gibt  hiernach  im  Allgemeinen  vier  gerade  Linien,  welche  gleichseitig 
einem  gegehenen  linearen  Coi^lexe  angehören  und  auf  einer  gegebenen 
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Fläche  0weiier  Ordnung  liegen.  Ausnahmen  resp.  Grenzfäüe  treten 
auf,  wenn  die  Uleicbung  z/  ^=  0  zweifache  oder  mehrfache  Wurzelu 
hat;  im  Folgenden  untersuchen  wir  der  Reihe  nach  die  verschiedenen 
Möglichkeiten. 

Nr.  1.  Die  vier  Wurzeln  von  z/(A)  =  0  sind  von  einander  ver- 
sehieden.     Wir  setzen 

(5)  F=EEa,^,v,,     (p^Saa^p,-/,. 

Machen  wir  die  vier  ausgezeiclmeten  Linien  des  Complexes  ^j  =  0 
zu  Kanten  dea  Coordinatentetraeders,  so  wird  in  den  neuen  Coor- 
dinaten  X-,,-  bez.  P«  (vgl    p    147  und  103): 

F^2X,X^-\-2X^X^,    <p^ttF,_,~\-ßP.,,. 
Dieses  Resultat  möge  durch  die  Transformation 

(6)  xt  =  ßnX^  +  |5,aX,  +  ßisX,  +  ßi^X^ 

erreicht  werden,  deren  Determinante  mit  H  bezeichnet  werde;  dann  ist 

0  0  0        A+ßj 

0  0        A+^        0 

0        A-/5        0  0 

L-K        0  0  0      i 

wie  sich  leicht  nach  Analogie  mit  den  auf  p.  211f.  angestellten 
üebcrlegimgen,  bez.  Rechnungen  nachweisen  lässt.  Es  muss  also 
a  =  +  Xij  j3  =  -j-  Ag  sein;  das  Vorzeichen  bleibt  noch  willkürlich, 
da  eine  Vertauschung  desselben  nur  eine  Aendernng  der  Bezeichnung 
der  Wurzeln  bedingen  würde.  Wir  haben  also  die  kanonische  Form*): 
(8)  F=  2X1X^  +  2X3X3,     9  =  ^1^1,  +  A3  Pas. 

Es  bietet  sich  weiter  die  Aufgabe,  die  Fransformationscoefßcienten 
ßik  wirMicli  m  bestimmen.  Zu  dem  Zwecke  bemerken  wir,  dass  in 
allen  den  rmendlich  vielen  durch  die  Gtleithung  g>  -j-  ^f=  0  darge- 
stellten reciproken  Verwandtschaften  diejenigen  Punkte  x,  welche 
mit  ihrer  zugehörigen  Ebene  h  vereinigt  liegen,  immer  dieselbe  Fläche 
F  ^  0  bilden,  da&s  dagegen  die  entsprechenden  Ebenen  M  eine  mit 
X  variirende  Fläche  zweiter  Klasse  umhüllen,  deren  Gleichung  offen- 
bar durch  Nullsetzen  der  mit  den  ti,  gf^ränderten  Deterniimmte  ^(A) 
gewonnen  wird,  d.  h,  in  der  Form 


*)  Die  Teisoliiedensa  im  Folgendeu  behindelten  Fille  wurden  yom  Herau 
gibei  m  Bemei  Ininguialdisat-rtiitioa  (Eil'viigen  1S73)  au   ihien  bez    kinonischen 
Foiraen  genauer  Uiscutut  (vgl     Mifh    Anaalen  Bd.  7)     einige  deiselbpn  ^le    h 
Eeitig  YonFiahm  in  seiner  Habilitationiactrift    Lebei   0  ne  Khtse  von  In  eaieu 
Tiaustormationen,  Tübingen  ISTd 
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(9)  2;2;z/;,{A)M;!(t  =  0 

geschrieben  werden  kann,  wenn  z/,i(^)  die  etstcu  Unterdetermiiianteu 
von  z/(A)  bezeichnen.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  in  (9)  der  von 
X  unabhäugige  Term  verschwindet,  die  linke  Seite  also  durch  l  theil- 
bar  ist.  Auch  dieser  linken  Seite  kommt  natürlich  die  Invarianten- 
eigenschaft zu;  63  wird  also 

(10)  It''SSJit(l)iuut  =  X{{X^-  X,y2U,üi-{-  (X'-  l,^)2UsU^}. 
Da  nach  (7)  M^Ä  =  1  ist,  wenn  A  wieder  die  Determinante  von  F 
bezeichnet,  so  ergibt  sich  hieraus: 

Btircli  Zeylegivng  der  rechten  Seiteit  dieser  Gleichungeit  in  lineare  Fac- 
torm  findet  man  tmter  Bmichsichtigimg  der  Formeln 

(12)  üi  =  ßnUi  +  ß2i,iis  +  ßu^s  +  ßuih 
die  gesuchten  Transformations-Coefficienten. 

Man  kann  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  auch  auf  ein  früher 
beiiandelies  Problem  aurücMühren.  Es  gibt  nämlich  unendlich  viele 
Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  mit  dem  Complexe  <p  =  0  dieselben 
vier  Eraeugenden  gemein  haben;  sie  bilden  einen  Btisehel,  dessen 
Gleichung  nach  (10)  durch  SSJik(l)UiUk  =  Q  gegeben  wird,  denn 
die  rechte  Seite  von  (10)  zeigt,  dasa  diese  Gleichung  in  der  That 
kein  Glied  mit  l^  enthält,  also  nach  Division  mit  l  linear  in  X^  wird, 
und  die  directe  Anarechnung  ergibt 

(13)  i:EJit(l)ikUk  =  l^SSÄikihUk  +  lESZEdi^^^^'UiU,,,, 
wenn  Aik  die  Unterdeterminanten  von  A  bedeuten,  und  wenn 

(14)  A  =  «,a«3i  +  «13«,^  +  «j^Kgs 

gesetzt  wird.  Eine  bestimmte  Flllche  dieses  Büschels  ist  mit  der- 
jenigen identisch,  welche  der  Fläche  F=0  durch  die  Verwandt- 
schaft 95  =  0  zugeordnet  wird.  In  der  That  führt  die  Auflösung  der 
Gleichungen 

(15)  iii  =  uiiXi.  +  «12X2  +  «a«3  +  «iiaJi 
zu  den  Formeln  (vgl.  p.  52,  54  und  102): 

,,„.  ,  3A  ,     9A         1      2A         ,     2A 

und  somit  wird: 


y  Google 


Die  PMchen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasso.  347 

—  «34(«S4'^1S  -F  «wOäs)]  + 

Der  Jitc^oj-  von  l  in  (13)  sfeii(  also,  glekh  Null  gesetzt,  die  Flädke 
da/r,  welche  rfer  Fläche  F^O  (kirch  den  linearen  Complex  mgeordnet 
wird.  Man  bann  zunächst  die  'beiden  Flächen  zweiter  Klasse, 
Z^Z^J^iMjMs  =  0  und  die  eben  bestimmte  Fläche,  nach  Früherem 
(p.  228  und  265)  in  die  Form 

y^^ri  ^v,'  +  v;'      =0, 

-  v^iji  +  ^ä')  —  ^iiXi  +  y^)  =  ö 

transFormircu  und  geht  dann  durch  die  Substitution 

zu  unserem  jetzigen  Coordinatensjsteme  über;  dabei  ist  v^  =  X^, 
iij  =  Ag^  zu  setzen. 

Andererseits  gibt  es  im  Allgemeinen  unendlich  viele  lineare 
Complexe,  welche  mit  F=^Q  dieselben  vier  Erzeugenden,  wie  der 
Comples  91  =  0,  gemein  haben.  Einer  voii  diesen,  dessen  Gleichung 
^^0  sei,  ist  offenbar  der  zu  91  =  0  vermöge  F=Q  polar  eon- 
jugirte  Comples,  und  die  anderen  sind  in  der  Form  <p  -\~  ^-ij;  =  0 
gegeben;  die  Leitlinien  der  ihnen  gemeinsamen  Congruenz  sind  iden- 
tisch mit  den  Kanten  X^  =  0,  X4  =  0  und  X2  =  0,  Xj  =  0  des 
neu  eingeführten  Ooordinatentetraeders.  Die  Gleichung  ^  =  0  ist 
in  folgender  Weise  zu  bilden.  Der  Geraden  p  sei  vermöge  ^  =  0 
die  Linie  p'  (mit  den  Äxeneoordinaten  g,*')  polar  conjugirt;  dann 
bestehen  die  Gleichungen  (p.  142): 

weun  <^^p  ==  S]i^(au(iih  ~-  a^au^pMih):  gesetzt  wird,   also  den  in   (3), 

p.  142  gefundenen  Ausdruck  bezeichnet.  Die  Gleichung  des  su  (p  =  0 
vermöge  (1)  polar  conjugirtm  (Jom^lexes  ist  folglich: 

(18) 
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wenn  <i>aa  aus  <!>p„  dadurch   entsteht,   daas  man  pit  durch  «to  =  5 — 

ersetzt,  und  wenn  wieder  P  den  Äusdniek  Pi2Psi  "i"  PnPtö  ~\~  PuPss 
bedeutet.  Nun  sind  nach  unaerer  Definition  zwei  Complexe  2ot«p;4  =  0 
und  Sßikpik  ^  0  in  involutori scher  Lage,  sobald  die  Summe  Saußi,,, 
verschwindet  (p.  67f,).  Das  Verschwinden  des  Ausdruckes  0„a  sagt 
also  aus,  dass  der  gegdmie  Oomplex  mit  dein  ihm  in  Beziig  auf  F=0 
polar  conjugirtm  Complexe  in  Involution  liegt*). 

Derselbe  Ausdruck  (fa„  begegnete  uns  auch  bereits  auf  der  linken 
Seite   von  (3)    oder   (7).     Die  rechto  Seite  niimlieh  zeigt,    dass   der 
Factor  von   i?  identisch   versehwindet,   und   die   weitere   Berechnung 
ergibt; 
(19)  J{1)  =  X^A  +  i^*„„  +  A^**) 

Artet  die  Fläche  J^  <=  0  in  einen  Kegelschnitt,  insbesondere  in 
den  imaginären  Kugelkreis  aus,  so  geht  die  eine  der  beiden  zuletzt 
erwähnten  Direetricen  in  die  Hauptaxe  des  linearen  Complexes  qj  =  0 
über,  die  andere  in  die  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  der 
ersteren  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis.  Die  den  Punkten  der  Axe 
im  Complese  entsprechenden  Ebenen  stehen  dann  in  der  That  senk- 
recht auf  dieser  Axe;  und  ebenso  stehen  im  verallgemeinerten  Sinne 
(p.  291)  die  Ebenen,  welche  den  Punkten  der  einen  unserer  beiden 
Direetricen  durch  den  Complex  tp  =  0  zugeordnet  sind,  senkrecht 
auf  der  anderen  Directrix.  Man  Jcann  diese  beiden  Directricmz  deshalb 
mit  Becht  als  die  „verallgemeinerten  Hauptaxen"  des  Complexes  9  =  0 


In  analoger  Weise  können  wir  ein  „verallgemeinertes  Äxenpaar" 
für  jede  Oougrucnz  zweier  linearen  Complexe  q>  ^  0  und  %  =  0  de- 
flniren.  Die  vier  Linien  der  beiden  Hauptaxen paare  von  irgend  zwei 
Complexen  der  linearen  Schaar  g)  +  ^%  =  0  bestimmen  zwei  gemein- 
same Transversalen,  welche  einander  in  Bezug  auf  F^O  polar  con- 
jugjrfc  sind,  da  sie  je  zwei  in  dieser  Beziehung  z\i  einander  stehende 
Gerade  schneiden,  und  welche  der  Congruenz  angehören,  da  eine  jede 
zwei  in  Bezug  auf  den  einen  und  zwei  in  Bezug  auf  den  anderen 
Complex  conjugirte  Gerade  trifft.  Als  Linien  der  Congruenz  werden 
sie  aber  auch  von  den  Direetricen  derselben  geschnitten  und  als  ein- 

*)  Vgl.  Pasch:  Crelle's  Journa,!,  Bd,  76,  p.  144f. 

**)  Auf  diese  Gleichung  (19)  ffihrt  auch  die  Beatimoiiiag  der  beiden  Direo- 
tricen  der  durch  Pili  -f  tpy  A  =  0  hestimmteu  Congruena  (vgl.  p.  59).  Dieselben 
tönuen  auch  deflnirt  werden  als  diejenigen  beiden  Geraden,  welche  einander  eo- 
wohl  in.  Beaug  auf  die  Flitche  F  =^  0  als  in  Bezug  auf  den  linearen  Coiaplex 
oocjugirt  sind. 
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ander  vermöge  F  ^  0  conjugirte  Polaren  auch  von  den  conjugirteii 
Polaren  dieser  Direetrieen.  Diese  beiden  Transversalen  bilden  das 
verallgemeinerte  Äxenpaar  der  Congruens;  die  Linkn  des  Paares  toerdm 
von  den  Linien  aller  Haiiptaxenpaare  der  Complexe  ?>  +  /tx  ^  0  '" 
vercälgemeinertem  Sinne  orthogonal  geschnitten. 

Die  letzteren  bilden  eine  Linienfläche ,  deren  Gleiclinug  aufzu- 
stellen  unsere  nächste  Aufgabe  sein  soll*).  Sin<l  j),t'  und  }},k'  die 
Coordinaten  der  Direetrieen  der  Congruenz,  so  sind  die  Coefficienten 
der  Gleichung  eines  beliebigeu  Complexes  der  linearen  flchaar  von  der 
Form  xfii!  -^  Jl^it";  dieselben  Coefficienten  können  aber  anL-h  gleich 
ii^fn -\- viitik  gesetzt  werden,  wenn  mit  p,i  bez.  sr,;  die  Coordinaten 
der  verallgemeinerten  Hauptaxeu  des  betreffenden  Complexes  be- 
zeichnet werden.     Es  ist  also 

Als  einander  conjugirte  Polaren  können  die  Hauptaxen  der  Congruenz 
zu  Kanten  X^  =  0,  X^  =  0  und  Xg  =  0,  X^='0  eines  neuen  Coor- 
dinaten Systems  gewählt  werden,  in  Bezug  auf  welches  die  Gleichung 
der  Fundamentalfläche  von  der  Form  2X^X^-i' 2X^Xs  =  0  wird, 
wie  in  (8),  Gebrauchen  wir  für  dieses  neue  Tetraeder  die  den 
früheren  entsprechenden  grossen  Buchstaben,  so  wird  demnach: 


«P«'  +  AP,/'  =  jiP,t  +  v'Hii, 
und  die  Elimination  von  «,  A,  [i,  v,  p  führt 


i  dem  Resultate: 


0 


-Pia' 


Diesem  Complexe  zweiten  Grades  und  den  beiden  speciellen  linearen 
Complexen  P^^^^O,  F^^=0  gehören  alle  Hauptaxen  der  Complex- 
schaar  an  und  bilden  eine  Linienfläche.  Die  Gleichung  der  letztern 
ergibt  sich,  wenn  man  P.i  =  Xil"*  —  YiXk  setzt  und  beachtet,  daas 
wegen  P^  =  0,  P^a  =  0  hierbei  X^,  X^  bez.  zu  T,,  Y^  und  X^, 
X^  bez.  zu  Tg,  Tg  proportional  sind.  Von  den  Haupta-xenpaaren  einer 
linearen  Complexschaofr  wird  daher  eine  Linienfläche  vierter  Ordnung 
gehildety  dargestellt  durch  die  i 


*)  Vgl.  den  eiwälmten  Aufsat/.  des  Herausgeber 
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X,Xa  0        Pi/     p,;' 

0        XjX^    p^;    Pia" 

*-^^''  0  ZaZ^     P^/     P^/'     ^'^' 

-  XsX,         0  Pg/     Ps/' 

Eine  weitere  Discussion  der  Fläche  müssen  wir  hier  unterlassen. 
Artet  die  Fimdameiitalfläche  in  den  imaginären  Kugelkreis  aus,  so 
liefert  die  eine  Linie  des  Axenpaares  der  Congruenz  die  früher  ein- 
geführte Congruenz-Axe,  die  andere  liegt  unendlich  weit.  Die  Flache 
(21)  wird  also  ersetzt  durch  die  früher  aufgestellte  {vgl.  p.  61)  Linien- 
fläche dritter  Ordnung  (das  Cjlindroid)  zusammen  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene. 

Nr.  3.  Es  ist  2.^  <=  —  X^  ^  l^  =  —  l^  (=  X'),  ohne  dass  alte 
ünterdeferminantm  ^«(A')  verschmnden.  Da  dieser  Fall  als  ein  Grenz- 
fall  des  vorhergehenden  aufzufassen  ist,  und  da  zwei  Ecken  des  dort 
benutzten  Tetraeders  (und  ebenso  zwei  Seitenflächen  desselben)  zu- 
sammenfallen, so  artet  das  System  der  vier  ausgezeichneten  Erzeu- 
genden des  Tetraeders  in  der  Weise  aus,  dass  zwei  von  ihnen  zu- 
sammenfallen, die  beiden  anderen  aber  getrennt  bleiben.  Es  sei  im 
neuen  Coordinaten Systeme  Xj  =  0 ,  X^  =  0  die  doppelt  zahlende 
Erzeugende,  und  X^  =  0,  Xa  =  0  resp.  X^  =  0,  Xg  =  0  seien  die 
beiden  einfach  zählenden;  dann  wird  bei  passender  Festlegung  der 
Ebenen  X^  =  0,  ^3  =  0  und  passender  Wahl  willkürlich  bleiben- 
der  Constanten : 

"■^^^  V A'  (Pi3  +  P3J  -f-  P„. 

In  der  That  folgt  dann: 

I      0  0       A  — A'       1 

0  0  0       X—l 

jA  +  A'       0  0  0 

I    —1     A-l-A'       0  0 

(10a)   R'  ■  2;2:z/^(A)m.,m,  =  —  A  [(A=  -  A'^)  (2  U,  U,  +  2  ü,  ü,) 
+  W  U^  U,] ; 
i?ä .  ZSJa  (A')M(Mi  =  —  4A'ä  ü^  ü^ , 

(Ha)  ^,  _  2;£z/,*'(A')MiM* 2A'X2C/i  ü^  +  2Ü^Ü,  +  2Ü,U,), 

wenn  ^i^{X}  den  Differenti'alguotienten  von  <4,i  bezeichnet.  Die 
Determinante  U^  bestimmt  sich  genau  wie  in  Nr.  1.  Der  Ausdruck 
(10a),  gleich  Null  gesetzt,  liefert  wieder  eine  lineare  Schaar  von 
Flächen  zweiter  Klasse,  welche  mit  dmn  Com/plexe  <p  =0  dieselben  Er- 


(7  a)        2iä-z/(A)  = 


=  (A^-AT; 


yGoosle 


Dia  Flüchen  zweitev  Ordmiug  irad  aweiter  Klasse.  351 

seitgenäm,  wie  die  Fläche  F=0,  gemein  haben.  Das  vorliegentie 
TranaformatioQsproblem  kann  demnacli  auch  auf  ein  frftber  behan- 
deltes zurückgeführt  werden  (Nr.  11,  p.  230). 

Die  veral]  gemein erten  Hauptaxen  des  Complexes  tp  =  0  sind  in 
diesem  Falle  in  die  Gerade  X^  =  Qi,  X^'^O  zusammengefallen.  Das- 
selbe gilt  für  alle  Complexe  der  linearen  Schaar  q>  -\-  ittjj  =  0,  wenn 
ifi  den  Ausdruck  (18)  bezeichnet. 

Kr.  3.  Es  idrd  X,  ^  —  A^  =  0,  während  A,  von  A,  verschieden 
ist,  tmd  niehi  alle  ^^^(0)  verschwinden. 

Nach  (19)  ist  auch  A  gleich  Null,  d.  h,  der  vorgelegte  Complex 
9»  ==  0  ist  ein  specieller.  Die  Ase  desselben  und  ihre  conjugirte 
Polare  in  Bezug  auf  i^  =  0  durchstossen  die  Flächen  in  vier  Punkten, 
die  als  Ecken  eines  neuen  Tetraeders  eingeführt  werden  können,  ganz 
wie  iü  Nr.  1.  Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  bleiben  bestehen;  man 
hat  nur  in  der  ersten  Gleichung  (11)  zuerst  mit  kj  beiderseits  zu  divi- 
diren  und  dann  1^=0  werden  za  lassen. 

Nr.  4.  ^  is(  A^  =  ^3  =  ~  ^2  =  —  A^  =  0 ;  die  Äusdrüt^e  J,-)!  (0) 
sind  nicht  sämmtUch  gleich  Ntdl;  alle  Unterdeterminanteu  z^,t  selbst 
dagegen  verschwinden,  weil  sie  nach  (13)  durch  X  theilbar  sind. 
Nach  (19)  ist  sowohl  A  =  0  als  auch  (f«»  =  0,  d.  h.  der  Complex 
ist  ein  specieller  und  seine  Axe  berührt  die  Fläche  F^O.  In  den 
Berührungspunkt  sind  die  vier  Ecken  des  Tetraeders  zusammenge- 
fallen; die  vier  Kanten  desselben,  welche  in  Nr,  1  als  Erzeugende 
auftraten,  haheu  sich  paarweise  in  die  beiden  durch  den  Berührungs- 
punkt gehenden  Erzeugenden  vereinigt.  Sind  letztere  durch  Xi'=0, 
;S^  =  0  resp,  Xj  =  0,  Xg  =  0  gegeben,  so  kann  man  setzen: 
JF'=2ZjX, +  2X^X3, 
9=     P„      +     P,,, 


(8b) 

und  es  wird  weiter: 


0 
—  1 


(7  b)  E'J(i)- 

10  0 

(10b)     WSZJJ^>.)«,a,  —  21»(£7,  U,  +  ü,U,)  —  2l  !7/ ; 

B'2:2:Ji(0)u,-Ut 20,% 

ü'££^n  (0)»,»i—  6E'Z2^ainiii  =  12(0,  O,  +  ü,  O,). 
Alle  Pläehen  des  Büschels  F-i-  ftX,^  =  0  berulireu  die  FlUelie  ^  =  0 
läii^s  derselben  beiden  Erzeugenden;  dementsprechend  kann  die  Trans- 
formation auch  auf  Nr.  13,  p.  232  zurückgeführt  werden.     Die  vierte 


(IIb) 
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harmonische  Linie  der  Axe  von  97  =  0  und  der  beiden  ausgezeich- 
neten Erzeugenden  stellt  einen  speciellen  Complex  (P-13  —  P^g  =  0) 
dar,  welcher  dem  gegebenen  in  Bezug  auf  F=0  polar  conjugirt  ist. 
Nr.  6.  Die  Wurseln  von  ^(1)^0  vertheilen  sich  wie  in  Nr.  3, 
es  v&r schwindeil  aber  mwh  alle  mgeliörigen  Ufderdeterminanten,  Letzteres 
tritt  für  die  beiden  Wurzeln  ^1  und  ~  l^  gleichzeitig  ein,  da  sich 
^fiW  ==  —  ^*.(—  ^)  ergibt.  Die  in  (13)  und  (19)  gegebenen  Aus- 
drücke sollen  für  A  =  +  A'  gleichzeitig  verschwinden,  und  ^(^)  wird 
gleich  einem  vollständigen  Quadrate;  hieraus  folgt,  dass  der  Aus- 
druck (17)  zu  SSAiJtUiUh  proportional  ist,  d.  h.  dass  die  Fläche 
zweiter  Klasse,  welche  vermöge  der  Verwandtschaft  qt)^0  der  Fläche 
F'=  0  zugeordnet  wird,  mit  der  letzteren  selbst  zusammenfällt.  Jedem 
Pimltte  von  F  ^  0  entspricht  also  im  linearen  Complexe  (p  ^  0  &,ne 
durch  ihn  gehende  Tangentenehme  von  F'=0,  imd  folglich  gehört  die 
eine  Schaar  von  Erzeugenden  der  Fläche  dem  linearen  Complexe  an. 
Die  Bedingungen  hierfClr  sind  nach  Vorstehendem: 

Gremäss  unseren  früheren  Untersuchungen  können  wir 
,.  .  F=2ZiX, +  2X3X3, 

<'"'  ^-  p„  +  p.. 

machen;  und  zwar  dürfen  zwei  Ecken  des  neuen  Coordinatentefcraeders 
noch  willkürlich  auf  der  Fläche  ^=0  gewählt  werden.  Die  übrigen 
Formeln  werden: 

0  0  0         l+i 

0        1+1 


(7c)      WJil). 


0         1^1        0  0 

1  —  1         0  0  0 


.(l-l-)', 


(10c)         less^it  (1)  —  -  (1  -  1")  { 2  E/,  ü,  +  2  D,  U,  1 , 
(11c)         Ji'£i;A'(l)  — 4D,C.  +  4D,!7,. 

Der  lineare  Complex,  dessen  Linien  den  Geraden  von  y=0  in  Bezug 
auf  F  =  0  polar  conjugirt  sind,  fällt  hier  mit  9  =  0  zusammen. 

Nr.  6.  Die  Wurseln  ww  z/(l)  =  0  vertheiktt  sich,  wie  in  Nr.  4, 
und  es  verschwinden  gleichseitig  alle  ^,t\0).  Der  Complex  ist  wieder 
ein  specieller,  und  seine  Ase  ist  selbst  eine  Erzeugende  der  Fläche. 
Die  Bedingungen  hierfür  sind  also 

A  — 0,     0..  =  O,     Z2;£2o,.l^i--  «.«,.  =  0. 
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Man  erhiilt  hier  die  baoonische  Form: 
{8d)  F^2X,X^-{-2X^X^,    9: 


{7d)         R'zl(l)  =  Mn'-Ä^ 


0—10 
(lOd)  E'SS^a{l)uiU,.=^  -  lH2VyU^  +  2UJJ,). 

Die  Ecken  11^=0,  TJ^  =  0  können  auf  der  Axe  des 
speciellen  Complexes  willküriieb  gewählt  werden,  die  beiden  anderen 
Ecken  hestimmen  sieh  dann  aus  (10  d).  Statt  dessen  kann  man  auch 
zwei  beliebige  Ebenen,  welche  diese  Ase  enthalten,  als  Ebenen 
Xj  ^  0,  X4  =  0  wählen  und  findet  die  beiden  anderen  Coordinaten- 
ebenen  aus  der  ersten  Gleichung  (8d). 

Nr.  7.  Es  ist  Aj  =  ^  ilg  unendlich  gross,  wahrend  A3  =  —  A^ 
endlich  bleibt 

Es  wird  ^1  =  0,  d.  h.  die  Fläche  artet  in  einen  Kegel  aus. 
Wir  betrachten  statt  desselben  einen  Kegelschnitt,  Tcrtausehen  also 
allenthalben  Punkt-  und  Ebenen-Oo ordinalen,  so  dass  jetzt 

zu  setzen  ist.  Der  Ebene  des  Kegelschnittes  (X^  =  0)  ist  vermöge 
ip  =  0  ein  in  ihr  liegender  Punkt  (Pg  =  0)  zugeordnet,  und  letzterem 
entspricht  umgekehrt  die  Ebene  X^  =  0  als  Polarebene  in  Bezug 
auf  F^O.  Durch  diesen  Punkt  gehen  zwei  Linien,  welche  gleich- 
zeitig Tangenten  des  Kegelschnittes  (d.  i.  in  der  Grenze  je  doppelt 
zählende  Erzeugende  der  Fläche)  sind  und  dem  Complexe  angehören. 
Der  Verbindungslinie  ihrer  Berührungspunkte  (Ü7^  =  0  und  U^  =  0) 
ist  vermöge  des  Nullsystems  <p  =  0  eine  durch  den  Punkt  Ug^  0 
gehende  conjugirte  Polare  zugeordnet;  diese  sei  als  Axe  X^  =  0, 
Xg  =  0  gewählt;  auf  ihr  kann  die  Ecke  U^^  0  des  Ooordinaten- 
tetraeders  noch  beliebig  angenommen  werden.    Dann  kann  man  setzen: 

F=2ü,U^-i-  Ui, 

<p  =  A'öia  +  Q&i- 
Die  weiteren  Formeln  werden,  den  früheren  entsprechend: 
0         0 


le) 


(7e)         i?M(A)  = 


0 

A  +  1' 
0 
0 


0 


0 


0 


-(A^~A-), 
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(JOe)         Ii^Z:S^.itQ-)XiXi, A(A^  ~  k"^)X;'  —  2AXiZa, 

Die  Ebene  X^^O  bleibt  insofern  willkürlich,  als  sie  nur  gezwungen 
ist,  durch  die  Ecken  f/j  =0,  U2  =  0  hindurchzugehen.  Dies  stimmt 
mit  Früherem  überein;  denn  lassen  wir  den  Kegelschnitt  mit  dem  ima- 
ginären Kugelkreise  zusammenfallen,  so  haben  wir  das  früher  behan- 
delte Problem  der  Transformation  eines  linearen  Compleses  in  seine 
einfachste  Form  für  den  Fall  rechtwinkliger  Coordinaten  vor  ans;  um 
durchaus  reelle  Kesultate  zu  erhalten,  hat  man  nur  2f7,  ^Jg  noch  in 
Ui^  -j-  (7/  zu  transformiren.  Die  Linie  X^  =  0,  .X^  ^  0  wird  dann 
zur  „Hauptaxe"  des  linearen  Complexes  (vgl.  p.  55ff.  und  103). 

Auch  die  Gleichung  des  Cylindroids  (der  Linienfläche,  welche 
von  den  Hauptaxen  einer  liuearen  Complex-Schaar  gebildet  wird) 
kann  ganz  in  der  Weise  aufgestellt  werden,  wie  die  Gleichung  der 
Fläche  (21)  im  allgemeinen  Falle.  Die  beiden  Hauptaxen  der  Con- 
gruenz  einer  linearen  Schaar  q)-}- iix^'O  von Complexen  stehen  recht- 
winklig zu  allen  Hauptaxen  der  einzelnen  Complexe,  insbesondere  zu 
den  Directricen;  sie  sehneiden  also  sowohl  diese  Directricen  als  deren 
Polaren  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis,  welch'  letztere  in  der 
unendlich  fernen  Ebene  liegen,  d.  h.  die  zweite  Hauptaxe  geht  durch  den 
unendlich  fernen  Schnittpunkt  dieser  Polaren  hindurch,  liegt  selbst  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  und  ist  zugleich  identisch  mit  der  Polare  des 
unendlich  fernen  Punktes  der  ersten  (eigentlichen)  Hauptaxe  der  Con- 
gruenz.  Letztere  werde  zur  Axe  Xj^O,  X^^O  gewählt,  die  andere 
Hauptaxe  zur  Axe  Xg  =  0,  X^^O;  sind  P^  und  Ha  die  Ooordinaten 
der  Hauptaxenpaare  eines  Complexes  der  linearen  Schaar,  so  ist  folglich 

und  es  ist,  wie  oben: 

xF^i  +  IFii"  =  iiPii  +  vTlii, 
wenn  wieder  Pj^',  P,*"  die  Ooordinaten  der  Directricen  der  Congrueiiz 
bedeuten.     Die  Gleichung  des  Kugelkreises  ist:  -Pi/  +  Pa/-f--p3/^0, 
folglich  hat  man: 

pHas  =  P„,     pü.s  =  P^3,     pHi,  =  Pgi; 
die  Elimination  von  Jt,  A,  fi,  v  führt  also  zu  der  Gleichung 

p„  p„  p„'  p„" 

Pu      0      P„'     Pu"     _  ^ 

p„    0    p,;   p„" 
p.„   p„  p„'   p„" 
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Wegen  P^^  =  0  und  P^^  =  0  kanD  in  Pn,  =  X^Tt  —  YfXt  das  Ver- 
hältnisa  Y^ :  T^  durch  X^ :  X^  udcI  Tg  :  Y^  durch  X^ :  X^  ersetzt 
werden;  ferner  kann  für  F  gerade  der  Schnittpunkt  der  Linie  Pa 
mit  der  Axa  X,  =  Ö,  Xg  =  0  gewählt  werden,  so  dass  Y^  ^  0, 
Zä  =  0  wird.     Die  gefundene  Gleichung  verwandelt  sich  dann  in: 

^i'  ^3  [{-Pm'  -  P,:)  -P.a"  -  {-P24"  -  -P14")  F.."] 

-\-  x.^Xj  [(p,/  -  p,;)  p,s"  -  (Psi"  —  Pii")  Pi/] 
+  2X,X3X,(Pj;  p,/'  -  p^;p,r)  =  0. 

Da  auch  Pi/  =  0,  Pjg"  =  0,  so  verhält  sieh  P^g'  zu  P^/'  ebenso 
wie  Pjg'  zu  Pjs",  folglieh  werden  die  Coefficienten  der  beiden  ersten 
Glieder  eiDander  proportional,  und  wir  erhalten  die  Gleichung  des 
Cylindroids  in  der  früheren  Form  (p.  61) 

a(X,^  +  X/)X3  +  IX^X^X^  =  0. 

Nr.  8.  Die  Wurzel/n  des  vorhergehenden  Falles  fallen  susammen, 
so  dass  l^  ^^  —  1^  =  0.  Der  Couaplex  ist  ein  specielier,  kann  also 
in  die  Form  Q^^  =  0,  d,  h.  F^^  =^  0,  durch  orthogonale  Transforma- 
tion übergeführt  werden. 

Hr.  9.  Alle  vier  Wii/rzeln  von  z/(A)=0  sind  unmdlich  gross. 
Es  ist  nicht  nur  Ä  =  Q,  sondern  auch  0„„^O,  wenn  jetzt  fp^^Suikqik 
genommen  wird.  Sei  ^^^  +  p^^^  +  'Pu  =  '^  ^^^  Gleichung  des  ima- 
ginären Kugelkreises  in  Liniencoordinaten,  so  ist  '^(>u='a-2^-\'e!.^i-\-a^2\ 
die  Bedingung  d>oa  =  0  sagt  also  ans,  dass  der  Punkt,  welcher  ver- 
möge (p  =  0  der  unendlich  fernen  Ebene  zugeordnet  ist,  selbst  auf 
dem  Engelkreise  liegt.  Um  eine  kanonische  Form  zu  erhalten,  kann 
man  setzen 

wobei  die  Ecke  X^  =^0,  Xg  =  0,  X^  ^  0  der  unendlich  fernen 
Ebene  vermöge  (p=^0  zugeordnet  wird,  und  der  Tangente  des  Kugel- 
kreises im  Punkte  Xa  =  0,  ^  =  0,  X^^O  (d.  i.  der  Linie  X3  =  0, 
Xi  =  0)  vermöge  des  Complexes  <p  =  0  eine  Gerade  durch  die  Ecke 


(7f) 


(101)    Ii'Sl:Jn{i)x,r,t  =•  —  J'Z/  —  21X^X„ 

(IH)    If-SSAnx,xi- Xj',     B"2;£4/(0)iS,I,  =  —  2Z,Z,. 


(8t) 


X3  =  0,  Z4  =  0  conjugirt 

ist. 

Mau  hat  wei 

0 

>. 

1            0 

ß'^(A)  s  B'A'  — 

-1 

0 
0 

0         -1 
J           0 

0 

1 

0           0 
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Nr.  10.     Die  öoeflicietiten  det    Gleichtnig  J{V)  =  0  sind  eimdn 
gleich  Null.     Der   Complex   ist   ein   specieller;   seine   Axe   trifft   deu 
imaginären  Kugellireis.     Gescliielit  letzteies  indem  Punkte  X^  =  0, 
X.^  =  0,  X^  =  0,  so  bann  man  setzen: 
(8g)  F=^U,U^-j-U^%     <f>  =  Qi2- 

ISr.  11.    Der  Ausdruck  <i>aa  verschwindet,  indem  gleichseitig  «33  =  0, 
«5^  =  0,    «12  =  0-     Die   Axe   des  speciellen   Complexes  liegt  in  der 
Ebene    des    imaginären   Kugelkreises.      Als    einfachste   Form   ist   7,11 
nehmen: 
(8h)  F  =  h\^  +  U^^  +0"/,     <p=  Öi3  ■ 

Nr.  13.     Die  Axe  des  sjxciellen  Complexes  herührt  den  imat)inUren 
KugeUcreis,   etwa  im  Punkte  X^  =  0,   X,  =  0,   X^  =  0.     Die  kano- 
nische Form  wird; 
(8i)  F=2UJJ,+  U,\     fp=Q,,. 

XVII.  Die  linearen  TraHsformationen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  sieh, 
Die  entwickelten  Beziehungen  zwischen  einem  linearen  Complcxo 
und  einer  Fl'äehe  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  stehen  in  engster 
Verbindung  mit  der  Theorie  der  linearen  Transformation  einer  solelien 
Fläche  in  sich,  wie  sie  uns  früher  schoii  gelegentlich  bei  Unter- 
suchung der  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  begegnete  (p.  317 
und  320).  Damals  wurde  die  Gleichung  der  zu  transformirenden 
Fläche  in  besonders  einfacher  Form  vorausgesetzt;  jetzt  soll  es  sich 
darum  handeln,  aUe  möglichen  Transformationen  der  Fläche  in  sich 
cmfämteUm,  ohne  über  das  Coordinatenfetraeder  eine  spedelle  Annahme 
3U  machen.  Ist  also  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in 
der  Form 

(1)  f=SEaiiXiX^.^(:) 

gegeben,  so  sollen  die  Coefficienten  c«  einer  linearen  Transformation 

(2)  %i  =  CiiXt  -j-  Ci%x^  +  CiiXi  +  c,i% 
so  bestimmt  werden,  dass  die  Identität  besteht: 

Mit  t  und  t  mögen  zwei  einander  in  Bezug  auf  /~=  0  conjii- 
girte  Pole  bezeichnet  werden,  die  auf  der  Verbindungslinie  voji  x 
und  g  liegen,  so  dass 

(4)  Xi  =  Kti  +   At;,        I;  =  «ii   —   Ar,-. 

Worden  x  und  t  gegeben,   so   sind   damit   §   und   z  bestimmt,     Bo- 


y  Google 


Uie  Fläckcn  zweiter  Orduuag  und  Bweiter  Klasse.  '^ö'l 

B(«heii  zwisclieu  den  tf  und  rj  lineare  Gleieliuugen,  so  siud  aus  ihnen 
auch  Gleicliiiiigeu  der  Form  (2)  herznleiten.  Wir  haben  also  die 
Aufgabe,  die  Coordinateii  der  Punkte  t  und  t  durch  solche  lineare 
Gleichungen  au  verbinden,  dass  die  daraus  folgenden  Gleichungen  (2) 
zu  der  Identität  (3)  führen.  Statt  des  Punktes  t  führen  wir  seine 
Polarebene  u  ein,  ao  dass 

(5)  ti  =  Äiiik  +  Äi2Ui  4-  ^isWs  +  J-aUi, 

wenn  mit  den  An  die  Ünterdeterminanten  der  an  bezeichnet  werden. 
Der  Punkt  t  muss  dann  in  der  Ebene  u  liegen,  und  dies  wird  in 
einfachster  Weise  durch  lineare  Gleichungen  erreicht,  wenn  wir  die 
Ebene  u  und  den  Punkt  t  mittelst  der  Verwandtschaft  eines  linearen 
Gomplexes  ku  einander  in  Beziehung  setzen,  etwa  vermöge  der  Glei- 
chungen: 

(6)  Vi  =  ß;i"l  +  «13^3  +  (^iS^S  +  Ciilk,      ffffi  =  —  "Ich      c-u  =  0. 

Da  es  ferner  keine   andere   reciproke   Verwandtschaft    gibt,    bei  der 
jeder  Punkt  in  der  ihm  entsprechenden  Ebene  liegt,  so  findet  man  eine 
erste  seJi^  allgemeine  Klasse  von  Imearen  Tramsformationen  der  Fläche 
f=0  in  sich,  loenn  man  aits  den  Gleichungen 
,„,  Xi  =  xSAikUk  +  A£a,-jMi, 

li  =  xEAikUk  —  XHaikUi 

durch  Elimination  der  Ui  lineare  Gleichungmt  zwischen  den  xi  und  |i  lier- 
steUt.  Eine  zweite  Klasse  von  linearen  Transformationen  der  Fläche 
/  ==  0  in  sich  wird  später  durch  Zulassung  von  linearen  Hilfstransfor- 
mationen  mit  verschwindender  Determinante  gewonnen  werden. 

Das  in  (7)  gegebene  ßeaultat  wird  durch  direote  B,echiiung  leicht 
bestätigt.     Ea  bedeute  /}{iC,X)  die  Determinante  der  Grössen 

%Aik  +  Xctik, 
und   die   XJntei'detenninanten   von   ^J  seien   mit  ^/^(ji,  ,1)    bezeichnet. 
Zunächst  folgt  durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungssysteme  (7) 
zJ{v.,  X)ui  =  SJh(k,  l)xt, 

(8)  ' 

und  hieraus: 

^(ii,*)^A«i  —  2;i;z/„(a,A)^,ft, 

andereiseits  durch  Addition  der  Gleichungen  (7): 

(9)  x,  +  (,  —  2iiEA„ui„ 
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also  auch; 

(10)  '  '' 

Hieimit  sind  dio  Ooefficienten  dei  rrleicliuugeu  (2)  und  dit  Auf 
Ibsungen  diesei  (.Tleithungen  gefunden.  Sedmien  nämlich  «j  ntll 
htihcht  GiObSeii,  che  dejt  Btdmgiwgeti  a-^  =  —  an  gemgm   bo  wiid 

'^tk  =  "■"^"^«,  i) 

'^u  =  ^^^)  ; 

tmd  die  Auflösung  der  Glewhungm  (2)  geschieht  einfach,  indem  man 
l  durch  —  Z  ersetst.  Die  Summenzeichen  in  den  Zählern  der  rechten 
Seiten  von  (11)  beziehen  sich  auf  den  Index  i. 

Durch  die  gefundene  Transformation  geht  jedenfalls  jeder  Punkt 
der  Fläche  /"=  0  wieder  in  einen  Punkt  dieser  Fläche  üher  (wegen 
der  harmonischen  Beziehung  zwischen  'x,  t,  |,  t);  aber  es  könnte  sein, 
dass  auf  der  rechten  Seite  von  (3J  noch  ein  constanter  Factor  hinzn- 
zufögen  ist.  Die  Entscheidung  hierüber  liefert  folgende  Rechnung. 
Aus  (10)  ergibt  sich: 

zi{x,  k)i:ai,^%i  =  '2xi:2:i:Ji,i{x,l)Aua„„Xk  —  ^(x,  ?.)2:a,„,Xi 

=  2icASJi^{H,X)a:i  —  ^{x,  X)Zai,„X(, 

oder  wegen  (8): 

■^'«tali  =  2%Aui„  —  IJatinX; 

und  durch  Multiplicafcion  mit  x,n,  resp.  g,«  und  Addition 
2y.ASu,„Xm  =  ESai^nXiX,,,,  +  £Eat„,x,ali, 

(12)  '"  '  ""  '  "" 

Ferner  ist  nach  (8) 

Nun  entsteht  z/(«,A)  aus  dem  Ausdrucke  ^{X)  der  vorhergehenden 
Betrachtungen  (p.  343),  wenn  man  nur  ani  durch  Ai^  ersetzt  und 
statt  l  die  homogenen  Parameter  x,  k  einführt;  also  wird  nach  Glei- 
chung (19)  p.  348: 

(13)  z]{x,l)  =--  x'A'  +  nH''<\>  +  l-'A\ 


yGoosle 


Die  Flächen  zweiter  Ordmmg  imd  zweiter  Klasse.  359 

wo  «t"  aus  dem  obigen  0„a  entsteht,  indem  man  die  «,i  durch  die  A;/, 
ersetzt,  so  dass  *  =  Ä<i>aa  wird. 

Hierin  bedeutet  Ä  die  Determinante  der  Fläche  /  =  0  und  es  ist 
wieder  A  =  a^^a^^ -\- a^^a^^^ -{- a^^a^^-^  ebenso  liaben  wir  nach  Glei- 
chung (13)  p.  346: 

(14)  i::SJik(x,X)XiXt  =  x^Ä^SEai^XiXt  +  jd^Y, 

wo  V  einen   leicht   zu   berechnenden   Ausdruck    bedeutet.      Folglieh 
ist  auch 

J(,(,X)  =  ^(x,—X), 

Durch    directe    Uiitersuchimg    der    Untercletermioantcn    findet    man 
ausserdem: 

A(»,i)- A(«, -i). 
Die  linken  Seiten  der  beiden  Gleichungen  (12)  werden  also  einander 
gieichj    und    durch   Subtraction    derselben   von    einander  ergibt  sich 
genau  die  Gleichnng  (3):  es  Uiü  liein  constanter  Factor  Jdnm. 

Die  rechten  Seiten  der  Gfleichungen  (11)  hängen  von  dem  Para- 
meter K  :  ^  ab.  Zu  jedem  linearen  Cosnplexe  Saikqm  =  0  gelwrm  daher 
unendlich  viele  TransformaUonm  einer  gegebenen  Fläche  /"=  0  in  sich. 

Bei  jeder  OoUineation  entsteht  die  Frage  nach  solchen  Punkten, 
welche  mit  den  ihnen  zugeordneten  zusammenfallen.  Dieselben  er- 
geben sich  aus  (2)  für  §i  =  fiXi,  werden  also  aus  der  Gleichung 

(15)  i;  ±  {c,,  —  f*)  (c,a  —  ^)  (%a  -  fO  (.<'u  -  f()  =  0 
bestimmt,  in  welcher  nur  die  Diagonalglieder  der  Determinante  den 
Parameter  fi  enthalten.  Multipliciren  wir  dieselbe  mit  z/*  (d.  h,  die 
Elemente  jeder  Reihe  mit  ^),  setzen  die  in  (11)  gefundenen  Werthe 
ein  und  multipliciren  nach  dem  Multiphcationstheoreme  noch  einmal 
mit  der  Determinante  z/(}(,  A),  wobei  die  Relationen; 

2xIJ2^MÄu(KÄi^  +  Affta)  =  2xAi„,  ■  ^ 

zu   berücksichtigen  sind,   so  kann  der  Factor  z/*  beiderseits   wieder 
herausgehoben  werden;  und  es  bleibt 

d{x,  X)-:e-v  (c„  -  ft)  (c,a  -  ^)  {ht  -  ^)  («4i  -  i') 

=  z/(«(l-j(),-A(l  +  ^)). 
Ist  täso  x' :  X'  eine  Losung  der  Gleichimg  J{x,X)  =  0,  so  findet  man 
durch  die  SubsUtution*): 


*)  "Vgl,   Frahm  a.  a.  0.,    ivo   die   entsprechende   ßiooliiiung   für    den   Fall 
/=£Xj'  durchgeführt  wii'cl;    niiiQ   findet  daselbst  die  verecliiedenen  Möglich- 
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(16^)  T  ■  KjjS!  =  "  f'-    '"^^'-'  !"  =  ll-~l'l 

eine  Lösung  jt  der  Gleichung  (15),     Macht  man  ft  =  0,  so   foigt  aus 

(16)  der  Wertli  der  Subatitutionsdeterminante  det-  Gleichuugeu  (2), 
nämlicli: 

(17)  -2^  +  011^22%^.^,^=    1. 

Besonderes  Interesse  verdient  die  Annahme,  ilass  ein  Poliir- 
tetraeder  der  gegebenen  Fläche,  deren  Determinante  nicht  verschwin- 
den möge,  als  Coordinatentetraeder  zu  Grunde  gelegt  wird.  Dann 
kann  man  setzen: 

(18)  /■-«.'  +  X,'  +  xf  +  X,'  -  if  +  y  +  y  +  y, 

und  ans  (1)  erhält  mau  die  berühmten  Oayley'schen  Gleielmngeu 
(in  denen  wieder  K/t  =^  —  ain) 

(19)  x,-«„  +  lSa,u„ 

und  die  Substitutionscoefficienten  selbst  werden*): 

(20)  2^^„M  _2.4.(.,')~-J(.,'). 

die  (rleiclmug  (13)  endlich  geht  über  in 

(21)  J-^  +  «■,!'(»„'  +  B,,'  +  »,/  +  «„'  +  «„■  +  »„')  +  A'. 

keiten  der  Ttansformataon,  je  nach  L^e  des  betieffenden  liueaien  Complf^ses 
besj  lochen  und  die  Engehongen  kanonischen  Poimeu  aufgestellt  lit?tcLO  ms 
beeondere  die  uaeudhch  kleinen  Tiansfonnationcn  wuiden  vom.  Heian  gpl  ei 
a  a  0    ebenfalls  aufgestellt  und  mbei  unter^ui-ht 

*)  Cayley  Crdlps  Journal  Bl  32  (184b)  uad  Bd  50,  ;  28g  und  p  307 
(1854)  —  Ohne  Benutzuni,  eini,s  siieuellea  CooidinatentetraedeiB  hat  Itosanes 
das  Ptohlem  fui  h  Viiiable  eingehend  behandelt  (CielleB  Jouinil  Bd  80  1874) 
ohne  aber  auf  die  Gewinnung  expliciter  Formeln  des  Typus  (7)  oder  (11)  Ge 
wiuht  zu  legen,  m  andeier  Weite  sind  die  triglicben  Tiantformationen  im  An 
Schlüsse  'Ml  die  kanoniSLhe  1  orm  S%^  ,  ■(  on  Voss  ^tudirt  Math  Annalen 
Bl  13  p  820(1877)  gleiobfalls  fir  die  kanomachi  Foim  abei  untei  wesent 
hch  indi-ien  Uesiohtspunkten  von  Lipachitz  üntei suchungen  ubei  die  Summen 
von  tjiiadiaten  Bonn  1886,  lein  geometrisch  von  Stuim,  Math  Amiilen  Bd  2b, 
1886  —  In  den  genannten  Aibeiten  wiid  dei  Imeaie  Complex  md  seine  Be 
aiehiing  zui  gegebenen  Flache  nicht  dei  Betiai-ktung  zm  Ginnde  gelegt  —  Die 
allgemeinen  Formeln  (11)  sind  m  gama  anderer  Weise  von  Fiobenius  aueiat 
gewonnen  Grelles  Journal  Bd  84  p  37ff  (1877)  während  für  diei  Variable 
die  entspiechenden  Gluchungen  von  Heimite  sth^n  1855  aufgestellt  wurden 
(ib  Bd  47  p  3Ü3l  —  Cijley  öi'ftäknt  (ib  Bd  60  p  309)  den  Zusammenhang 
mit  Poncelet  >;  nmgeschiiebenen  Poligoa(,n  Tgl  dai  ibei  \  oss  Mith  km  alen 
Bd.  25  uud  aij. 
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Die  weitere  Diacussion  hangt  wesentlich  von  dem  Verhalten  der 
Wurzeln  der  Gleichung  (1.5)  ilso  auch  von  dem  Verlialteu  der 
Wurzeln  toii  z/{x,  ^)  =  0  ib  Die  sich  daibieteaden  Möglichkeitea 
sind  uns  schon  ans  der  Ibpoiie  dei  Beziehungen  der  Fläche  f=0 
zu  dem  linearen  Complexe  (p  =  0  bekannt  Wir  können  demgemäss 
für  jeden  möglichen  Fall  die  /igeliLii^e  kanonische  Form  sofort 
angeben  und  stellen  die  He&iltate  kmz  zusammen;  um  die  TJeber- 
eiustimmmig  vollständiger  zu  machen,  sei  dabei  1  =  1  genommen 
und  X  durch  ?,  ersetzt. 

Ni%  1.  Vier  getrennte  Er/settt/e-nde  der  Fläche  gehorefii  deni  linearen 
Owiiplexe  an  (p.  345): 


(22)              f. 

-2X,X.+  3X,X„ 

,     <))--A,ft.i  +  A.ft,. 

Die  Gleichnngi 

m  (7a)  ergeben»): 

Z,  =  (J  +  1.)!/,, 

Z, -(i-JJP,, 

(23) 

Z,  — (»  +  y!7j, 

£,-(;.-»,)(/„ 

X,  —  (A  -  X,;)B,, 

H.  -  (J  +  J,)(/„ 

X,~(J- J,)C,, 

£.  =  (-1  +  J,)D-„ 

und  hieraus; 

1  + 1,  - 

X  —  -+A  = 

(24) 

~  = 

^.-^^i^.- 

niermit  ist  die  bereits  früher  besprochene  Transformation  wieder- 
gefunden; sie  führt  nidd  nur  die  gegebene  Fläche,  sondern  jede  Fläche 
des  Bilsehels  ^^X^  -J-  ^X^X^  =  0  in  sich  über.  Ausser  den  gemein- 
samen Braeugenden  dieser  Flächen  bleiben  die  „verallgemeinerten 
Hauptaxen"  des  linearen  Complexes  (p.  348)  bei  der  Transformation 
fest.  Wie  man  letztere  aus  unendlich  kleinen  Transformationen 
zusammensetzt**),   ist   schon   erörtert   worden  (p.  318).     Die  Coeffi- 

*)  Die  tier  nnd  im  Folgendeu  anftretendeu  clnaJistiBohen  Verwandtsohafteii 
■wenden  unten  Lei  Besprechung  der  Transformationen  eines  liuearen  Complexes 
in  sich  näher  untersucht  werden. 

**)  Setzt  niEui  X  -J-  lj^Kj(A  — 1^1  imd  «^^logK;,  so  lautet  die  angehöngü 
unendlich  kleine  Traneformatioa 

rfXi  =  ((,X,,      dX^  =  a^Zj,      dX^  ^  —  «,X,,      dX,  =  —  a,X,. 
Dieselbe  entsteht,  wenn  man  Cj  durch  aÄ  ersetzt  und  sodann  l  uneudlioh  klein 
"werden  Ifisst.     Die  Gleichnng  des  Conipleses  qi  =  0  lüset  sich  in  der  Form 
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cientea  der  rechten  Seiten  von  (24)  sind  nach  (16)  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (15),  wie  man  auch  leicht  direct  bestätigt 

In  den  aufgestellten  Gleichungen  kann  der  Parameter  k  alle 
möglichen  Werthe  annehmen,  ansgenommen  diejenigen,  für  welche 
die  Determinante  ^  verschwindet;  denn  diese  Werthe  (d,  i,  +^i  und 
+  ^  ergeben  nach  (11)  bez.  (24)  Transformationen  mit  unendlich 
grossen  Coeffieienten.  Als  GrensfäUe'*)  behalten  freilich  auch  diese 
Collineationen  eine  gewisse  Bedeutung.    Es  bleibt  nämlich  die  Relation 

auch  für  sie  beateheii.  Für  ü  =  A^  z.B.  folgt  aus  (23)X^^0  und 
Hj  =•  0;    die  Transformation 

-y-      ^1    ~r  '^J    ^  "Y" '■t  ' —  '"3    ^ 

gibt  also  in  der  Ebene  X^  =  0  eine  lineare  Beziehung,  bei  welcher 
die  beiden  in  dieser  Ebene  gelegenen  Erzeugenden  der  Fläche  nnge- 
ä,adert  bleiben,  und  bei  der  Xj  gleich  einer  beliebigen  lineai'eu 
Function  von  £|,  E^,  z.^  gesetzt  werden  darf.  Aehnliche  Bemerkungen 
gelten  für  die  Grenzfalle  aller  im  Folgenden  aufzustellenden  beson- 
deren Transformationen  einer  gegebenen  Fläche  in  sich. 

Nr.  3.  Zwei  der  vier  Er^euge^tdert  fallest  sttsammm,  die  beiden 
anderen  bleiben  getrennt  (vg!,  p.  350): 

(22a)       /■=2XjX3  +  2X,X^,     9>  =  - /l'Wia  +  ftd)  +  ft*- 

Xi  =  (yi  —  x')h\  +  L(„   5,  =  (a  +  r)u,  —  u,„ 

Xs  =  (A  +  l')Cr„  =3  =  (A- A')fr,, 

si,hreiben,  pisetzt  man  auch  lu  ihi  ti  Junh  a'  und  lasst  sodaim  cbeßfülls  1 
in  ilX  uheigehea,  so  lesultnt  dei  Ime^ie  Comijlex 

Ueiselbe  spielt  fui  die  unendlich  klamen  Tiansformationen  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  m  ?ich  ganz  dieselbe  Bolle,  wie  ein  yon  C  hailos  und  Möhiiis  studirter 
linearei  Complei.  bei  den  tmeadhcli  kleinen  Bewegungen  ^Transfoi-mationen  des 
imagmAren  EiigelkieisoB  in  sich,  vgl  den  tolgenclen  Absohnitt).  Dem  Studium 
dei  geomettischen  Beziehungen  dieses  Complesas  zn  den  unendlich  kleiuea 
'limsfoiniationen  ist  dei  oben  tiwdhnte  Auto'itz  des  Heiausgebers  hauptsächlich 
gewidmet 

*)  Auf  solche  Greuziälle  macht  Frobeniua  (a,  a.  Ü.  p,  43 ff.)  aufmerksam. 
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(24a)   ^■-ATr-'i-i^  +  rr"-     ^'~i"r~" 

Durch  diese  Tranaformation  werden  alle  Flächen  der  Schaar 

X^X,  +  X^X^  +  jiX^X^  =  0 
in  sich  übergeführt,  derselben  Schaar,  weiche  bei  den  früheren  Unter- 
sncliungen  über  lineare  Complexe  auftrat.    Die  zugehörigen  unendlich 
Ideinen  Transformationen  sind  schon  behandelt  worden  (p.  320). 

Nr,  3,    Der  lineare  Complex  ist  ein   specieUer,  dessen  Aase  die 
Fläclie  f  ^=  0  nicht  herühri  (jg\.  p.  351): 
(22b)  f=2X,X^  +  2X,X,,     -p  =  Ag(2,3; 

{24  b)  ^  1  ^j^  _,  _  i__j^  _ 

■■^^       i-  A3  -^'        »       i-\-K  "■'■ 

Jeder  Punkt  der  Linie  Jf^  =  0,  Xg  =  0  entspricht  sich  selbst, 
ebenso  jede  Ebene  des  Bflschels  X, +  i'X'4  =  0.  Der  Kegelschnitt, 
in  welchem  eine  solche  Ebene  irgend  eine  Fläche  des  Büschels 
XjX^  -|-  \i,X^X^  =  0  schneidet,  wird  durch  die  Transformation  nicht 
geändert;  d.  h.  jeder  Pankt  eines  solchen  Kegelschnittes  geht  in  einen 
Punkt  derselben  Cutve  über.  Die  Transformation  ist  als  Specialfall 
in  Nr.  1  enthalten  (nämlich  für  A^  =  0). 

Nr.  4.    Die  Fläche  f=0  wird  von  der  Axe  des  speciellen  Com- 
■plexes  hmihrt  (vgl.  p.  351): 
(22c) 


(23c) 


(24c) 

worin  2AA=1.  Alle  Flächen  des  Systems  X1X4  +  X2X3  +  ftX/  =  0 
werden  gleichzeitig  in  sich  transformirt.  Jeder  Punkt  der  Schnitt- 
linie von  X2  -j-  Xg  =^  0  und  X^  =  0  entspricht  sieh  selbst,  und 
ebenso  jede  Ebene  des  Büschels  X^  —  -^3  +  '"X^,  =  0.  Die  Flächen 
der  erwähnten  Sehaar  werden  von  letzteren  in  Kegelschnitten  ge- 
schnitten, welche  im  Punkte  X4  =  0,  Xg  =  0,  X3  =  0  eine  Be- 
rührung dritter  Ordnung  mit  einander  eingehen. 


f^2X,X,  +  2XjX„ 

g>  -  Öu  +  fei 

X,  _  10.  +  D,  +  D„ 

=,  =  IfJ,  —  0,  - 

-  P 

X,  —  IV,  ~  J7,, 

H,  _AC/,  +  P,, 

X,-»!7,-P„ 

E,  -  iü,  +  ü,, 

Xj  —  AP„ 

=,  =  !&•,; 

X.  =  E,  +  A(H,  +  H.) 

-  A'=4, 

X,_H,-AH.,    X,- 

.  E,  -  A=„     Xj  = 

.  E^ 
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Nr.  5.    Der   lineare    Coni^hx   enthält   alle  En 
Art  (vgl.  p.  352): 
(22(1)  f^2X,X,  +  2X,X„    y  =  (?H+fe; 

X  =  ^^^  Z       X  =  ^  +  ^  H 


-*-3  14-1-3'         -^^.l 


(2.M) 

Jede  Ebeiie  des  Biiscliels  X^-j-vXa  =  0  bleibt  l'üst,  ebenso  jede 
Ebene  des  Büschels  X^-{-vX^  =  0,  d.  h.  alle  Erzeugenden  der  Fläche 
^=0,  weiche  dem  Complese  q^  ^  0  nicht  angehören,  werden  einzeln 
in  sich  transformirt;  auf  jeder  derselben  entsprechen  ihre  Schnitt- 
punkte mit  den  Axen  X^  =  0,  Xg  =  0  und  X3  =  0,  X^  =  0  sich 
selbst.     Analoges  gilt  für  alle  Flächen  X^X^  +  fiX^X^  •=  0. 

Nr,  6.   Der  lineare  Complex  ist  eiii  specieller,  und  seine  Äxe  m- 
gleich  eine  Erseugenäe  der  Fläche  (vgl.  p.  352): 
(22e)  /■=2XiX, +  2X3X3,     <p=Qu, 

^■X,  =  At7,  +  f^a,     £i  =  l(7i  — K,, 

,,.^  ,  X,  =  lÜ,  -  U„    E,  =  AK,  +  L\, 

(Joe) 

Xa  =  AC4,  £3  =  ad;, 

X^  =  XL\,  ^i  =  W,; 

^,,,j  X,  =  H,  +  AZ„     X,  =  =3, 

X,  =  Z, -A£„  X^  =  Z.„ 
worin  2AA  =  1.  Jede  Erzengende,  welche  die  Axe  X3  =  0,  X,^  =  0 
ti-ifft,  wird  in  sich  transformirt.  Aiif  ihr  werden  dadurch  zwei  ver- 
einigt gelegene  projectiviache  Punktreihen  definirt,  deren  Doppel- 
elemente in  ihrem  Schnittpunkte  mit  jener  Linie  zusammenfallen. 
Jede  Fläche  des  Systems  /"+ fijX/ +  fi^XjX^  +  figX/ =  0  geht 
dabei  in  sieh  über. 

Die  vorstehenden  Fälle  nmfasseu  alle  in  den  allgemeinen  Formeln 
(7)  enthaltenen  Collineatiouen,  welche  die  vorgelegte  Fläche  in  sich 
überfHhreu.  Aber  es  gibt  noch  andere  Transformationen  der  Artj 
die  von  diesen  Formeln  nicht  dargestellt  werden, 
der  Gleichungen  (7),  resp.  (2)  und  (11)  ward  nämlich  voraus^ 
dass  die  Determinante  der  linearen  Gleichungen,  mittelst  deren  die 
Punkte  t  und  r,  oben  zu  einander  in  Beziehung  gesetzt  werden,  nicht 
verschwinde,  so  dass  die  verlangte  lineare  Beziehung  als  durch  die 
Formeln  (5)  und  (6)  gegeben  angenommen  werden  durfte.    Das  Ver- 
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schwinden  der  Determinante  von  (6)  wurde  auch  in  vorstehender 
Äufzähhing  zügelaseen.  Die  Determinante  von  (5)  dagegen  ist  noth- 
wendig  von  Null  verschieden,  wenn  die  Fläche  nicht  in  einen  Kegel 
ausarten  soll.  Verlangen  wir  also  an  Stelle  von  (5)  andere  lineare 
Relationen  mit  verschwindender  Determinante,  so  müssen  dieselben 
auch  in  anderer  Weise,  d.  h,  durch  einen  neuen  Ansatz,  geometrisch 
vermittelt  werden.  Dass  in  der  That  nicht  alle  Transformationen 
erschöpft  sind,  ergibt  sich  übrigens  aus  Gleichung  (16);  denn  in  ihr 
tann  ji  alle  mögliehen  Werthe  annehmen,  den  Werth  ^  ^  —  1  allein 
ausgenonimen,    da    letzterer  A'  =  0       ^  b  11  1^1    1  1    I  ]  ■i) 

das   Vei6chwmden    vun  xi   eifoidern    wd       üdlhlgtk 
Veranlassung  voi,   einen   emzelnen  Vi     tl 
die    Glossen  c,j,   von   denen  jt  stetig     bh 
werden  können,  dass  (t  alle  mögliche     W 
Ist  die  Deteimmante  eines  System    1 
Form  (5}  gleich  Null,  so  wiid  dauselb 
einer  gewju&en  homogenen  Iineaien  Gl     h 
Punkte  (  emei   bestimmten  Ebene.     W  hr 
Hülfspunkte  t  nichts  vorausgesetzt  w     1 
dass  nm  ätt  Punkte  cum   ytnibsm  Ehei 
iverden.     Wir  erhalten  alle  diese  Pu  1 1 
Ebene  u  in  Bezug  auf  einen  in  der  El 


den  Kegelschnitt,  z.  B,  den  Schnitt  d 
Fläche  zweiter  Ordnung,  Die  Gl 
Ebeuencoordinaten  M;  sei  (p,  143): 


Eb 
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It 

It 

tl 

Gl 
b 

1 
t 

8 
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H 
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U   t  S» 

i  t 

1 

P  1 

b  1  b 

6 

B 

ht     rf  11 

&  h    tt 

V,         »,        !>,         0        0 

Die  Punkte  %  sind  nach  dem  Obigen  mit  den  Punltten  t  durch  lineare 

Gleichungen  verbunden   und  liegen  harmonisch  zu  (  und  den  beiden 

Schnittpunkten    der   Linie  S-T    mit  der   I'l'äche;   sie    erfüllen    daher 

eine  KU  v  in  Bezug  auf  die  Fläche  conjugirte  Ebene  w^  deren  Coordi- 

naten  der  Bedingung 

(26)  EEAitViWt  =.  0 

genügen.     Die  Ebene  w  wird  im  Allgemeinen  nicht  Tangentenebene 

der  Fläche  sein.     7m   einem   bestimmten  Punkte  t  gehört  daher  als 
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Punkt  X  irgend  ein  Pui^kt  der  Schnittlinie  von  tv  mit  der  Poliirebene 
von  (,  d.  h.  ein  Punkt  der  Verbindungslinie  des  Poles  ri  der  Ebene  w 
mit  dem  Schnittpunlite  der  Ebenen  v,  w  und  u,  denn  die  Polarebene 
von  t  gellt  durch  die  Selinittlime  von  v  und  u  hindurch.  Wir  haben 
sonach  zu  setzen: 

(27)  '.  =  y|^'     (..,- ^.  +  •(»»»)„ 

WO  ■Yii^  SA^k'^k,  2^e},{ywu\  =  E  +  m^v^io^u^.  Die  in  dm  aüge- 
meinen  Formeln  (7)  nidit  enthaüeneit  Transformationen  der  Fläche 
ZSa^kXiXk  =  0  in  sich  werden  daher  durch  die  folgenden  Gleichungen 
vermittelt: 

(28)  ^      ' 

in  denen  Vi  die  Coordinaten  einer  beliebigen  (die  Fläclie  nickt  heruhren- 
den)  Fimte,  ij;  diejenigen  ihres  Poles,  Wi  die  Coordinaten  einer  eu  v 
conjugirten  Fbene  bedeuten. 

Wie  die  Auflösung  der  Gleichungen  (28),  d,  h.  die  Elimination 
der  Grössen  Ui  und  ij;  zu  geschehen  hat,  ist  nicht  unmittelbar  ersicht- 
lich, muss  daher  im  Folgenden  erörtert  werden.  Es  seien  ro/,  ro/' 
die  Coordinaten  der  beiden  Ebenen,  welche  die  Fläche  /"  ^  0  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  der  Schnittlinie  der  Ebenen  v,  w  berühren,  dann 
ist  Ha/iii^O  und  2;(o"i)i=0,  da  die  Ebenen  m'  und  oi"  durch 
die  conjugirte  Polare  der  Schnittlinie  von  v  und  tv  hindurchgehen. 
Es  wird  also: 

Sß}[  g;  =  xScal^i  —  i.2  +  v.w^u^isil ,     wo  T,-  =  \^, 

und  analoge  Gleichungen  bestehen  für  ra/'.  Nun  ist  2Jo/V;  =  0 
die  Bedingung  dafür,  dass  die  Ebene  m  durch  den  Pol  von  oj'  in 
Bezug  auf  den  ebenen  Schnitt  T  =  0,  d.  h.  durch  den  Berührungs- 
punkt der  Ebene  ra'  hindurchgehe;  dieselbe  Bedingung  wird  auch 
durch  die  Gleichung  S  ^v^iv^u^atl  ^  0  dargestellt;  die  Quotienten 


^'-      -vl-r   S     ß"  = 


sind  daher  von  den  Variabein  Ui  ganz  unabhängig.  Insbesondere 
kann  man  also  in  fi'  u  durch  oi"  und  in  Q"  u  durch  co'  ersetzen, 
und  so  folgt: 

Die   obigen  Gleichungen  und   die  analogen  fUt'  ra"  werden  demnach: 
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(29)  2m^>.  =  ^^.  ^»/l.     S^rx^  =  l^^.  2^/%, 
ausserdem  folgt  aus  (28): 

(30)  2:viXi  =  —  i:vi^i,     UWiXi  =  IJWi^i . 

Die  Ghichtmgen  (29)  und  (30)  hat  man  nach  den  Xi.odm-  gj  auf- 
mlösen,  um  das  Besnltat  der  Elimination  der  «;  und  tj,-  «ms  dm  Glei- 
chungen (28)  m  erhalten. 

Wir  sind  sicher,  dass  die  hiermit  definirten  Transformationen 
die  gegebene  Pläclie  in  sieh  fiberf (ihren ,  aber  es  fragt  sieh,  ob  der 
Ausdruck  ESaikXiXk  direet  gleich  SHaik^iii,  wird  oder  nur  bis  auf 
einen  hinzutretenden  Factor.  Dass  ersteres  der  Fall  ist,  werden  wir 
Bofort  an  den  aufzustellenden  kanonischen  Formen  sehen.  Um  das- 
selbe allgemein  nachauweiaen,  bedienen  wir  uns  am  passendsten 
der  schon  froher  angewandten  symbolischen  Methoden  (p.  140ff.). 
Werde  also 

21Zaii;X;X/;  =  a.J^  =  b/  =  c/ 

gesetzt,  so  wird  nach  Früherem  T==Y(ß&ww)^  Multipliciren  wir 
die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (28)  (d.  h.  Xi  und  |i)  mit  willkür- 
lichen Grössen  s,-  und  addiren,  so  erscheinen  diese  Gleichungen  in 
der  Form 

s^=  ~x(abvii)  (ahvs)  +  ^(vwus)  +  "Si,, 

s:  ==  --Kiahvii)  {ahvs)  —-  X(vwus)  —  vs,i. 

Setzen  wir  hierin  s,-  =  c;  und  multipliciren  beiderseits  mit  c^,  so  er- 
scheint auf  der  rechteu  Seite  der  Term  (a'bvti){a'bvc)c_^,  in  welchem 
a,  b  und  c  einander  gleichwerthige  Symbole  bedeuten,  die  beliebig 
mit  einander  vertauscht  werden  dürfen,  ohne  dass  dadurch  der  wahre 
Werth  des  Ausdrucks  geändert  würde;  es  ist  also: 

(ahcv){ahvu)Co;  =  —  (aicv)  (acvu)h^  ^  —  {abcv){civu)ax 
(b)  1 

=  —  (alcv)  [{al>vii)Cj: — {acvu)b^-i-{bcvu)aic\ . 

Die  Klammer  der  rechten  Seite  aber  ist  identisch  gleich 

{abc'u)v^  —  (abcv)Ux, 
und  somit  folgt  aus  (a)  in  der  angegebenen  Weise: 

cj  =  g-x  [{abcvYu:^  —  {abcv)  {abcu)Vx\  -{-  ^{vtvuc)c:s  +  vc,iC^, 
c-^''-i  ^  ~^^  [{abcvyu^  —  {ahcv)  (abcu)vi'\  —  X  (vtnuc)  c^  —  vcfi^ . 
Ebenso  erhält  man: 
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CjC;  =  —x^(abcvyui=  —  (abcv)(abcu)vs]  -\- X (vivuc) c^ -{■  rCjC^ , 
ct^  =  -- >c[(ahcvyui  —  (abev)  (ciicu)vi\  ^ X (vu'uc) c^  —  vc,,ci . 
Ans  (b)  und  (c)  ergibt  sich  weiter: 
,  c/  —  CxCi  =       2i,(vwtic)cx  +  2vc^c^, 

^^'  cf  —  c^c^  =  —  2A  (vwtic)  c^  -  2vc.iCi. 

Um  die  ersten  Terme  der  rechten  Seiten  umzuformen,  ersetzen  wir  in 
(a)  die  Grossen  s,-  wieder  durch  c,-  und  multiplicireu  mit  (vtvuc). 
Wir  finden  so  aus  der  ersten  Gleichung  (a)  auf  der  rechten  Seite 
einen  Ausdruck,  der  sich  aus  (b)  ergibt,  wenn  man  c^  durch  (vwuc), 
also  Xi  durch  die  Unterdeter  min  ante  (vwu)i  ersetzt.  Dieser  Ausdruck 
ist  demnach  identisch  gleich 

Yiio-bcu)  (vwuv)  —  (ahcv)  {vwnu)\, 
d.   h.   identisch   gleich  Null     Verfährt  man   ebenso   mit  der  zweiten 
Gleichung  (a),  so  findet  man: 

(vtCllC)  Cr  =  il  {vWUcf  -f-  V  (VWUC)  C,j , 

{vwiic)c^  =  —  l{vwucy  —  v{vwuc}c,i. 
Die  beiden  links  stehenden  Ausdrücke  unterscheiden  sich  also  nur 
um  das  Vorzeichen,  die  ersten  Terme  auf  den  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  (e)  sind  folglich  einander  gleich;  dasselbe  gilt  nach  (30) 
von  den  zweiten  Termen  dieser  rechten  Seiten;  die  linken  Seiten  der 
Gleichungen  (e)  sind  also  mit  einander  identisch,  und  es  folgt  CiJ^=cf 
oder: 

SI^anXiXj;  =  ^Sani^i^i;,  q,  e.  d. 
Ist  nun  ein  System  von  Gleichungen  der  Form  2!biiXi  =  Ußjt^i 
vorgelegt,  und  erhält  man  durch  Auflösung  |/  ^  UcnXn^  so  ist  offen- 
bar die  Determinante  der  Ct  gleich  dem  Quotienten  der  Determinante 
der  hik,  dividirt  durch  diejenige  der  ßnc.  Die  Determinante  der  aus 
(29)  und  (30)  fliessenden  Substitution  (2)  ei'gibt  sich  hiernach  gleich 
—  1,  während  oben  der  Determinante  der  Gl^chmigen  (11)  der  Werih 
+  1  euMm.  Man  unterscheidet  demgemäss  die  zuletzt  betrachteten 
Transformationen  der  Fläche  f=  0  in  sich  als  imeigenüiche,  gegen- 
über den  in  (11)  gefundenen  eigentlichen  SubsUtuUonen*). 

")  Nach  Cayley  erhalt  man  {Ctelle'a  Journal  Bd.  52)  die  uneigentlichon 
Tianaformationen  e:nei  Gleichung  awi^iten  diades  im  Eatune  von  n  Dimeasionen 
dnreh  Urenzübergang  ans  den  eigentlichen  einps  Baume-,  von  n  -\-  1  Dimea 
Bionen  Geht  mao,  wie  es  Voss  i  a  0  thut,  von  denPoimeln  (2)  aus,  to  ei 
geben  sii-h  alle  neun  möghchen  Fälle  aus  (15)  naoli  dei  Theorie  dei  Elementar- 
theilei  Allgemeine  Fotmpln,  wie  sie  m  ('JSl  zur  Erzeugung  unei^pntlichei 
Subetitutionen  voiliegea,  scheinen  sonst  nicht  aufgestellt  zu  b  in 
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Wird  die  Fläche  von  der  Ebene  v  berührt  (wo  dann  die  Schnitt- 
linie der  Ebenen  v  und  w  eine  Tangente  der  Fläche  ist),  so  fällt  ro" 
mit  cj'  zusammen,  und  es  ergibt  sich  überhaupt  keine  Eaumtrans- 
formation,  da  alle  Punkte  i  mit  dem  Berührungspunkte  von  v,  welcher 
hier  mit  y  identisch  ist,  zusammenfallen.  Es  sind  demnach  nur 
folgende  drei  I'älle  zu  betrachten,  von  denen  der  zweite  eigentlich 
im  ersten  enthalten  ist. 

Nr.  7.  Die  Fläche  f=0  wird  von  der  Schnittlinie  der  conjii- 
girtcn  lEbenot  v  und  w  nicht  be^ühri.  Sind  letztere  Ebenen  bez.  mit 
Zi  =  0  und  X^  =  0  identisch,  so  kann  man  /=Xi^  + X/  + 2XsXg 
nehmen,  und  die  Gleichungen  (28)  werden; 

(28a)  ^.-^U.  +  ^U„     E,  =  .E7,-U4, 

Hieraus  erhält  man   als  Auflösung  der  Gleichungen  (29)    und   (30): 

Xi  =  -H,,     X,  =  H,i, 
(31a)  X  -■"  +  '=  Y_ü-^^  = 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (15)  wird 
+1  0  0  Ol 

0         » _  '^+4  0  0     1 


^     ."-:;;    0 


=(^^_i)(^s_a^_;±.;_;^+i). 


>  0  0  II—  1  I 

Die  Wurzeln  derselben  sind  von  einander  verschieden,  und  es  tritt 
in  der  That  die  bei  den  eigentlichen  Substitutionen  (p,  365)  ausge- 
schlossene Wurzel  fi  =  —  1  auf.  Alle  Flächen  der  zweifach  unend- 
lichen Schaar  liX^^  -j-  IX^  +  2m  X^X^  =  0  werden  gleichzeitig  in 
sich  übergeführt. 

Nr.  8.  Alk  Hülfspimhte  r  fallen  mit  dem  Pole  ^  der  Ebene  v 
susammen;  d.  h.  es  ist  im  vorigen  Falle  A  =  0  zu  setzen.  Die  Trans- 
formation wird: 

(31b)         X,  =  -=i,    Xs^Ha,    Xs  =  £3,    X^  =  £,. 
Jeder  Punkt  der  Ebene  Xj  ^  0  entspricht  sieh  selbst,  ebenso  jede 
Ebene,  die  den  Punkt  X^  =  0,  Xg  =  0,  X4  =  0  enthält.     Die  Trans- 
formation ist   ein    apecieller  Fall    der    sogenannten  Centralperspective 
(Bd.  I,  p.  256  u.  999).     Die  Gleichung  (15)  hat  eine  einfache  Wurzel 
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—  1  und  eine  dreifache  Wurzel  +1,  für  welche  auch  alle  ersten 
und  zweiten  Unterdeterminanten  verschwinden. 

Nr.  9.  Die  Scfmitüinie  der  conjugirtm  Ehmm  v  und  w  ist  eine 
Tangente  von  /=  0.  Sei  jetzt  /■=  X^^  +  Xj^  +  2X^X4  und  wieder 
V   mit   X,  =  0,   !A!   mit   X^  =  0   identisch*);    dann    folgt   V=  U^^ 

X,  —  r.  U,  +  iU.,     £,  —  K  D,  -  1  (/, , 

z,  _,;/,  —  j  ij, ,    H,  =  « r/,  +  i  n, , 

X, -H,-2^E,  —  2^=,. 
Die  für  die  Transformation  charakteristische  Gleichung   (1,5)   ergiht, 

7        ^ 
wenn  li^  — : 

1  +  (j         0  0  Ol 

1      0        1  —  »        0        —  2/1 

0  -27.      1-,     -21,'     -(-.  +  l)a--.)'-0. 

I      0  0  0        1  "fi 

Es  tritt  also  eine  einfache  Wurzel  —  1  und  eine  dreifache  Wurzel 
+  1  auf,  und  für  letztere  verschwinden  auch  alle  ersten  Unterdeter- 
minanten.  Wollte  man  auch  in  (31c)  X  verschwinden  lassen,  so 
würde  man  zum  Falle  Nr.  8  zur ü eingeführt  werden,  — 

Die  Gleichungen  (28)  hatten  wir  dadurch  gewonnen,  dass  die 
Hülfspunkte  t  auf  eine  fest  gegebene  Ebene  v  beschränkt  wurden. 
Wir  können  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  diese  Punkte  t  auf 
eine  gegebene  gerade  Linie  beaebränken.  Die  conjugirten  Pole  c  er- 
füllen dann  die  conjugirte  Polare;  und  einem  'Punkte  x  der  Fläche 
wird  derjenige  Funkt  £,  derselben  zugeordnet,  dessen  VerhmdMngslinie 
mit  X  die  ieiden  gegebenen  äncmder  pol<w  conjugirten  Gnaden  sdwmdet. 
Wird 

'angenommen,  so  ist  diese  Transformation  offenbar  durch  die  Formeln 

dargestellt;   ihre   Determinante   ist  also   gleich   -|-  1,   und   sie   ist   in 

*)  Versucht  man  die  Ebenen  X,  =  0,  :X^  =  0  in  uiiigokolivter  Weise  zn 
benutseB,  so  ergibt  sich  keine  Eaumtraneformation. 
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der  That  unter  den  in  Nr,  3  angegebenen  Collineationen   enthalten; 
sie  entsteht  nämiieh,  wenn  in  (24b)  A^O  gesetzt  wird. 

Die  eigentlichen  und  un eigentlichen  Substitutionen  sind  nicht  nur 
durch  den  verschiedenen  Werth  ihrer  Determiaante  oder  die  verschie- 
denen Formen  ihrer  algebraischen  Darstellung  von  einander  zu 
trennen,  sondern  beide  Klassen  unterscheiden  sieh  auch  von  ein- 
ander durch  ein  wesentliches  geome'trisehes  Merkmal.  An  den  auf- 
gestellten kanonischen  Formen  ersieht  man  nämlich  sofort,  dass 
jede  uneigentlicke  Transformation  die  beiden  Sckaaren  vojt  Ergmgmdm 
der  in  sich  m  transformirenden  Fläche  mit  einander  vertausdd,  jede 
eigentUcke  Transformation  eine  jede  Erzeugende  stets  wieder  dwch  eine 
Ersmgmde  derselben  Art  ersetzt.  Oben  wurde  eine  eigentliche  Trane- 
formation bestimmt  durch  die  sechs  homogenen  Coefflcienten  der 
Gleichung  eines  linearen  Complexea  und  das  Verhältniss  x  :  X,  eine 
uneigentliche  Transformation  in  den  Gleichungen  (29)  und  (30)  durch 
zwei  einander  polar  conjugirte  Ebenen  (die  also  von  fllnf  Constaiiten 
abhängen)  und  das  Terhältniss  m  :  A.  Es  gibt  daher  sowohl  sechsfach 
unendlich  viele  eigentliche  Transformationen,  als  a/uch  sedisfach  unendlich 
viele  uneigenflidie  Transfoi'mationen'*').  Erstere  können  dadurch  er- 
zeugt werden,  dass  man  die  oben  besprochenen  unendlich  kleinen 
Transformationen  unendlich  oft  wiederholt,  letztere  nicht. 

Von  Interesse  ist  ferner  die  Frage  nach  der  Zusammensetzung 
einer  gegebenen  Transformation  aus  anderen;  es  bietet  sieh  so  das 
Problem  dar,  zu  einer  gegebenen  Transformation  eine  zweite  so  zu 
bestimmen,  dass  beide  zusammen  eine  dritte  gegebene  Transformation 
liefern.  Man  wird  dasselbe  in  jedem  einzelnen  Falle  erledigen  können 
mit  Hülfe  des  Satzes,  dass  jede  eigefiiliche  Transformation  unserer  Art 
Busammengesetgt  werden  liann  am  mei  solchen  Transf&rmalÄonen,  von 
denen  die  ei/ne  alle  Erseugmden  einer  Art,  die  a/ndere  diejenigen  der 
anderen  Art  einsein  fest  lässt.  Die  Richtigkeit  des  Satzes  ist  evident, 
denn  jede  Transformation  lässt  im  Allgemeinen  zwei  Erzeugende 
jedes  Systems  fest.  Man  hat  also  nur  eine  solche  specielle  Trans- 
formation der  Form  Nr.  5  aufzusuchen,  welche  dieselben  beiden  Er- 
zeugenden erster  Art  fest  läsat  und  eine  dritte  Erzeugende  derselben 
Art  in  die  verlangte  Lage  überführt  (was  nach  der  Theorie  projec- 

*)  Vgl.  Kleinr  Math.  Ännalea  Bd.  4,  p.  413  und  633.  ~  Mit  den  beaoa- 
decen  Tranaformatioiien,  bei  denen  jede  Braeugende  des  einen  Systems  fest  bleibt, 
und  der  Zusammensetzung  aller  anderen  aus  ihnen  beaohäftigt  eich  auch  Ciif- 
ford:  Preliminary  Sketch  of  Biquatemions,  Proceedinge  of  the  London  Mathe- 
matical  Society,  vol.  i,  1873  (oder  Mathematicat  Papera,  London  1883,  p.  193), 

24* 
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tivischer  Punktreihen.  möglich  ist),  und  bei  der  dann  jede  Erzeugende 
zweiter  Art  in  sieh  übergeht.  Die  ergänzende  zweite  Transformation 
lässt  jede  Erzeugende  erster  Art  ungeandert  und  fährt  ebenso  drei 
Erzeugende  zweiter  Art  in  drei  andere  derselben  Art  über. 

Für  die  Zusammensetzung  der  hier  betrachteten  Transformationen 
wird  ferner  der  Begriff  der  „Gruppe"  von  hervorragender  Wichtig- 
keit. Unter  einer  Gruppe  von  Transformationen  versteht  man  ein 
solches  System  von  Transformationen  bestimmten  Charakters,  denen  die 
Eigenschaß  mkommt,  dass  die  Zusammensetsmtg  je  sweier  Transforma- 
tionen des  Systems  wieder  su  einer  Transformation  desselben  Systems 
hinführt^.  Da  nun  die  eigentlichen  und  uneigentlichen  Transforma- 
tionen durch  die  Werthe  +  1,  resp.  —  1  ihrer  Determinante  unter- 
schieden werden^  so  folgt  unmittelbar,  dass  nicht  nur  alle  Transfor- 
mationen einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  sich,  sondern  auch  alle 
eigentlichen  Fransformationen  für  sich  eine  Gruppe  iüden  (nicht  aber 
die  nneigentlichen  für  sich).  Ebenso  enthält  diese  letztere  Gruppe 
zwei  „Untergruppen",  deren  eine  von  denjenigen  eigentlichen  Trans- 
formationen gebildet  wird,  welche  das  eine  System  von  Erzeugenden 
ala  solches  nicht  ändern,  die  andere  von  denjenigen,  welche  zu  dem 
anderen  Erzeugenden- Systeme  in  gleicher  Beziehung  stehen.  Um 
den  hier  neu  eingeführten  Begriff  zu  erläuterUj  sei  es  erlaubt,  an  das 
Beispiel  der  Bewegungen  zu  erinnern.  Jede  Bewegung  (aufgefaast 
als  eine  auf  alle  Punkte  des  Eaumes  ausgedehnte  Operation)  wird 
analytisch  durch  eine  lineai-e  Transformation  desselben  Charakters 
dargestellt,  welcher  für  die  Transformation  des  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten Systems  massgebend  war  (und  dessen  nähere  Bestimmung  Auf- 


r  und  Bezeichnung  Bind  aus  der  Galoia'schen  Subatitutionstlieorie 
Q  (vgl.  Oamille  Jordan's  Traitö  des  BubBtitutions,  Paria  1870), 
indem  da«  zn  tranaformirende  contiDnirltche  Gebiet  des  Baumes  an  Steüe  einer 
endlichen  AnKahl  discreter  Grössen  tritt.  In  die  Geometrie  iat  der  Giuppenhegriff 
besondera  von  Klein  mit  Erfolg  eingeführt,  vgl,  deaaen  Abhandlungen  Bd.  4 
(p.  346)  und  Bd.  6  (p.  llTff.,  1872)  der  Mathematischen  Annalen,  sowie  aein 
Progvarom:  Vergleichende  Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschungen, 
Erlangen  1872  und  die  Schrift:  Vorleanugen  über  das  Ikosaeäer,  Leipzig  1884; 
vgl.  ferner  die  in  Bd.  I,  p.  986  citirten  Anfsätae  von  Klein  und  Iiie,  Das  dort 
bei  Gelegenheit  der  tJoncestheorie  untersuchte  „geschlossene  System  von  Colli- 
neationen"  bildet  eben  auch,  eine  Gruppe,  gleichfalls  das  System  der  oben  p.  317 
u.  320  betrachteten  Transformationen.  —  Die  im  Teste  sogleich  noch  erwähnte 
Gruppe  der  Bewegungen  ist  schon  von  C.  Jordan  eingehend  atudirt  (Annali  di 
raatematioa,  Serie  II,  tom.  II,  1869),-  vgl.  auch  Sehönfliess,  Math.  AnnaJen 
Bd.  23  und  29,  —  Auch  für  die  Theorie  der  partiellen  Ditferentialgleichungon 
ist  der  Oruppenbegriff  nach  Lie  vob  wesentlichem  Nutzen. 
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gäbe  der  folgenden  Untersuchung  ober  Transformationen  eines  Kegel- 
schnittea  in  sich  sein  wird);  in  der  That  ist  es  ja  gleicbgiltig,  ob 
das  Coo r diu aten  System  im  Räume  als  bewegt,  der  Raum  selbst  aber 
als  fest  gedacht  wird,  oder  ob  umgekehrt  alle  Punkte  des  Raumes 
ihre  Lage  gegen  ein  fest  gedachtes  Coordinatensystem  verändern. 
Die  Qesammikeii  der  Bewegungen  bildet  somit  eine  Transformations- 
gnippe.  Eine  in  ihr  enthaltene  Untergruppe  wird  z.  B.  von  den 
Rotationen  um  einen  Punkt  gebildet,  und  letztere  wieder  enthalten 
als  Untergruppe  die  Drehungen  um  eine  Ase.  Eine  Gruppe,  welche 
umgekehrt  diejenige  der  Bewegungen  umfasst,  wird  durch  die  Ge- 
sammtheit  der  räumlichen  Collineationen  gegeben;  dagegen  bildet  die 
Gesammtheit  der  dualistischen  Umformungen  (reeiproken  linearen 
VerwEindtscLaften)  keine  Gruppe,  denn  zwei  dualistische  Umformungen 
ergeben,  nach  einander  ausgeführt,  eine  C olline ation ;  wohl  aber  wird 
eine  Gruppe  erzeugt,  wenn  man  die  Gesammtheit  der  dualistischen 
mit  der  Gesammtheit  der  collinearen  Transformation  zusammennimmt. 
Uebrigens  ist  ea  für  den  Begriff  einer  Gruppe  nicht  wesentlich, 
dass  die  sie  constituir enden  Transformationen  an  Zahl  unendlich  sind 
und  sieh  in  stetiger  Folge  aneinander  sehliesaen,  wie  dies  bei  den 
angeführten  Beispielen  der  Fall  war;  vielmehr  bilden  z,  B.  die  in 
endlicher  Anzahl  vorhandenen  Bewegungen,  welche  einen  Würfel 
(oder  überhaupt  einen  regulären  Körper)  mit  sich  selbst  zuj  Deckung 
bringen,  ebenfalls  eine  Gruppe.  Gerade  diese  eudliehen  Gruppen 
sollen  uns  später  noch  beschäftigen. 

XVIII,    Lineare  Transformationen  des  Raumes,  welche  einen  Kegel- 
schnitt in  sieh  überführen. 

Bei  den  bisher  betrachteten  Transformationen  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  sich  wurde  das  Nichtversehwinden  ihrer  Determinante 
vorausgesetzt.  Indem  wir  diese  Voraussetzung  jetzt  fallen  lassen, 
gehen  wir  nicht  von  einem  Kegel,  sondern  von  einer  Fläche  zweiter 
Klasse,  d.  h.  einem  Kegelschnitte  im  Räume,  aus,  um  denselben  an 
geeigneten  Stellen  insbesondere  durch  den  imaginären  Kugelkreis  zu  er- 
setzen. Für  eine  solche  Flache  verliert  allerdings  die  oben  gemachte  Con- 
sfcruction  mittelst  der  Hülfspunkte  t  und  t  ihre  Bedeutuog,  doch  würde 
es  leicht  sein,  eine  dualistisch  entsprechende  Construction  mittelst  zweier 
Hülfsebenen  t  und  t  auszuführen,  die  auch  für  den  Kegelschnitt  nicht 
ungültig  wird;  man  würde  so  zuerst  die  Transformationsformeln  für 
Ebenenco ordinalen  finden  und  dann  aus  ihnen  diejenigen  für  Punkt- 
coordinaten  ableiten  (p.  92);  man  kann  aber  auch  letztere  direot  aus 
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den  fi-aheren  allgemeinen  Formeln  erhalten,  wenn  mau  die  Deter- 
minante verachwintJen  lässt,  denn  in  ihnen  kam  nur  die  linke  Seite 
der  Gleichung  in  Ebenencoordiiiaten  vor.  Wenigstens  gilt  dies  fRr 
alle  eigentlichen  Transformationen;  die  uneigentlichen  werden  in 
dieser  Weise  nicht  gefunden,  da  die  betreffenden  Formeln  nur  für 
die  Punkte  einer  bestimmten  Ebene  gültig  bleiben  würden,  wovon 
man  sich  leicht  überzeugt. 

Wird  insbesondere  der  imaginäre  Kugelkreis  eingeführt,  so  bilden 
entsprechende  Paare  von  Ebenen  vor  und  nach  der  Ti'ansformation 
dieselben  Winkel;  jeder  Figur  entspricht  daher  eine  ihr  ähnliche:  die 
Ti'ansformation  ist  eine  Äehnlichheits-Transföi'maUon.  Im  Allgemeinen 
wird  dabei  der  Ausdruck  x^  -\-  y^  -{-  s^  übergehen  in  G  [(|  —  d? 
-f-  (tj  —  W  -1-  (£  —  c)^3)  wenn  der  Nullpunkt  in  den  Punkt  a,  h,  c 
übergeführt  wird;  insbesondere  kann  man  es  so  einrichten,  dass  (7=1 
wird,  und  dies  tritt,  wie  wir  sehen  werden,  immer  ein,  sobald  die 
Substitutionsdeterminante  der  Punkttransformation  gleich  der  Ein- 
heit ist:  es  bleiben  dann  nicht  nur  alle  Winkel,  sondern  auch  alle 
Entfernungen  ungeändert:  Diß  Transfofmatüm  stellt  eine  Bewegung 
des  Batimes  dar.  Beim  Studium  der  Bewegungen,  d.  h.  in  der  soge- 
nannten Kinematik*),  kommen  zwei  verschiedene  Gesichtspunkte  in 
Betracht;  entweder  verfolgt  man  das  bewegte  Punktsystem  (etwa 
einen  starren  Körper)  in  seinen  successiven  eontinuirlieh  auf  ein- 
ander folgenden  Lagen,  oder  man  fasst  iü  erster  Linie  die  Lage  des 
bewegten  Körpers  gegenüber  der  verlassenen  Anfangslage  in's  Auge, 
bestimmt  alle  möglichen  gegenseitigen  Lagen,  die  dabei  denkbar  sind, 
und  fragt  erst  nachträglich,  wie  der  Körper  durch  möglichst  einfache 
Bewegungen  von  einer  Lage  in  die  andere  gebracht  werden  kann 
(was  in  der  Theorie  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen  gelehrt 
wird),  und  wie  die  neue  Lage  durch  successive  unendlich  kleine  Be- 
wegungen aus  der  alten  hervorgeht.  Dieser  letztere  Gesichtspunkt 
ist  bei  unserer  algebraischen  Behandlung  der  Frage  massgebend,  da 
es  sich  zunächst  um  endliche  lineare  Transformationen  handelt.  Jede 
Bewegung  kann  ihrem  Begriffe  nach  aus  successiven  unendlich  kleinen 
Bewegungen  zusammengesetzt  werden;  demgemäss  sind  für  die  Kine- 
matik nur  die  eigentlichen  Transformationen  des  imaginären  Kugel- 
kreises in  sich  von  Bedeutung,  denn  die  uneigentlichen  bilden  keine 


*)  Die  durch  d'Alembeit  and  Euler  begründete  Theorie  der  Bewegungen 
findet  natuTgemäsa  in  den  Lehrbüchern  der  Mechanik  eine  Stelle,  vgl.  z.  B. 
Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  3.  AnQ.  Bd.  1,  1879,  oder 
Thomson  und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik,  Bd.  1  (deutsch  von 
Helmholta  und  Wertheim), 
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Gruppe  (vgl.  p.  372).  Eine  jede  ist  also  bis  auf  einen  willkürlich 
bleibendea  Parameter  durch  einen  linearen  Comples  definirt;  und  toir 
finden  (üle  imglkh&n  Arten  der  Beivegung,  indem  wir  alle  möglichen 
Lagen  eines  solchen  Com/plexes  gegen  den.  imaginären  KugeVcreis  berück- 
sichtigen. Die  gestellte  Aufgabe  ist  somit  durch  unsere  Untersuchungen 
über  lineare  Complese  im  Wesentlichen  erledigt.  Wir  stellen  die 
Resultate  zusammen,  indem  wir  für  jeden  Fall  mittelst  der  Glei- 
chungen (7)  p.  357  die  zugehörige  Transformation  bilden. 

Nr.  1.  Allgemeine  Lage  des  linearen  Complexes  gegen  den  Kegel- 
schnitt (vgl.  Nr.  7,  p.  353).  Die  Gleichungen  der  beiden  Gebilde  sind: 
(1)  i'=2V,U,  +  U,'~0,    VT-:c<Q„  +  ßQ,,~0; 

also  haben  wir: 

JC,  —  (a  +  ia)U„      H,  —  (k  -  ia)U„ 

X, -»(7, +  l/i!7„    H,  -  iti/,  -  J/iO"., 
Xt-^  —  lßU,,  £,  —  a/SF,; 

und  hieraus; 

Jeder  Kegel  der  Sehaar  2X1X3  -j-  vX.^  =  0  geht  in  sich  über,  seine 
Suhnitteurve  mit  X^  =  0  beröhrt  den  Kegelschnitt  i''  =  0  in  zwei 
Punkten.  Wird  also  letzterer  zum  imaginären  Kugelkreise,  so  haben 
wir  eine  Schaar  von  Eotationscylindern,  von  denen  jeder  in  eich 
übergeht:  die  Beivegung  besteht  in  einer  Schraubenhewegung  um  die 
gemeinschaßlidie  Axe  dieser  Cylimder.  Es  ergibt  sich  dies  genauer 
durch  Untersuchung  der  zugehörigen  unendlich  kleinen  Transfor- 
mation, Setzen  wir  zur  Abkürzung  {%-\- Xa)=^a{ii— }^a),  2x--=hlß, 
so  erhält  man  nach  «-maliger  Wiederholung 
(5)  Xi^ö^Ei,     Xa  =  «-"£„ 

X3  =  ^'"«£3  +  nh^'-'^'''~i,     X^  =  e'""H„ 
also  für  eine  unendlich  kleine  Transformation  (p.  318): 

dX,  =  X.dn  ■  log a,         dX,  =  (~-  6X,  +  X,m)dn, 
^  ^  <iX,  =  -  X^dn  ■  log  a,    dX^  =  XJn  ■  m. 

Ihvrdt  Integration  erhält  man  diejenigen  Qitrven  (cmf  den  Ot/lindem 
2X1X3  +  vX^^  =  0),  welche  bei  der  Transformation  (4)  in  sich  über- 
gehen, nämlich: 
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'  X.^c.a-",     X^^c^e«"', 

worin  n  einen  variabeln  Parameter  bedeutet,  während  die  Integrations- 
constanten  d  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Curve 
angeben,    um  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  überzugehen,  setzen  wir 

X,  a-^iy        X^ x—iy        X^  

,.  X,  Vi"'      X,~~\/i     '      Y,~^' 

und  log  a  —  ni  ^  jw;  so  geben  die  Gleichungen  (7); 

X  =  e  cos  un  —  /"sin  wra,         ^       . 

y  ^=  e  sin  tm  +  /"  cos  im, 
d.  i.  die  Parameterdaratellung  einer  Schraubenlinie  (p.  337).  Die- 
jenigen Curven,  weiche  durch  lineare  Transformation  des  imaginären 
Kugelkreisea  in  sieh  übergeführt  werden,  sind  also  zugleich  die  geo- 
dätischen Linien  auf  den  Rotation scy lindern,  genau  analog  zu  dem 
früheren  Resultate,  dass(p.  315ff.)dieCurven  der  Fläche  3;iiCi  +  fl;23;3=0, 
welche  bei  linearer  Transformation  des  Büschels  x^a;^^  +  (ix^Xg  =  0 
in  sich  ungeändert  bleiben,  zugleich  die  „verallgemeinerten"  geo- 
dUtischen  Linien  der  Fläche  liefern.  —  Für  die  Kinematik  folgern 
wir  aus  dem  Auftreten  der  Gleichungen  (9)  den  wichtigen  SatK*), 
ies  Köfpei's  durch  eine  Scliraubm- 
Insbesondere  gilt  dies  auch  für  eine 
unendlich  kleine  Bewegung**). 

)  DeiBLlbe  nt  \ou  Ctiales  gegeben  Bulletia  univeiaello  dei.  «ciences 
m ithematiqueb  pai  F^riaeaLj  ISov  1830  CoireBpoudance  mathömatique  de  Bin 
■ielleB    t   \II    p   652    und  Aier^u  lustonque    Nötü  34  {ßmxelie^  ISdT) 

**)  Emei  ^ckhen  lat  m,cli  Obigem,  ebenfalls  ein  htn-irer  Complex  zugetidnet 
Deiselbe  eigibt  Bicli  aus  gi  =  0    d    h    aus  dei   Gtleiühung 

{a-  l)^^.-i-2[f  +1  ^.^0 
indem  man  entepiechend  den  Gleichungen  (6)  a  eiseiat  durch  a  e"'  ~^i"  ^  j  ^j 
setzt  durch  nb  und  dann  n  unendlich  klein  weiden  lasst     Seine  ttleiol  in^  ist 

I  (^  +  log  -  a)  '*,  =  0 
lii  oiduat  jeiem  Punkte  di  )emf<e  duri.h  ihu  gehend  Ebene  zu  wekle  zu 
eeiuer  durch  (6)  beetimmteu  FoitbchrLitungsricbtung  senliiecht  ateht  eine  Eigen 
BChaft  die  n  verallgemeiaeitem  Sinne  luoh  dem  in  der  Anmerkung  zu  '^  361  f 
erwähnten  linearen  Complexe  zukommt  —  Die  kinematische  Bedeutung  dieses 
linearen  l.omplfse'!  eikannten  Möhiu?  (Lehrbuch  der  Stitik  Leipzig  1837  und 
Grelles  Joiinil  Bd  101  Giasem  mn  (ib  Bd  24  und  2  1843  und  18«)  ind 
Chasles  (Comptea  rcndus  1843,  t    lü),  Tgl     lUcli  de   TonquiLies,  Melanges 
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Lassen  wir  6  unendlicli  klein  werden,  so  bleibt  der  Punkt  17^  =  0 
fest;  jede  Sewegung  eines  Körpers  um  evnen  festen  Ftmlet  Tiann  daher 
durch  eine  Drehung  des  Körpers  um  eine  durch  den  festen  Funkt 
gehende  Axe  ersetut  werden;  hieraus  ergibt  sich  die  Existenz  der  so- 
genannten momentanen  Drehungsaxe  bei  einer  unendlich  kleinen  Be- 
wegung, Der  apecielle  Fall  ö  =  0  wird  uns  auch  im  Folgenden 
wieder  begegnen,  ebenso  der  Fall  k  =  0  (also  a  =  —  1),  welchem 
eine  Translation  entspricht. 

Die   vorliegende  Transformation   kann    man   natürlich   auch   als 
Speeialfal]  der  früher  behandelten  durch  das  Verhalten  der  Wurzeln 
der  zugehörigen  Gleichung  (15),  p.  359,  cliarakterisiren.     Diese  Glei- 
chung, an  der  kanonischen  Form  (4)  gebildet,  lautet; 
0  0  0 

ß-i— u.        0  0 


(10)   0  = 


0  0  0—1- 


=(a-^)(^-ft)(l-|-p)^ 


sie  hat  also  eine  Doppelwursel  —  1,  filr  welche  nicht  sämmtUche  JJnter- 
determmanten  verschwinden.  Das  Auftreten  dieser  Doppelwurzel  er- 
giebt  sich  direct  aus  (16  a),  p.  360. 

Für  ^  =  0  wird  der  Werth  der  Determinante,  d.  i.  der  au  (4) 
gehörigen  Substitutionsdeterminante,  gleich  -\-  l\  ersetiit  man  da- 
gegen =j^,  Hg,  Hg  durch  mz.^,  m=.^,  m=.^,  ohne  £(,  zu  ändern,  so 
entsteht  aus  (4)  eine  Aehnlichkeitstransformation ,  und  die  Determi- 
nante derselben  würde  gleich  ni'  gefunden  werden. 

Nr.  2.  Der  lineare  Complex  ist  ein  specieller  (vgl.  Nr.  8,  p.  355). 
Im  vorigen  Falle  ist  «  =  0,  ^  =  1,  y  =  "^s*  zu  nehmen.  Die  Trans- 
formationsgleichungen lauten  also: 


de  göomötrie  pure,  Paris  1866;  Mannlieim,  Mömoives  des  Savants  öti-angers 
t.  20(1868)  und  Jownal  de  l'eeole  poljtechaique  cab.  43  (1870).  —  Durot  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwiadigkeiten  ist  die  Statik  mit  der  Theorie  der 
unendlich  kleineu  Bewegungen  enge  verknüpft;  deragemä^^  wiid  der  lineare 
Complex  aucli  für  die  Theorie  des  Gleichgewichts  und  dei  Zu  ammensefanng  der 
Kraftsjsteme  von  Wichtigkeit,  wie  aus  der  Behandlung  ditsex  Theorie  nach 
Möbiua  und  Poinsot  heiTOrgeht.  Vgl.  F.  Klein,  Math  Annalen  Bd  i  p  MB- 
Ball,  Tke  theory  of  eorewa,  s,  study  in  the  dynamits  of  a  g  1  h  iy  D  hlm 
1876,  nnd  Math.  Annalen  Bd.  9,  ferner  den  erwähnten  Auf  t  1  H  a  b 
(ib.  Bd.  7)  und  Fiedler,  Geometrie  und  Geomechanik,  ^  t  Ijah  h  ft  d 
naturforsoh enden  Gesellschaft  zu  Zürich  Bd.  21.  —  Die  auf  i  1  365  g 

fundene  Linienfläche]  dritter  Ordnung  wird  hei  der  a.  a.  0       g  b  w    t     n 

Ausbildung  der  Tteorie  von  besonderer  Wichtigkeit. 
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Führen   wir  mittelst  (8)  rechtwinklige  Coordinaten  x,  y,  b  und  ent- 
sprechend \,  Tj,  g  ein,  so  ergieht  sich 


-l 


-l. 


Wir  haben  also  eine  Sehraubenheweguüg  um  die  Z-k^e,  welche  sich 
aus  einer  liotation  um  180"  und  aus  einer  Verschiebimg  um  —  &  in 
Richtung  der  2-Axe  zusammensetzt.  Die  Gleichung  (10)  erhält,  da, 
a  =  \  wird,  neben  der  Doppelwurzel  —  1  auch  die  Doppelwurzel 
4-  1;  und  für  die  Wurzel  —  1  verschwinden  alle  ersten  ünter- 
determinanten, 

Nr.  3.  Der  itnmdlkh  fernen  Ehme  ist  durch  den  linearm  Complex 
ein  Pimht  des  imaginären  Kugelhrdses  mgeordnet.  Die  hier  anwend- 
baren Gleichungen  (8f)  p.  355  ergeben: 

;  und  ß  gleich  Eins  genommen  werden  dürfen,  ferner: 


Z,  —  «B,  +  iiiD„ 

X,  —  xV,  - 

~  >-ßUu 

X,  -  «D,  -  j«r/„ 

Xj- 

ißU„ 

(II) 


woraus  man  die  entsprechenden  Werthe  der  =.i  durch  Aenderuug  des 
Vorzeichens  von  A  erhält,  um  dann  durch  Auflösung  die  betreffende 
Transformation  iu  der  Form  zu  finden  (x  =  Ih,  p  =  a~^,  q  =  /S~^ 
gesetzt): 

X,  =       2fcy  £,  —  Hä  +  y/fijHg  +  2h'p^q=i, 
Xg  =  —  2hpE,  —        £b  —  2}c^pqZi, 

X4=  -Hi- 


(12) 


Die  zugehörige  Transformation  in  Ebenencoordinaten  wird  leicht 
durch  Transposition  der  Coefficienten  erhalten  und  lässt  erkennen, 
dass  2  ifjj  E/a  +  C"/  =  2  Q^  ß^  +  Ö3I  Die  zu  (10)  entsprechende  Glei- 
chnag wird: 


(13)     0» 


+  1 

0 

0 

2i? 

2tV 

C+1 

-  2*1, 

-  2t¥, 

2/<j 

0 

C  +  l 

2Vfq 

0 

0 

0 

C  +  l 

---^  (c  +  1)*; 


sie  hat  die  Yierfache  Wurzel  fi=  —  1,  und  für  letztere  verschwin- 
den nicht  alle  ersten  Unterdeterminanten,  Eine  kinematische  Be- 
deutung hat  der  vorliegende  Fall  nicht. 
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Nr.  4.  Die  Axe  des  speciellen  Compkxes  <p  =  0  trifft  am  imagi- 
närmt  Kugelkreis,    Ans  (8g),  p.  356,  folgt 

Xi^kCTs,    X,  =  xU,^W„    X,  =  oiU^,    S,  =-  — AE7,, 

also  AXi  +  ^^i  =  0,  d.  h.  nur  für  diese  Ebene  hat  die  Trans- 
t'ormatiou  eine  Bedeutung:  die  Determinante  der  zugehörigen  Raum- 
transformation verschwindet,  wie  ea  auch  aus  dem  Verschwinden 
aller  Ooefficienten  der  früheren  Gleichung  ^{X)  =  0  hervorgeht.  Gleich- 
wohl ergibt  sich  eine  für  den  ganzen  Raum  gültige  Collineation, 
wenn  mau  von  Nr.  3  ausgeht  und  den  dort  vorkommenden  Complex 
durch  Nullwerden  von  k  in  einen  speeiellen  ausarten  lässt;  man  muss 
dann  nur  gleichzeitig  A«  =  1  (also  Jl  =  oo,  ph  ^  x,  qJc  =  0)  werden 
lassen.     Aue  den  Gleichungen  (12)  erhält  man  auf  diese  Weise 

X,  =  — E,,     X,  =  2;i^=   —  £,  4-2k=  , 
f^*)  _  -      \         ■      „        ~ 

Die  zugehörige  Gleichung  von  der  Form  (13)  hat  wieder  die  vier- 
fache Wurzel  fi  =  — 1,  und  für  dieselbe  verschwinden  alle  ersten 
Unter determinanten,  nicht  aber  die  zweiten. 

Nr.  5.  IHe  Axe  des  speeiellen  Contplexes  liegt  in  der  unendlich 
fernen  Ebene.  Die  direete  Anwendung  der  Formeln  (8h),  p.  356, 
würde  X^'^O,  H^  =  0  ergeben,  also  eine  Transformation,  die  nur 
für  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  anwendbar  bleibt.  Dieser 
Fall  entsteht  aber  auch  aus  Nr.  1  für  w  =  1,  /5  =  0;  damit  wieder 
eine  CoUineation  mit  endliehen  Coefficienten  resuitirt,  hat  man  gleich- 
zeitig l  =  cc,  also  etwa  ßX  =  1  zu  nehmen.  Dann  gehen  die  Glei- 
chungen (4)  über  in: 

(15)  X,  ^  — E„  X3  =  -£s.  X3  =  -=3  +  2kH,„  Xj=^-H,; 
und  fuhrt  man,  wie  in  Nr.  2,  rechtwinklige  Coordinateu  ein,  so 
kommt: 

(16)  x  =  ^,     y^n,     s-=e-2)c. 

Diese  Gleichungen  stellen  eine  Versckielnmg  des  Raumes  {Translation) 
in  Richtung  der  Z-Äxe  um  —  2x  dar.  Da  a=  —  1  wird,  so  lässt 
Gleichung  (10)  die  Wurzel  —  1  viei-fach  zu;  und  es  verschwinden 
für  dieselbe  auch  alle  zweiten  Uuterdeterminanten. 

Nr.  6,  Die  Axe  des  speeiellen  Compkxes  ieruhrt  den  imaginären 
KugeVweis.  Die  Gleichungen  (8i),  p.  356,  führen  wieder  zu  keinem 
Resultate.  Der  Fall  ergibt  sich  aber  auch  aus  (11),  wenn  man  /3  =0, 
A  ;=  oo,   ßX  =^  1    werden    läsat    (also  hp  =  0,   hq  =  x);    die   Linig 
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X^  =  0,  Xi  =  0  ist  dann  Tangente  des  Kugelkreises;  die  Pormehi  (12) 

werden : 

(17)    3:,  =  -E,-2kH,,    Za  =  -Za,    Z3  =  -Z3,  X,=  -H^. 

Die  charakterißtisclie  Determinante  (13)  verschwindet  für  fi  =  —  1 
Yon  der  vierten  Ordnung,  ihre  ersten  Unterdeterminanten  sind  Null 
von  der  zweiten,  iiire  zweiten  Unterdeterminanten  von  der  ersten 
Ordnung. 

Hiermit  sind  alle  ägmtUchm  Transformationen  des  Raumes  er- 
ledigt, die  den  imaginären  Kugelkreis  in  sich  überführen.  In  gleidier 
Weise  lassen  sich  die  uneig entliehen  Tremsformationen  aufstellen, 
wenn  man  von  den  allgemeinen  Formeln  (28),  p.  366,  ausgeht;  es 
ist  dann  Y  =  0  die  Gleichung  des  Punktepaares ,  in  welchem  der 
imaginäre  Kugelkreis  von  einer  beliebigen  Ebene  v  geschnitten  wird, 
und  w  ist  eine  zu  v  conjugirte  Ebene,  Je  nach  der  Lage  dieses 
Ebenenpaares  sind  wieder  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden,  die 
im  Folgenden  aufgezählt  werden  sollen. 

Nr.  7.  JDie  Schnittlinie  der  Ebenen  v  und  w  ist  nicht  eine  Treff- 
gerade  des  in  sich  ßu  transformirenden  Kegelschnittes.  Wir  nehmen 
V,  =  1,  Hg  =  0,  J'a  =  0,  Wi  =  0;  Wj  =  0,  tv^  =  1,  Wg  =  0,  tv^  =  0; 
jr  =  iJ/ +  üa^  +  Z7/,  also  H,  =  1,  Hä=0,  H^  =  0,  H^  =  0; 
'^'  =  U^^  -f-  U/;  dann  folgt  aus  den  erwähnten  Gfleichungen  (28) 

X.=      vH,,    X,  =  icUo,    X^  =  kK+AU,,    X,  =  —  lü,, 
(18) 

also  hieraus  die  uneigentliche  Transformation: 

(19)  X,  =  —  E„    X^  =  Hä,     Xg  =  - 
oder  nach  Einführung  rechtwinkliger  Coordinaten: 

(20)  x  =  ^,    y^-n,    B^^--^- 

Geometrisch  entspricht  also  der  Transformation  eine  Verschiebung 
des  ßaumes  in  Richtung  der  2-Äxe  und  eine  Spiegelung  desselheti 
an  der  Ubene  i/  =  0.  Die  zugehörige  charakteristische  Gleichung 
ist  hier: 


C+l 

0           0 

0 

^-1        0 

0 

0       (i+l 

0 

0           0 
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Für  dio  dreifache  Wurzel  —  1  Tcrsehwindeii  auch  alle  ersten  Unter- 
determinanten. 

Nr.  8.  Der  Farametei-  X  des  vmiym  Falles  mrd  gleich  Null.  Aus 
(18)  folgt  x^  =  0,  l^  =  0, 

(22)  X, Z„     X3  =  =a,     X3  =  =3. 

Zunächst  bezieht  sich  also  die  Transformation  nur  auf  die  unendlich 
ferne  Ebene.  Soll  im  Räume  etwa  auch  der  Punkt  x^  =0,  x^^O, 
«3  =  0  fest  bleiben  und  werden  rechtwintlige  Coordinaten  benutzt,  so  ist 
X  =  —  Ij  y  '^  1],  z  =  £,;  wir  haben  eine  Spiegelung  an  der  Ebene 
X  =  0  ohne  hinzutretende  Verschiebung;  die  Trans  form  atioo  ist  mit 
Nr.  8,  p.  369,  identisch.  Lassen  wir  aber  in  (19)  1  =  0  werden,  so 
muas  auch  x  verschwinden,  und  wir  erhalten  keine  neue  Trans- 
formation, indem  der  Quotient  ät :  X  unbestimmt  bleibt, 

Nr.  9.  Die  SchnitUinie  leider  Ebenen  ist  eine  Treffgerade  des 
imaginären  Kugelkreises;  die  eine  Ebene  berührt  let7,teven  dann  notb- 
wendig;  es  ergibt  sich  keine  Raumtransformation. 

Nr.  10.  Die  Ebette  w  fällt  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  X^  =  0 
msammm,  die  Ebene  v  Mnn  wiWmrlich  gewählt  werden;  wir  machen 
letztere  zur  Ebene  X^^O  und  F^h\^ -\-lL^ '\-TJ^\  Y  =  f/^3^f;/, 
so  dass 

Xi^i-H,,     Za  =  xE/a  ^A^j,      X^^nU^~kü^,     X^  =  0, 
woraus  sich  die  H,-  ergeben,  wenn  man  die  Vorzeichen  von  l  und  v 
ändert.    Die  Transformation  bezieht  eich  zunächst  nur  auf  die  Punkte 
Ton  X^  =  0  und  gibt: 

(23)  ^i=-=i.      X,  =  H,  cos  q.  +  £,  sing,, 

^3  =  ~"  — ä  i^iii  ?"  +  — 3  COS  95, 
wenn  cos  ff  =  -r-_r  fj  1  sin  9  =  - ,  ^  -j  gesetzt  wird.  Die  Transfor- 
mation besteht  in  einer  Drehung  um  die  Axe  Xg  =  0,  X3  =  0,  ver- 
bunden mit  einer  Spiegelung  an  der  Ebene  Xj  =  0.  Ohne  die 
Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  zu  ändern,  kann  man  noch  eine 
Verschiebung  längs  der  Axe  Xg  =  0,  Xj  ^  0  hinzufügen,  welche 
sich  mit  der  erwähnten  Drehung  zu  einer  Schraubenbewegung  zu- 
sammensetzt. Die  aUgemmtste  reeUe  uneig&ttliche  Transformation  wird 
daher  erhalten  durch  Zusammensetzung  einer  beliebigen  Bewegung  mit 
einer  Spiegelung  an  einer  mir  Äxe  der  Bewegung  senkrechten  Ebme. 
Diese  Axe  kann  zur  Definition  einer  Schraubenbewegung,  einer  Drehung 
oder  einer  Verschiebung  dienen;  die  Spiegelung  ist  schon  in  Nr,  8 
behandelt. 
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Nr.  11.  Die  Ehme  v  des  vorigen  Falles  heruhrt  den  imaffinären 
Kiigelhreis.  Es  sei  F -=  WJJ^  ~\- U.^ ,  V  =  E7g«;  es  wird  X^  =  0, 
£j  =  0,  und  es  ergibt  sieli  keine  Raumtransforraation, 

T\eEü  \x  i  in  ^üi  lelenlen  he  linearen  Tian^toimationen  des 
imaginareii  Kugelkieises  m  sich  dur(,h  (jieuzu  bei  gang  iu&  denjenigeu 
emei  lUgemeinen  Fldche  zweiter  E!i  isse  eihielten  &o  ist  andererseits 
klar  und  wird  duicb  die  bei  Nr  10  gemachte  Erörterung  bestätigt, 
dasa  sie  sich  direct  aus  dem  Probieme  dei  ebenen  rreometrie  er- 
geben müssen  welches  die  T  ansfo>maf tonen  ema.  Ä  /clschmUes  in 
'»ih  auf&iibttUmi  veilangt  Wii  ^ehen  aui-li  auf  dieseti  Iroblem  noch 
ein  dl  seine  Erlelisjung  mit  den  uns  zu  Gel  te  stehenden  Hiilfs- 
mitteln  m  einfachster  Weise  erlolgen  kann  Wu  hiben  auch  hier 
eigentliche  und  mei^entlicl  e  TiBnst  imat  onen  zu  ui  terscheiden.  Die 
cigentMxen  werlen  ganz  wie  im  Ea  me  mittelst  zweiei  Hiilfspunkte 
i  und  t  gefunden  he  e  na  idpi  in  Be/  ig  i  it  den  Kegelschnitt  F  ^Q 
jjolar  coujugiit  sml  (wo  F  in  ei  enen  Li  ncooidinaten  %,  Mg,  Mj 
gegeben  sei)     Einem  Pinkte  r  7%t  mittol&t  der  Gleichungen 

(24)  r  =a   !(i  +  «        +(si,       (   =1    >     1 

(wo  au  =  0,  Kik  =  —  Kj-i)  eine  durch  ihn  gehende  Linie  «  zugeordnet, 
und  letzterer  mittelst  der  Gleichungen: 

(25)  ti  =  y  ö^  =  ÄiiUi  -\-  Ai2U2  +  ^;3**3 

ihr  Pol  t.    Wir  setzen  dann  Xi  =  stfc  +  ^ti,  ^i==xti  —  ilr,-,  und  finden 
durch  Elimination  der  tii  die  gesuchten  Transformationen.     Sei  noch 
KjB  =  %,  agi  =  w^,  Kjg  =  w^,  so  haben  wir  also 
x^  =  xUAiktik  +  ^(^3%  """  ^a%)i 

(26)  x^  =  xIJAitUi  -f-  l(■w^Us  —  W3M1), 
iCa  ==  xÜAsiUk  -{-  A(m'b«i  ~  ZMi%), 

woraus  sich  die  ii  durch  Aenderung  des  Vorzeichens  von  l  ergeben'''). 

*)  Bedeutet  t  den  Pol  von  u  uad  ist  /  =  SSa^^t.t^,  so  wird 

x,_.*,+iiL,-?i -,,-?£)».,.  f. 

Dieses  sind  die  von  Ilermite  aufgestellteD  Eelationen  (Cielle's  Journal  Bd.  47, 
p.  309,  1863),  welche  das  Problem  der  eigentlichem  Transformationen  für  den 
Eegeischnitt  zuerst  allgemein  erledigten;  betr.  die  uneigentlichen  Tgl.  Bach- 
mano,  ib.  Bd.  76,  p,  331  und  Hermite,  Bd.  78,  p,  335;  ferner  für  zahlen- 
theorefcische  Anwendungen:  Selling,  ib.  Bd.  77,  p.  170fF.  und  p.  222  ff. 

Die  ausfahrliolie  Behandlung  der  Fälle  von  drei  und  vier  homogenen  Vari- 
abeln  läsat  vollständig  übersehen,  wie  sie!),  bei  w  Veränderlichen  entsprechende 
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Die  Elimination  der  «,-  fuhrt  zu  den  Gleicliungeu 

(27)  I;  =  ciis:i  +  Ci^xg  +  OßXa, 

wo  die  Cji  sich  genau  durch  die  Formeln  (11),  p.  358,  bestimmen, 
wenn  nur  jetzt  ^(k,  A)  gleich  der  Determinante  der  Gleichungen  (26),  d.  h. 

(28)  z/(k,  l)  =  x^A''  +  xl^SSÄiiWiWk  =  m[«U^  +  ^^F(w)] 
gesetzt  wird.  Im  Gegensatze  zu  der  entsprechenden  Gleichung  (13), 
p.  358,  hat  hier  die  lechte  Seite  den  Factor  x;  es  liegt  dies  daran, 
dasa  die  Determinante  eines  Systems  von  Gleichungen  der  Form  (24) 
identisch  Null  ist,  dasi  demgemäss  in  der  Ebene  kein  dem  linearen 
Complexe  entsprechendes  Gebilde  existirt,  daas  folghch  die  Trans- 
formation (24)  nur  fui  die  PunMe  der  durch  die  Gleichung 

(29)  I  ^T,  +  w^z^ -\- w^t^  =  0 

bestimmten  geiadeii  Linie  in  Anspruch  genommen  werden  darf.  Auch 
die  Eelationen  (16a),  p.  360,  bestehen  unverändert  fort;  das  Auftreten 
des  Factors  x  in  (28)  bedingt  daher,  dass  die  charakteristische  Glei- 
chung, welche  die  sich  selbst  zugeordneten  Punkte  defiairt,  stets  die 
Wurzel  (t  =  1  zulässt,  während  dieser  Wurzelwerth  bei  den  Flächen 
nur  ausnahmsweise  auftrat*).  Im  Räume  femer  lagen  die  fest  bleiben- 
den Punkte  auf  der  zu  transformirenden  Fläche;  in  der  Ebene  da- 
gegen gibt  es  einen  ausserhalb  des  Kegelschnittes  gelegenen  festen 
Punkt,  nämlich  den  Pol  der  Linie  w,  wie  aus  (26)  für  H;  =  tVi  sofort 
hervorgeht.  Ausserdem  bleiben  die  Schnittpunkte  der  Linie  w  mit 
dem  Kegelschnitte  iingeändert,  wie  sich  ergibt,  wenn  man  in  (26)  für 
%  die  Ooordinaten  der  Tangente  eines  dieser  Schnittpunkte  einsetzt**). 

Die  Aufzählung  aller  möglichen  Speciilf  die  ist  hiei  mit  Be- 
trachtung der  verschiedenen  Lagen  der  Linie  a  gegen  den  Kegel- 
schnitt erledigt.  Es  sind  also  nur  zwei  Falle  moghüi,  indem  der  Kfiyel- 
schmtt  von  der  Lmie  (29)  entweder  in  0wei  getiennten  ode)  m  mvei 
susammenfällenden  Fimhtm  getroffen  wird. 

I,  Die  Sehniti^mlde  sind  versdmd&i.  Wu  macheu  m^  =^  0  n  ^0, 
w^  =  1,  F=  2P,üa  -1-  ^7s^  also 


äen,  wie  ea  iuabesondere  dabei  einen  wesentlichen 
Unterschied  macht,  oh  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

*)  In  Betreff  der  Verallgemeinerang  für  «  Variable  vgl.  %  15  in  der  citirten 
Habilitationsschrift  von  Frahm,  ferner  Voss  a.  a.  0. 

**)  Dass  zwei  Punlrte  der  Cnrve  im.  Allgemeinen  fest  bleiben  müssen,  er- 
gibt sich  auch  unabhängig  Ton  obiger  allgemeinen  Theorie  dureh  eine  einfache 
geometrische  Ueberlegnng,  mittelst  deren  man  die  Begleich  zu  erwähnende 
kanonische  Form  der  Transformation  sofort  findet;  vgl.  F.  Klein,  Ma.th.  Annalen 
Bd.  4,  p.  600  ff.,  sowie  Bd.  I  des  vorliegenden  Werkes,  p.  994. 
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X3  =  (K-i)f7„     E,  =  (}£  + A)[7j, 

(29)  ^1  =  ;  i  i^i-     ^2  =  «-+-J^^'     ^""3  =  ^3; 

die  Coefficienten  der  rechten  Seiten  sind  gleichzeitig  die  Wurzeln 
der  charakteristischen  Gleichung  von  der  Form  (15),  p.  359.  Legen 
wir  hingegen  ein  Polardreieck  zu  Grunde  und  machen 


so  erhalten  wir  die  Cajiey'schen  Formeln: 

X2  =  —  XwgU,  +  XU2  +  Itv^ti^,  Ig  =  /l^!?3%  -f-  XMg  —  XtVyii^, 
Xg  =        ilw2%  —  Awiiiä  +  itw^,         I3  =  —  ilifsifj  +  Ito^tl^  -\-  xu^. 

Die  Elimination  der  ui  ergibt  mittelst  der  Gleichungen  (11),  p.  358, 
das  Resultat,  dass  sich  die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitu- 
tion (27)  (?wcÄ  drei  Faramder  w^,  iv^,  ic^  rational  ausdrückm  lassen; 
X  und  k  können  unbeschadet  der  Allgemeinheit  gleich  Eins  genommen 
werden,  und  dann  findet  sich 

^(x,X)  =  x'  +  %l\tv,'  +  w^  -f  w^')  =  1  +  %v,'  +  w^^  +  w^\ 

Cj,  =  1  -^W^,  C|3=         «"3  + WjWa,        '!i3  =  ~  W^-\"W^IC^, 

(30)    e^i  =  —  W3  +  Wi^Cä,      e^g  ^  1  +  M'a^,         «23  =       Wj  +  W3W3, 

Der  hier  besprochene  Fall  kam  oben  in  Nr.  1,  2  und  5  vor,  insofern 
man  sich  auf  die  unendlich  ferne  Ebene  beschränkt. 


*)  Diese  Formeln,  auf  welelie  oben  ia  der  Hote  zu  p.  72  hingewiesen 
wurde,  sind  you  Euler  zuerst  bemevkt  (Nova  Comm.  Petrop.  Bd,  20,  p.  217), 
ebenso  die  entsprechenden  für  vier  homogene  Vanable  (ib.  Bd.  15,  p.  102);  vgl. 
Cayley  a.  a.  0.  und  Baltzer's  Determinantentheorie.  Die  Einführung'  dieser 
drei  Parameter  ist  nach  Äodriguea  (Liouville's  Journal  t.  5,  p.  217)  für  das 
Problem  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punlib  von 
Nutzen,  vgl.  neben  Cajley  und  Prahm,  a.  a.  0.,  auch  eine  Arbeit  des  Letzteren 
in  Bd.  8  der  Math.  Annalen,  p,  35,  und  Clifford;  Proceedings  of  the  London 
Math.  Society,  vol,  7,  p.  67  {Mathematical  Papers,  p.  236).  Hierbei  kommen 
theilweiae  Verallgemeinerungen  mechanischer  Probleme  in  Betracht,  indem  man 
den  imaginären  Kugelkreis  durch  eine  allgemeine  Fläche  zweiter  Klasse  ersetzt 
denkt  (unter  welchem  Gesichtspunkte  die  verallgemeinerte  Statik  vom  Heraus- 
geber a.  a,  0.  studirt  wurde);  vgl.  darüber  Heatb,  Philosophical  Trans actions, 
vol.  175,  1884  und  Lipschitz,  Crelle'a  Journal,  Bd.  74. 
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IL  Die  beiden  bchnittpanlite  fallen  zusammen.  Ea  sei  wieder 
F=  SCTjD,  +  f/"/,  abei  nun  w^  =  1,  w^  =  0,  Wg  =-  0,  also: 

Dieselbe  Tmnsfocmation  begegnete  uns  oben  in  Nr.  3  und  4  (vgl. 
auch  Bd.  I,  p.  999  f.). 

Um  endlich  auch  die  uneigentUckm  rrans/brjKaijonejj  aufzustellen*), 
verfahren  wir  ganz  so,  wie  bei  Aufstellung  der  Gleichungen  (28), 
p.  366.  Wir  gehen  von  einer  Linie  v  aus,  deren  Schnittpunkte  mit 
F=0  durch  die  Gleichung  ¥  i=  0  in  Liniencoordinaten  gegeben 
seien,  w  sei  eine  conjugirte  Polare  zu  v;  für  den  Hülfspunkt  z  bleibt 
nna  dann  kein  willkürlicher  Parameter  verfügbar,  er  fallt  nothwendig 
mit  dem  Pole  t]  von  v  zusammen.  Die  uneigentUchen  Transformationen 
sind  also  in  den  Gleichungen 

mthalten.  Ist  P  =  2C/,[72  +  (//  und  "V  =  WJJ^,  so  folgt  die 
kanonische  Form: 

X^  =  -kU^,     X^^ycU^,     Xg=       vHg, 

(32a)  ^i  =  ^„       ^2  =  ^s,       X3  =  -Z3, 

wie  oben  in  Nr.  7  und  Nr.  8  für  X^  =  0,  H4  =  0.  Hierbei  werden 
die  Sehnittpunkte  des  Kegelschnittes  mit  den  durch  den  Pol  H  gehen- 
den Strahlen  unter  einander  vertauscht. 

Berührt  die  Linie  v  den  Kegelschnitt,  so  fällt  H  mit  dem  Be- 
rührungspunkte zusammen.  Ist  also  v  mit  Xj  =  0  identisch  und 
F=2U^U^-^  TJ^\  V  =  U^\  so  wird 

es  ergibt  sich  keine  Transformation  der  Ebene. 


*)  Bei  drei  homogeaea  Variabel»,  kann  man  die  imei gentlichen  Snbstitu 
tionen  von  den  eigentlichen  nicht  nach  dem  Werthe  —  1  oder  + 1  der  Sub'ititutionB 
detemiinante  unterecheiden,  denn  man  hraucbt  die  Vorzeichen  (ühr  c^j^  nui  gleich- 
zeitig zu  ändern,  um  den  Wei'th  —  1  in  -|-  1  ühorzuführen ,  wilhrend  doch  dei 
Charakter  der  Suhstitution  dadurch  nicht  geändert  wird;  vgl.  nnten  ISi  Ib 
Olobacli,  Vorieauugen.   IL  1.  25 
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EuJlicb  kauii  min  dtn  Kegelsclinitt  in  ein  Punktepaar  oder  den 
Kegel  m  ein  Ebeuenpaai  zerfallen  lassen.  Die  Transformationen 
diesei  Grenzfl  lohen  lu  sich  sind  zwar  evident,  mögen  aber  der  Voll- 
ständigkeit biiber  auch  noch  methodisch  abgeleitet  werden.  Wir 
gehen  wieder  von  den  allgemeinen  Formeln  (7),  p.  357,  aus. 

Nr.  12.  De/-  Kegelsdmüt  verfällt  in  ein  FimMepaar ,  dessen  Axe 
dem  linewrmt  Complexe  nickt  angehört. 

X,  =  (x -\' Xa)U^,    X^  =  (k  —  la)ü^,    X^  =  Kßü^,     X^=-A/JE7,; 

Diese  Formeln  entstehen  aus  (4)  durch  Grenzübergang  für  /5  ^  <xs, 
oder  auch  aus  den  Formeln  (24b),  p.  363,  wenn  man  die  Indices 
1,  2,  3,  4  daselbst  bea.  ersetzt  durch  3,  1,  2,  4  und  vorher  die  Vor- 
zeichen von  El  und  z.^  ändert. 

Nr.  13.  Die  Axe  des  Fiinictepaares  gekört  dem  linearen  Com- 
plexe  an. 

X,  =  «r/,  +  laTj\,     X-,  =  %ü^  +  Ißü,^,     ^3  =  -  ^ßU,„ 
Z,  =  -^  AßfJj; 

^.  =  -—1  +  '^=^'    'X,  =  -£,  +  ££„ 

X^=  -  £„  X^- E^. 

Diese  Formeln  sind  von  den  Gleichungen  (24e),  p.  364,  nicht  wesent- 
lich verschieden;  der  Unterschied  in  der  Ableitung  wird  dadurch 
bemerkbar,  dass  das  dortige  A  (hier  x:l)  ersetzt  ist  durch  — ^~^. 

Nr.  14.  Der  Gomplex  von  Nr.  12  ist  ein  speäeller.  Wir  haben 
in  Nr.  12  nur  «  =  0  zu  nehmen. 

Nr.  15.  JDie  Axe  des  Funlctepaures  gehört  dem  speciellen  Com/plexe 
'  an.  In  Nr.  13  ist  entweder  a  oder  ß  gleich  Null  zu  setzen.  Wählt 
man  z.  B.  a  ^  0,  so  muss  auch  x  >=  0  sein,  und  es  entstehen  bis 
auf  Aenderungen  von  Vorzeichen  die  Gleichungen  von  Nr.  2,  p.  377. 

Nr.  16.  Die  Axe  des  Fmüttepaares  ist  mgleich  Axe  des  spedellm 
Cojnplexes.  In  Nr.  12  ist  (3  =  0,  also  A  =  oo  zu  machen,  und  es 
resultirt  die  identische  Transformation  X;  =  —  E,-;  doch  behalten 
auch  die  allgemeinen  Formeln  von  Nr.  12  zwischen  den  X;  und  E; 
für  ß  ^  0  ihre  Gültigkeit.  Diese  Transformation  führt  jede  beliebige 
Fläche  zweiter  Ordnuug  in  sich  über. 
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Nr.  17.    Das   Funktepaar   artet  in   einen   DoppelpunM  aus;    der 
lineare  Complex  bleibt  allgemein. 

X,  =  xffj  +  laU^,     X^  =  —  Xuü^,     Xg  =  kßU^,     X^=  —  IßU.^, 


das  Biesultat  ist  von  dem  in  Nr.  15  gewomicaen  iiiclit  wesentlich 
verscliieden. 

Nr.  18.  Der  lineare  Complex  in  Nr.  17  ist  ein  specieUer;  wir 
habea  a  =  0  uad  folglich  auch  a  =>  0  zu  nehmen,  wodurch  das 
Resultat  nicht  wesentlich  beeinfiusst  wird. 

Nv.  19.  Die  Äxe  des  speziellen  linearen  Complexes  geht  durch  den 
DoppelpunM.  In  Nr.  17  wird  ß  ^0,  was  wiederum  im  Resultate 
nichts  ändert. 

Die  zuletzt  behandelten  Fälle  bieten  an  sich  wenig  Interesse, 
da  auch  bei  den  früheren  CoUineationen  schon  fest  bleibende  Punkte- 
paare und  Doppelpunkte  auftraten;  sie  sollten  aber  wegen  späterer 
Anwendungen  aufgezählt  werden.  Die  uneigentlichen  Transformationen 
mies  Ptmktepaares  in  sich  sind  diejenigen,  bei  welchen  sich  die  beiden 
Punkte  des  Paares  unter  einander  vertauschen  (was  einer  Veiiiavischung 
der  Systeme  von  Erzeugenden  entspricht);  ihre  Aufstellung  bietet 
teine  Schwierigkeiten.  Sei  nämlich  F  =  U^  -}-  U<^,  so  ist  jede 
CoUineation  brauchbar,  welche  die  Punkte  f"^  ^  0,  üg  =  0  unge- 
ändert  lässt  und  D^  in  —  (/j,  i/^  in  U^  überführt.  Transformationen 
dieser  Art  begegneten  uns  in  Nr.  1  und  Nr.  8,  p,  369,  und  iu  Nr,  2, 
Nr.  7,  Nr.  8,  p.  377ff. 

Zum  Schlüsse  stellen  tvir  die  geiwnnenen  Besultate  tabellarisch  ginr 
summen.  Um  aber  nicht  eine  einfache  Wiederholung  derselben  zu 
geben,  soll  uns  dabei  ein  anderer  Gesichtspunkt  leiten,  als  bei  dem  oben 
eingeschlagenen  Wege.  In  {16a)  ist  der  Zusammenhang  angegeben, 
iu  dem  die  Wurzeln  der  für  uns  fundamentalen  Gleichung  ^  =  0 
mit  den  Wurzeln  derjenigen  Gleichung  stehen,  durch  welche  die  bei 
der  Transformation  sich  selbst  entsprechenden  Elemente  für  die 
eigentlichen  Transformationen  zu  bestimmen  sind,  wobei  dann  von 
selbst  die  ausgezeichnete  Rolle  etwaiger  Wurzeln  -|-  1  und  —  1  für 
letztere  Gleichung  hervortrat.  Das  Verhalten  der  Wurzeln  dieser 
Gleichung  (15)  kann  nunmehr  an  den  aufgestellten  kanonischen  Formen 
sowohl  für  eigentliche  als  für  uneigentliche  Transformationen  leicht 
beurtheilt  werden.  Es  kommt  dabei  auf  die  Vielfachheit  der  Wurzeln 
an,  und  ausserdem  auf  das  Verhalten  der  Unterdeterminanten  der  in 
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(15)  links  stehenden  Determinante  zu  diesen  vielfachen  Wurzeln,  ganz 
wie  für  die  Lage  eines  linearen  Complexes  zu  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  die  Wur/.eln  von  z?  ^  0  und  das  Verhalten  der  ünter- 
determiiianten  der  Determinante  A  beatimaiend  waren.  Die  Tabelle 
bezieht  sieh  sowohl  auf  Flächen  mit  nicht  verschwindender  Determi- 
nante als  auf  solche  mit  verschwindender  Determinante.  Für  erstere 
sind  die  betreffenden  Nummern  mit  einem  Sterne  versehen.  Durch 
die  Zeichen  Eigtl.  und  üngtl  ist  jede  Transformation  als  eine  eigent- 
liche oder  uneigentliche  bezeichnet.  Für  mehrfache  Wurzein  tritt 
das  Verschwinden  von  Unterdeterminanten  nur  in  den  Fällen  ein, 
wo  es  ausdrücklich  erwähnt  ist. 

1)  Vier  verschiedene  Wurzeln;  Nr.  1*   p.  361.    Eigtl. 

2)  Desgleichen,  eine  Wurzel  =  -j-  1,  eine  andere  =  —  1; 
Nr.  7*,  p.  369.    Üngtl. 

3)  Zwei  einfache  Wurzeln,  eine  Doppelwurzel  (==  —  1);  Nr.  1, 
p.  375.    Eigtl. 

4)  Zwei  Paare  von  Doppolwurzeln;  Nr.  2*   p.  362.    Eigtl. 
*)  Eine  dreifache,  eine  einfache  Wurzel;  kommt  nicht  vor. 

5)  Eine  vierfache  Wurzel  (=  —  1);  Nr.  3,  p.  378.    Eigtl. 

6)  Zwei  einfache  Wurzeln  und  eine  Doppelwurzei  (=  +  l)i  f"r 
welche  alle  ersten  TJnterdeterminaaten  verschwinden;  Nr.  3*,  p.  363. 
Eigtl. 

7)  Ebenso;  die  einfachen  Wurzeln  sind  bez.  -+-  1  und  —  1, 
die  Doppelwurzel  hat  einen  anderen  Werth;   Nr.  iO,  p.  381.    Uugt). 

8)  Ebenso;  die  Doppelwurzel  ist  gleich  —  1;  Nr,  12,  p.  386. 
Eigtl. 

9)  Zwei  Paare  von  Doppelwurzoln  (+  1  und  —  1),  für  eine 
derselben  (—  1)  verschwinden  alle  ersten  Unterdeterminantcu;  Nr.  2, 
p.  377.    Eigth 

10)  Zwei  Doppelwurzein,  und  für  jede  verschwinden  alle  ersten 
ünterdeterminanten ;  Nr.  5*    p.  3Ö4.    Eigtl. 

11)  Ebenso;  die  Doppelwurzeln  sind  +  l  und  ^  1;  Nr.  14, 
p.  386.    Eigtl. 

12)  Eine  einfache  Wurzel  ( —  1)  und  eine  dreifache  (^-  1),  für 
welche  alle  ersten  Unterdeterminanten  Null  sind;  Nr.  9*,  p.  370.   üngtl. 

13)  Eine  'einfache  Wurzel  (+  1)  und  eine  dreifache  ( — 1),  für 
die  alle  ersten  Unterdeterminanten  versehwinden;  Nr.  7,  p.  380.   üngtl. 

14)  Eine  vierfache  Wurzel  -}-  1  mit  verschwindenden  ersten  Ünter- 
determinanten; Nr.  4*,  p.  363.    Eigtl. 

15)  Ebenso  für  die  vierfache  Wurzel  —  1 ;  Nr.  4,  p.  379.    Eigtl. 

16)  Eine  einfache  Wurzel  ( —  1)  und   eine  dreifache  (-|-  1),  für 
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die  alle  zweüeü  Uiiterdeterminaiiteii  Null   siad;   Nr.  8*,   p.  369,  und 
Nr.  8,  p.  381.    Ungfcl. 

17)  Eine  vierfache  Wurzel  +  1,  für  die  alle  ersten  Unterdeter- 
miiiauten  gleich  Null  von  der  zweiten  Ordnung  werden;  Nr.  6*, 
p.  364.     EigÜ. 

18)  Ebenso  für  eine  vierfache  Wurzel  —  1;  Nr.  13,  p.  386.  Eigtl. 

19)  Eine  vierfache  Wurzel  —  1  mit  verschwindenden  zweiten 
Unterileterminanten;  Nr.  5  und  6,  p.  379.     Eigtl. 

20)  Ebenso  fttr  eine  vierfache  Wurzel  +  1;  Nr.  15,  17,  18,  19, 
p.  386  f.     Eigtl. 

21)  Eine  vierfache  Wurzel  -  1 ,  für  welche  uUe  einzelnen  Ele- 
mente der  Determinante  veraeliwinden;  Nr.  16,  p.  386.     Eigtl. 

XIX.  Die  linearen  Traneforraationen  eines  linearbn  Complexes  In  sich. 

Die  Analogie  zwischen  den  Eigenschaften  eines  linearen  Coni- 
plexes  und  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  iat  wiederholt  hervorge- 
hoben; sie  kommt  auch  bei  deu  Transformationfen  der  betreffenden 
Gebilde  in  sich  wieder  zur  Geltung.  Andererseits  machen  sich  auch 
wesentliche  Unterschiede  bemerkbar;  so  zerfallen  für  den  linearen 
Compiex  diese  Transformationen  in  zwei  Klassen,  je  nachdem  man 
Colüneationen  oder  dualistische  Umformungen  benutat;  denn  die  Wahl 
zwischen  beiden  Arten  von  Verwandtschaften  steht  noch  frei,  da  es 
nur  darauf  ankommt  jede  Linie  des  Complexes  wieder  in  eine  solche 
Linie  überzuführen,  während  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  ihre 
Gleichung  entweder  in  Punkt-  oder  in  Ebenen -Coordinaten  gedacht 
wurde.  Man  braucht  aber  nur  eine  der  beiden  Klassen  näher  zu 
untersuchen;  die  andere  Klasse  wird  sodann  mittelst  Anwendung  der 
durch  den  Comples  selbst  gegebenen  dualistischen  Verwandtschaft 
gefunden.  Ebenso  kann  man  aus  den  Punkttransformationen  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  in  sich  die  dualistischen  Transformationen*) 
durch  Anwendung  der  Polar  Verwandtschaft  der  Fläche  ableiten,  wo- 
bei dann  jedem  Punkte  der  Fläche  eine  Tangenten  ebene  derselben, 
jeder  Tangente  aber  wieder  eine  Tangente  entspricht.  Wir  stellen 
zuerst  alle  möglichen  Transformationen  des  linearen  Complexes  in 
sich  auf  und  beschäftigen  uns  dann  mit  einigen  Eigenschaften  der- 
selben. 

Bei  einer  möglichst  allgemeinen  Collineation  entsprechen  be- 
kanntlich vier  Punkte   und   vier  Ebenen  je  sich  selbst  (vgl.  p,  359). 

*     *)  Dieselben  sind  von  Voss  und  Stui-m  a.  a,  0.  nähüt  atudirt;   vgl.  oben 
p.  360,  sowie  den  nach atfolg enden  Abschnitt  SX. 


y  Google 


390  Zweite  Abtheilung. 

Sie  bilden  ein  Tetraeder,  dessen  Kauten  folglich  ebenfalls  sich  selbst 
zugeordnet  sind  (wenn  auch  nicht  Punkt  für  Puntt).  Geh&rt  nun 
eine  dieser  Kanten  nicht  dem  Complexe  an  und  geht  letzterer  ver- 
möge der  betrachteten  Collineation  in  sieh  über,  so  muss  auch  die 
conjugirte  Polare  der  Kante  sich  selbst  zugeordnet  werden,  d.  h.  sie 
muss  die  gegenüberliegende  Kante  des  Tetraeders  bilden.  Da  ferner 
alle  gemeinschaftliehen  Treffgeraden  zweier  conjugirten  Polaren  dem 
Oomplexe  angehören,  so  sind  die  anderen  vier  Kanten  des  festen 
Tetraeders  Linien  des  Complexesj  es  bleiben  also  im  ÄUgemeinmi  vier 
Gerade  eines  in  sieh  transformirten  linearen  Gomplexes  fest,  tmd  die- 
selben bilden  ein  windschiefes  Vierseit.  Alle  sechs  Kanten  des  fest 
bleibenden  Tetraeders  können  dem  Oomplexe  nicht  angehören,  weil 
die  drei  durch  eine  Ecke  gehenden  Kanten  sonst  in  einer  Ebene 
liegen  müssten.     Die  Collineation  kann  daher  auf  die  Porm 

(1)  Y,=(t,X„     Y^  =  a^X^,     Yg^a^X^,     Y,^a,X,, 
und  die  Gleichung  des  Complexos  auf  die  Form 

(2)  aP,^  -f  6P,,  =  0 

gebracht  werden,  wo  dann  die  Bedingung  a^a^  =  «^«3  erfüllt  sein 
muss.  Durch  dieselbe  Transformation  geht  aber  auch  jede  Fläche 
der  Schaar  xX^^X^ -\- XX^Xg  =  0  in  sich  über.  Durch  jede  Colli- 
neation, welche  einen  Oomples  in  sich  überfährt,  werden  daher  im 
Allgemeinen  auch  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ordnung  je  in 
sich  transformirt.     Hieraus  folgt  weiter  der  Satz: 

Die  allgemeine  lineare  Transformation  eiiies  linearen  Gomplexes 

(3)  .S«ßi)«  =  0 

in  sich  ivird  durch  dieselben  Formelm  (7)  mid  (11)  p.  S61  i.  gegeben, 
welche  mr  etfienilickm  Transformafion  einer  Fläche  SSaitXiXi  =  0  m 
sich  dienten;  nur  sind  jetzt  die  ttgc  als  gegebene  Grössen,  die  an  als 
imbesürmnte  Parameter  aufzufassen*). 

Alle  möglichen  Specialfälle  ergeben  sich  also  wieder  durch  Be- 
trachtung der  verschiedenen  Lagen  einer  Flache  zweiter  Ordnung 
gegen  den  Complex;  artet  die  Fläche  in  einen  Kegel  aus,  so  ver- 
langt der  sich  selbst  dualistische  Charakter  des  Gomplexes,  dass  auch 
ein  Kegelschnitt  gleichzeitig  in  sich  transformirt  werde;  es  bleibt 
daher  gleichgültig,  ob  wir  die  Fläche  als  von  Ebenen  umhüllt  oder 
als  von  Punkten  erfüllt  auffassen.  Wir  lassen  eine  kurze  Zusam- 
menstellung aller  Möglichkeiten  folgen, 

*)  Vgl.  Fi'Obeniua,  Orelle'a  Journa,!  Bd.  84,  x'-  38. 
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1)  Die  Transformation  Nr.  1,  p.  361;  jeder  Comples  der  Schaar 
^Qii  +  'Ifta  =  0  g^lit  in  sich  über. 

2)  Die  Transformation  Nr.  2,  p,  362;  jeder  Complex  der  Schaar 
«{Qi»  +  Qsi)  +  Aöu  =  0  geht  in  sich  Über. 

3)  Die  Transformation  Nr.  5,  p.  364;  jeder  Complex  der  linearen 
Schaar  xQ^^  +  XQ^g  =  0  bleibt  fest. 

4)  Die  Transformation  Nr.  1,  p.  375,  wobei  alle  Complexe  der 
Schaar  a^jg  -|-  XQ^^  =  0  imgeändert  bleiben. 

5)  Die  Transformation  Nr,  3,  p.  378;  hier  ist  zu  bemerken,  dass 
neben  dem  zur  Aufstellung  der  Transformation  benutzten  Complexe 
PQis  +  2^43  =  0  ^^'^^  ^^^  specielle  Complex  Q^^  ^  0  in  sich  über- 
geführt wird,  ebenso  alle  Complexe  der  aus  beiden  zu  bildenden 
linearen  Schaar  (für  deren  Congraenz  die  beiden  Directricen  mit  der 
Linie  Q^^  ^  0  zusammenfallen). 

6)  Die  Transformation  Nr.  12,  p.  386,  welche  sich  auf  alle 
Complexe  xQ,^  +  ^Qat  =  0  bezieht. 

7)  Die  Transformation  Nr.  13,  p.  386,  welche  jeden  Complex 
der  Schaar  aQu-^  ßQ^s  -j-  XQ^=  0  in  sieh  überführt. 

8)  Die  Transformation  Nr.  17,  p.  387,  bei  welcher  jeder  Complex 
der  Sehaar  xQ^^  -\-  XQ^^  =  0  ungeändert  bleibt. 

Die  Fälle,  wo  die  Hülfsfiäehe  zweiter  Ordnung  in  ein  Ebenen- 
paar oder  in  eine  Doppelebene  ausartet,  sind  in  den  bereits  aufge- 
zählten enthalten. 

Ist  der  gegebene  lineare  Complex  ein  specieller,  so  ist  seine 
Äxe  eine  Eante  des  fest  bleibenden  Tetraeders;  jede  Transformation, 
welche  diese  Axe  ungeändert  lässt,  führt  auch  den  Complex  in  sich 
über.  Lässt  miin  das  Tetraeder  in  jeder  möglichen  Weise  ausarten, 
so  erhält  man  alle  möglichen  Transformationen  eines  speeiellen  Com- 
plexes  in  sich.  Man  kann  sich  dabei  auch  der  früher  betrachteten 
CoJlineationen,  in  denen  ein  specieller  Complex  benutzt  wurde,  be- 
dienen. — 

Will  man  sich  nicht  mit  der  blossen  Aufstellung  der  fraglichen 
Transformationen  begnügen,  so  ist  es  zunächst  von  Interesse,  die- 
jenigen Linien  des  Complexes  aufzusuchen,  welche  von  den  ihnen 
zugeordneten  geschnitten  werden*).  Betrachten  wir  irgend  einen 
Punkt  X  und  den  ihm  vermöge  (1)  entsprechenden  ¥,  femer  die 
Ebenen    U  bez.   F,   welche  X  und    Y  im   Complexe   (2)   zugeordnet 


*)  Die  Kunächst  folgenden  geometrischen  Betrachtnngfln  {bis  p,  395)  sind  ii 
Wesentlicben  einem  unvollendeten  Manuecripte  aus  dem  Nachlasse  von  VV.  Frah] 
(t  7.  August  1875  ia  München)  entnommen. 
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sind.  In  diesen  Ebenen  bilden  die  Complexlinien  zwei  Strahlbüschel 
mit  den  Centren  X  und  Y,  welche  auf  der  Schnittlinie  von  U  und 
V  zwei  projectivische  Punktreiheu  bestimmen;  da  letztere  im  Allge- 
meinen zwei  aieh  selbst  ontsprechende  Punkte  enthalten,  so  gehen 
durch  X  und  Y  je  zwei  Oomplexlinien  der  yerlangten  Art;  ebenso 
liegen  (dualistisch  entsprechend)  in  einer  beliebigen  Ebene  zwei  der- 
artige Oomplexlinien;  d.  h.  diejenigen  Linien  des  in  sich  eu  transfor- 
mirenden  Complexes  (1),  welche  die  ihnen  entsprechenden  schnellem,  bilden 
ein  Strahlensystem  zweite  Ordnung  und  sweiter  Klasse. 

Unter  einem  Strahlensysteme*)  versteht  man  nämlich  allgemein 
die  Gesammtheit  der  durch  zwei  Bedingungen  bestimmten  Geraden. 
Die  Ordnung  des  Strahlenaystema  gibt  an,  wie  viele  Linien  durch 
einen  beliebigen  Punkt  gehen,  die  Klasse,  wie  viele  Linien  in  einer 
beliebigen  Ebene  liegen.  Insbesondere  kann  ein  StraUensystem  aus 
allen  Geraden  bestehen,  welche  zwei  gegebenen  Complexen  gemein- 
sam sind.  Ist  der  eine  vom  «[**",  der  andere  vom  w*™  Grade,  so  gehen 
mn  Linien  der  iliuen  gemeinsamen  „Oongruenz"  durch  jeden  Punkt  P 
(vgl.  p.  42),  denn  in  dem  einen  Oomplesö  bilden  die  durch  P  gehen- 
den Linien  einen  Kegel  m*°',  in  dem  anderen  einen  Kegel  r^''  Ord- 
nung (p.  244f.),  und  beide  haben  mn  gemeinsame  Erzeugende.  Ebenso 
liegen  in  jeder  Ebene  mn  Strahlen  der  Congruenz;  bei  einem  allge- 
meinen Strahlen  Systeme  brauchen  indessen  Ordnung  und  Klasse  nicht 
einander  gleich  zu  sein.  Für  gewisse  Punkte  des  Raumes  können 
zwei  (oder  mehrere)  der  durch  sie  gehenden  Strahlen  des  Systems 
zusammenfallen;  diese  Punkte  bilden  die  sogenannte  Brennfläehe  des 
Strahimsystems ;  dieselbe  wird  auch,  wie  hier  vorläufig  bemerkt  werden 
mag,  umhüllt  von  denjenigen  Ebenen,  für  welche  zwei  der  in  ihnen 
liegenden  Strahlen  zusaDimenfallen.  Für  ein  Strahlensystem  zweiter 
Ordnung  und  Klasse  ist  diese  Brennfläehe  von  der  vierten  Ordnung 
und  Klasse;  für  das  uns  vorliegende  System  wird  sie  sogleich  be- 
stimmt werden. 

Dasselbe  gehört  nicht  nur  dem  linearen  Complexe  (2),  sondern 
auch  einem  gewissen  Complexe  zweiten  Grades  an.  Die  Ouordinaten 
der  Verbindungslinie  der  in  (1)  Torkommenden  Punkte  X  und  Y  sind 
(4)  pPa  =  5;-r*-  YiXu  =  XiX,(a,-a,); 

sie  genügen  also  der  Gleichung 

*)  Die  allgemeine  Theorie  der  Strahlensysteme  ist  von  W.  E.  Hamilton 
(Traasactiona  of  the  E.  Irisli  Academy,  vol.  16)  und  Kammer  (1859,  Orelle'a 
Journal,  Bd.  67)  begründet-;  vgl.  auch  Salmon's  Raiirigeometrie,  bearbeitet  von 
riedler,  und  in  Betreff  der  Litteratur  die  auf  p.  44  erwähnte  Arbeit  von 
Oiebsch. 
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(6)       («,  -  .,)  («.  -  ».)  F^F,,  -  (»,  -  »,)  (»,  -  ».)  PiiP., , 
welche  vermöge  der  zwischen  den  P«  bestehenden  Identität  auch  in 
einer  der  Formen 

(o,  -  «,)  (»,  -  «,)  P„P„  -.  {«,  -  »,)  («,  -  «,)  P„P„  , 
(«,  -  «,)  (.,  -  «.)P„P„  -  (»,  -  «,)  (»,  -  o,)F„F,, 
gesehrieben  werden  kann.  In  (5)  haben  wir  denselben  Comples 
'/weiten  Grades  vor  uns,  dem  wir  früher  bei  dem  Normalenpr  ob  lerne 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  begegneten  (p.  287),  und  von  dem  wir 
die  wichtige  Eigenschaft  bemerkten,  dass  seine  Linien  die  vier  Seiten- 
ebenen des  Coordinatentetraeders  nach  constantem  Doppel  Verhält- 
nisse schneiden.  Bd  der  aUgemeinen  räumlidien  CollineaHon  bilden 
demnaeh  die  Verbindtingslmien  entsprechender  Punhte  einen  tetraüdralen 
Com^lex*). 

Sclmeiilen  sich  nun  zwei  Linien  L  und  L',  welche  dem  in  sich 
zu  trän  sfor  mir  enden  linearen  Oomplexe  angehören,  und  welche  sich 
vermöge  der  betreffenden  Collineation  zugeordnet  sind,  so  liegen  sie 
auch  in  einer  Ebene,  und  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
auf  ihnen  umhüllen  in  der  Ebene  einen  ICegelschnitt,  der  von  L 
und  L'  selbst  ebenfalls  berührt  wird;  es  ist  dies  derselbe  Kegel- 
schnitt, welcher  von  allen  in  dieser  Ebene  befindlichen  Linien  des 
Coniplexes  (5)  berührt  wird  (vgl.  p.  244);  auch  die  Linien  L,  L' 
gehören  folglich  dem  letzteren  Complexe  an;  unser  obiges  StraMen- 
spstem  m,ceiter  Ordnung  wid  Klasse  ist  da/mit  deßnirt  als  gebildet  durch 
die  Gesammthdt  der  den  leiden  Complexen   (2)   tmd   (5)  gemeinsamen 


Zur  Bestimmung  der  Brennfläche  haben  wir  diejenigen  Punkte 
Y  zu  suchen,  für  welche  die  beiden  durch  sie  hindurchgehenden 
Linien  der  Congruenz  zusammenfallen.  Es  genügt  zu  verlangen,  dass 
ihre  Schnittpunkte  mit  irgend  einer  Ebene  (z,  B.  X^,  ^  0),  welche 
nicht  durch  Y  geht,  sieh  vereinigen,  d,  h.  dass  der  Schnitt  dieser 
Ebene  X^  =  0  mit  dem  zu  Y  gehörigen  Complexkegel,  nämlich  der 
aus  (5)  abzuleitende  Kegelschnitt 

r,z,x,  («,  -  «„)  («, "  «,)  +  r,i,z,  («,  ~  ».)  (»,  -  «,) 

+  Y,x,x,  («.  -  «j  («,  -  »,)  -  0 

berührt   werde    von    der    Schnittlinie    derselben   Ebene    mit    der   im 
linearen  Complexe  (2)  zu   Y  gehörigen  Ebene,  nämlich  der  Linie 

*)  Unter  diesem  GesiohtspuDlite  wird  der  Comples  bei  Reye  a.  a.  0.  ge- 
funden und  fitudirt.  —  Die  Trans fortnationen  dea  Coiuplesea  in  sieh  betrachtete 
Lie:  Qöttiugec  Nachrichten,  1870. 
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aX,  Y^  +  bX^  Y^  —  hX,Y^  =  0. 
Als  Bedingung  der  Berührung  ergibt  sich: 

--2<.6r,r.r,r,[(»,-«.)(«,-«,)+(«,-«,)(„,-,<,)]-o. 

Dieses  ist  die  Gleichung  eiuer  Fläche  vierter  Ordmiijg,  welche  iu 
zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  zerfällt,  deren  Gleichungen  von  der 
Form  sind: 

(6a)  Y,Y,  +  CY^Ys  =  0     und     Y,Y, -\- C  Y,_Y.^  ^  0 . 

Ea  ist  leicht  zu  sehen,  dass  beide  Flächen  nur  dann  mit  einander  identisch 
sind,  wenn  (»,  -  »J  («,  -  «.)  =  0  oder  («,  -  <..)  («,  -  »,)  _  0. 
Die  dadurch  ausgezeichneten  Greuztalle  lassen  sich  unter  Benutzung 
der  ihnen  zukommenden  kanonischen  Formeu  leicht  erledigen.  Im 
AU^emeinm  hesteht  hiernach  die  Brennfläche  unseres  Strahhnsystems 
aus  iswei  Flächen  zweiter  Ordnung^  welche  sich  in  den  vier  fest  &Zei6m- 
den  Geraden  des  linearen  Coiivplexes  schneiden,  imd  welche  ebenfalls  vn 
sich  transformvrt  werden.  Letzteres  hätte  auch  schon  daraus  gefolgert 
werden  können,  dasa  das  Strahlensjstem  (und  folglich  auch  die  Brenn- 
fläche desselben)  seiner  Definition  nach  nothwendig  in  sieh  trans- 
formirt  werden  muss.  Aber  auch  der  gefundene  tetraedrale  Complex 
geht  gleichzeitig  in  sich  über,  wie  aus  (1)  und  (5)  sofort  folgt;  der- 
selbe bleibt  sogar  bei  jeder  Transformation  ungeändert,  welche  die 
Ebenen  des  Fuodamentaltetraeders  fest  läsat;  denn  eine  Gerade,  welche 
diese  vier  Ebenen  unter  bestimmte  Doppel  Verhältnisse  schneidet, 
muss  immer  wieder  in  eine  ebensolche  Gerade  übergehen. 

Es  kann  vorkommen,  dass  jeder  Strahl  seinen  entspreelieudeu 
schneidet,  und  dass  somit  die  soeben  studirte  Congruenz  keine  Be- 
deutung hat.  Dann  liegt  in  jeder  Ebene  eine  von  den  Schnittpunkten 
der  in  ihr  enthaltenen  Complexlinien  mit  den  ihnen  entsprechenden 
gebildete  Gerade  (Schnittlinie  mit  ddt  entsprechenden  Ebene),  und 
man  sieht,  dass  jeder  Punkt  dieser  Geraden  fest  bleibt,  dass  somit 
alle  diese  Linien  ein  ebenes  Strahlenfeld  bilden  müssen,  dessen  sänimt- 
liche  Punkte  sich  selbst  entsprechen.  Es  tritt  dies  z.  B,  ein  bei  der 
Parallel  Verschiebung  eines  linearen  Uomplexes  längs  seiner  Haupt- 
axe  (p.  56),  wobei  jeder  Punkt  der  unendlich  fernen  Ebene  unge- 
ändert bleibt  (p.  379);  und  dadurch  ist  der  betrachtete  Ausnahme- 
fall zugleich  allgemein  veranschaulicht,  denn  wie  die  Schnittlinien 
entsprechender  Ebenen  eine  Ebene  ausfüllen,  so  müssen  die  Verbin- 
dungslinien entsprechender  Punkte  einen  Strahlen bündel  bilden,  dessen 
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Centruui  (unendlich  ferner  Punkt  der  Hauptaxe  im  Beispiele)  dann 
in  der  festen  Ebene  liegt.  Indem  je  unendlich  viele  Punkte  dieselbe 
Verbindungslinie  liefern,  kann  durch  diese  Linien  überhaupt  kein 
Complex  mehr  erzeugt  werden. 

Eine  weniger  starke  Ausartung  erleidet  der  Oomplex  (5),  wenn 
sowohl  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  gehenden  als  auch  die  in 
einer  beliebigen  Ebene  liegenden  beiden  Strahlen  des  Strahlensyatems 
stets  zusammenfallen,  so  dasa  dies  System  in  Wirklichkeit  nur  von 
der  ersten  Ordnung  und  Klasse  ist.  Die  Strahlen  desselben  ent- 
sprechen dann,  wie  leicht  au  sehen,  je  sich  selbst;  und  es  bleiben 
somit  nicht  nur  vier,  sondern  unendlich  viele  Linien  des  linearen 
Complexes  fest;  wir  haben  also  den  Fall  (p.  364),  wo  auf  den  gleich- 
zeitig in  sich  transformirten  Flachen  zweiter  Ordnuug  jede  Erzeugende 
der  einen  Schaar  in  sich  übergeht.  Alle  diese  Erzeugenden,  und  so- 
mit auch  alle  Strahlen  unseres  Systems,  treffen  dann  zwei  feste, 
einander  in  Bezug  auf  den  linearen  Oomplex  conjugirte  Gerade.  Die 
Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  erzeugen  daher  wieder  keinen 
Complex,  sondern  nur  die  eben  erwähnte  Congruenz  erster  Ordnung 
und  Klasse.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  unter  Voraussetzung  einer 
Transformation  von  der  Form  (1)  die  beiden  Flächen  (6  a)  zusammen- 
fallen. — 

Insbesondere  kann  man  unmtUieh  Icleine  Transformaiionm  eines 
linearst  Complea;es  in  si^i-  betrachten;  dieselben  führen  dann  gleich- 
zeitig gewisse  Flächen  zweiter  Ordnung  in  sich  über  und  sind  uns 
also  bekannt  (p.  318  ff,).  Erwähnt  sei  nui-,  dass  auch  für  sie  der 
Complex  (5)  seine  Bedeutung  behält;  er  wird  gebildet  von  den  Ver- 
bindungslinien der  Pimkte  des  Raumes  mit  den  ihnen  zugeordneten 
unendlich  benachbarten  Punkten,  d,  h.  von  den  Tangenten  aller  der 
Curven,  welche  durch  die  betreffende  unendlich  kleine  Transformation 
in  sich  übergeführt  werden.  In  der  That,  sei  nach  Früherem  eine 
solche  Curve  durch  die  Gleichungen 

(7)  *-*,.,', 
WO  «1«^  =  «^«3,  gegeben,  so  ist 

(8)  dXi  =  Xi-\ogai-dX; 
die  Coordinaten  der  Tangente  sind  also: 

(9)  P,.j  =  Xi  dXi  —  Xk  dXi  =  XiXt  ■  dl -log— ■ 

Wie  sich  aus  (4)  der  Complex  (5)  ergab,  so  folgt  hieraus: 
(log  ,,  -  log  .,)  (log  ..  -  log  »,)  P„P„ 

—  (log  «1  —  1»8  '"s)  (1»S  «8  —  l»B  "J-Pu^i. , 


(10) 
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also  Tvieder  ein  tetraedraler  Comples.  Durch  die  Traasformation  (8) 
geht  jeder  Complex  der  linearen  Scliaar  (2)  in  sich  über,  ebenso  wie 
durch  jede  Transformation  (1);  durch  ihn  und  durch  (10)  wird  eine 
Congruenz  bestimmt,  gebildet  von  denjenigen  Linien  des  linearen  Com- 
plesea,  die  von  ihren  augehörigen  geschnitten  werden.  Da  nun  diesu 
zugehörigen  Linien  zugleich  nnendiich  benachbart  sind,  so  ordnen 
sieh  die  doppelt  nnendiich  vielen  Linien  der  Congruenz  in  die  je 
einfach  unendlich  vielen  Erzeugenden- Systeme  von  einfach  unendlich 
vielen  abwickelbaren  Flächen  (vgl.  p.  24).  Diese  letzteren  werden 
gebildet  von  den  Tangenten  gewisser  Curven  des  Systems  (7);  in  der 
Thafc  genügen  die  Coordinaten  (9)  wegen  (7)  auch  der  Relation: 

^i<'\  log  l'  A<i  ~  ^a  ^3  log  ^  -^li  =^  " 

Die  Congrums  der  CompJexe  (2)  und  (10)  besteht  daher  au'^  dtn  summt 
Ikhen  Tangenten  derjenigen  Ourvm  (7),  tcelchc  auf  der  Flache  snuter 
Ordnung 

(11)  XiX,  ■fflog^'--f  XX^.Ölog  ^  =  0 

gelegen  sind'*)\  denn  es  liegt  die  Curve  (7)  ganz  auf  derselben,  sobald 
der  Punkt  S  (d.  i.  X  =  0)  sich  auf  ihr  befindet.  So  wird  auf  jeder 
Fläche  des  Büschels 

(12)  AX,X^  +  BX^X^  =  0 

ein  System  von  einfach  unendlich  vielen  CuiTen  durch  die  Forderung 
bestimmt,  dass  ihre  Tangouten  einem  linearen  Complexo  (2)  ange- 
hören sollen**).  Dadurch  erscheinen  alle  Linien  des  letzteren  in  be- 
stimmter Weise  zu  Developpabeln  geordnet.  Nach  dem  Obigen  liefert 
die  Fläche  (11)  zugleich  den  einen  Thei!  der  Brennfläche  der  durch 
(2)  und  (10)  definirten  Congruenz.  Um  den  anderen  Theil  zu  finden, 
stellen  wir  vermöge  (ß)  die  Gleichung  dieser  Brennfläche  auf;  wir 
haben  dann  nur  in  (6)  «;  durch   log  «;  zu  ersetzen.     Nun  ist  wegen 


*)  Daes  alle  Tangeuten  einei'  Curve  (7),  überhaupt  einer  jeden  (luvcli  unend- 
lich ?iele  CoUineationen  in  sich  Clberführbareii  Cuvve,  einem.  linearen  Complexo 
angehören,  bemerken  Klein  und  Lie  a.  a.  0. 

**)  Ebenso  wird  auf  jeder  beliebigen  Fläche  eine  Schaar  voa  Curven  durch 
die  Forderung  definirt,  dass  ihre  Tangenten  einem  gegebenen  linearen  Complexe 
angehören;  eine  weitere  Verallgemeinerung  wörde  zu  dem  Probleme  führen:  Man 
soll  die  Umhülluiigacnrven  einer  durch  zwei  beliebige  Complexe  definirten  Con- 
gruenz bestimmen;  vgl.  Kummer,  Crelle'a  Journal  Bd.  57;  PlOcltyr,  Neue 
Geometrie  des  Raumes,  p.  61;  Klein,  Math,  Annalen,  Bd.  6,  p.  378  tf. 
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(log  «,  —  log  oj  (log  Oj  —  log  «,)  +  (log  o,  —  log  oj  (log  «,  —  log  «,) 

—  (logJ)"-(log«,--)"i 

setzen  wir  also  %  =  log  «j  —  log  ßj,  %  ^  log  «i  —  log  a^,  so  zer- 
fiillt  dio  gesuchte  Brenufläche  in  die  beiden  ITäehen  zweiter  Ordnung 

a  {a,  —  ffä)  X,X^  +  &(«,+  a,)  X,X^  =  0 , 
a  K  +  «s)^i-X4  +  &(%  ~  a^}X,X^  =  0, 
von  denen  die  zweite  in  der  That  mit  (11)  identisch  ist. 

Noch  in  anderer  Weise  lassen   sich    die  Flächen   des   Büschels 

(12)  zu  den  linearen  Complexen  (2)  in  Beziehung  setzen.  Man  con- 
strnire  im  Punkte  x  die  Tangente  der  durch  a;  gehenden  Ourve  (7), 
zeichne  die  Fläche  (12)  als  „Fundamentalfläche"  im  früheren  Sinne 
(p.  291)  aus  und  lege  durch  x  und  durch  die  conjugii-te  Polare  der 
Tangente  in  Bezug  auf  die  Pundamentalfläche  eine  Ebene  u  (d.  h, 
man  construire  in  x  die  „verallgemeinerte"  Normalebene  der  Tan- 
gente); wie  man  leicht  sieht,  sind  dann  die  Coordinaten  der  Ebene  U: 

qU.^'ÄX, (log  ßj  -  log  a,) ,     QÜ,  =  BX, (log  «3  -  iog  «,) , 
(fU,  =  -BXg  (log  «,  -  log  «,) ,    p  Di  =  ÄX,  (log  a,  -  log  «J . 
Hier  ist  wegen  a^a^  =  k^Ks  die  Bedingung  EUiXi  =  0  erfüllt.     Die 
„verallgemeinerten"  Normalen   der  sammtlicfmi  Curven  des  Systems  (7), 
genommen  unter  Benutzung  von  (12)  als  Fundamentalfläche,  'bilden  da- 
her de»  linearen  Complex: 

(13)  A  log  ^  P,,  +  ß  log  J  P,g  =  0.  - 

Die  beiden  letzten  Bemerkungen  über  die  Beziehung  der  Com- 
plexsehaar  (2)  zu  dem  Flächenbilsehel  (12)  bieten  ein  besonderes 
Interesse  wegen  der  Folgerungen,  die  sich  aus  ihnen  ergeben,  wenn 
die  gleichzeitig  mit  einem  vorgelegten  Oomplexe  in  sich  zu,transfor- 
mirende  Fläche  in  den  imaginären  Kugelkreis  ausartet.  Unser 
Curvensystem  (7)  geht  dann  über  in  die  Gesammtheit  der  gewöhn- 
lichen Schraubenlinien  gleicher  Ganghöhe,  die  man  auf  allen  Eota- 
tionscjliüdern  mit  gemeinschaftlicher  Äxe  eonstroiren  kann  (vgl. 
p.  337  und  376).  Ihre  Gleichungen  sind  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten: 

(14)  «_Eco.(i  +  s),        s_Ji.m(i  +  t). 

Die  Constante  h  ist  allen  Schraubenlinien  des  Systems  gemeinsam 
(entsprechend  den  früheren  Grössen  cc;);  die  Constanten  11  und  k 
legen  eine  einzelne  Curve  des  Systems  fest.  Die  rechtwinkligen 
Linie ncoordinaten  der  Tangeuten  sind: 
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^p^~?.smt,        fiJE=       iü  (sin  £  —  J  cos  g) , 
ftg  =        -S"  '^'^ä  £,         ftx  =  ~  K  (|-  sin  ^  +  COR  tj , 

wo  £  =  y  +  Ä.  Sie  bilden  also  dann  den  Complex  zweiten  Grades: 
(16)  h(y  +  q')-r„~0, 

welcher  als  Ausartung  des  tetraedralen  Complexes  zu  betrachten  ist. 
Derselbe  bestimmt  zusammen  mit  dem  linearen  Complese 

(16)  p  _  c»-  =  0 

eine  Congruenz,  deren  Brennfläche  in  obiger  Weise  aufgestellt  werden 
kann;  ihre  Gleichung  wird 

(17)  (s;>  +  ,>)_ci  =  0. 

Sie  ist  also  nur  von  der  zweiten  Ordnung;  es  hat  sich  die  unendlich 
ferne  Ebene,  doppelt  zählend,  abgesondert.  Dies  erklärt  sich  dadurch, 
dass  jede  Gerade  der  unendlich  fernen  Ebene  dem  Complexe  (15)  an- 
gehört. Die  Congntens  der  Complexe  (15)  und  (16)  besteht  daher  aus 
sämmtUchen  Tatigenten  der  Schraubenlinien  (14)  von  der  Ganghöhe  2hit, 
welche  aitf  dem  SotaUonsci/Under  (17)  gelegen  sind,  wobei  i^  ^  eh. 
So  wird  auf  jedem  Cyiinder  (17)  ein  System  von  einfach  unendlich 
vielen  (entsprechend  der  Unbestimmtheit  des  Parameter  7c)  Schrauben- 
linien durch  die  Forderung  festgelegt,  dass  ihre  Tangenten  dem 
linearen  Complexe  (16)  angehören.  Die  Ganghöhe  wächst  mit 
wachsendem  Radius,  sie  ist  Null  für  ij  =  0,  wo  dann  die  Sehraiiben- 
linie  sich  auf  einen  Punkt  (unendlich  kleinen  Kreis)  zusammenge- 
bogen hat. 

Nun  muss  man  auf  jedem  geraden  Kreiseylinder  zwei  wesent- 
lich von  einander  verschiedene  Arten  von  Schraubenlinien  unter- 
scheiden: die  rechts  und  die  links  gewun'denen.  Wir  nennen  die 
Schraubenlinie  und  entsprechend  mit  Plücker  auch  den  zugehörigen 
linearen  Complex  links  gewunden,  wenn  h  positiv  ist,  d,  h.  wenn 
sich  die  Projection  eines  ihrer  Punkte  bei  wachsendem  s  von  der 
positiven  Seite  der  X-Axe  zur  positiven  Seite  der  Y-ks&  hinbewegt. 
Da  nach  (17)  ch  nothwendig  positiv  ist,  so  ist  der  lineare  Complex 
(16)  links  oder  rechts  gewunden,  je  nachdem  die  Constante  c,  der  soge- 
nannte „Parameter''  des  Complexes,  positiv  oder  negativ  ist.  Man  wird  aber 
verlangen  über  dieses  gestaltlich  wesentliche  Merkmal  eines  gegebenen 
Complexes  zu  entscheiden,   ohne  ihn  vorher  iu  die  kanonische  Form 
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(16)  transformirt  zu  haben.     Dazu  führt   unsere  frühere  i 

Theorie    der   Tranaformatiou   {p.   353)    nach    geringen  Äenderungen. 

Stati,  der  früheren  Gleichungen  (8e)  etc.  haben  wir 


nehmen, 


z<(J). 


.  !•(«„-  +  «„'  +  »„■)  +  A', 


WO  wieder  A  =  ffia^ä*  "f"  ^is**«  ~f~  "u'^äsi  bedeutet  ferner  P  die  Sub- 
stitutionsdeterminante,  so  wird 

folglich : 

psA^  =  A'S     P=(a,/  +  «s/  +  %4^  =  1. 
Gehen  wir  nun  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  über,  so  ist   E7j  =  u, 
U^  =  v,    t^g  =  10,   §„  =  ,P,,  =  —  r,   Ös4  =  -Pia  =  e,   A'  =  c   zu 
setzen;    femer  muss   die   Determinante  P^   gleich  Eins    werden.     Es 
muss  also  vor  der  Transformation  jeder  Ooefficient  am  von  tp  ersetzt 

werden  durch   —  '''     ;  gebt  man  naehträslich  zu  den  ur- 

sprünglichen  a«  zurück,  so  ergibt  sich  als  Werth  des  Parameters  des 
linearen  Cow^lexes*): 

(18)  + "  -  '-^-::T^,f+'f''  ■ 

Das  Vorzeichen  bleibt  ebenso  willkürlich  wie  dasjenige  der  Deter- 
minante P,  da  ja  die  Richtung  der  2-Axe  noch  beliebig  bleibt.  Soll 
aber  P  =  +  1  sein,  wie  es  einer  directen  Transformation  (p,  74) 
entspricht,  so  muss  für  «^3  =  1,  «13  =  0,  «1^  =  0,  «^4  =  0,  «^3  =  0 
der  Coeffleient  «43  =  — k^^  von  r=p^^  vor  der  Transformation  stetig 
übergeben  in  den  Coefficienten  —  c  von  r  nach  der  Transformation, 
d.  h.  m  (18)  ist  links  das  obere  Zeichen  m,  wäMen. 

Die  zweite  oben  erwähnte  Beziehung  eines  linearen  Complexes 
zu  den  Curven  (7)  überträgt  sich  auf  eine  Beziehung  des  Oomplexes 
(16)  zu  den  Schraubenlinien  (14).  Die  Coordinaten  der  Normalebene 
einer  solchen  Curve  sind 

liu^  —  j-^mt^-^'     fA«  =  ^  cos  £  =  -^^ , 
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Die  Normalm  sdmmüiciur  Schrauimlinien  des  Systems  (14)  bildm  also 

den    allein    von   der  gemeinschaftlichen   Ganghohe  2ith   abhängigen 

linearen  Complex: 

(19)  Q  +  }ir  =  0. 

Auch  hieraach  lassen  sich  die  Complese  in  rechts  und  links  gewundene 

eiötheüen,  und  man  hat  den  Vortheil,  dass  die  Ganghöhe  unabhängig 

yom    Radius    der     betreffenden    Eotationscylinder    bleibt.      Auf    der 

Existenz  der  Complese   (15)  und   (19)   beruhen  im  Wesentlichen  die 

berühmten  Sätze  von  Ohaslea  über  unendlich  Isieine  Bewegungen*). 

unter  allgemeinerem  Gesichtspunkte  erscheint  die  Grösse  c^,  das 
Quadrat  des  Parameters,  als  simultane  „absolute  Invariante"  (vgl, 
Bd.  I,  p.  196)  des  gegebenen  Complexes  und  des  imagmaien  Kugei- 
kreises.  In  ähnlicher  Weise  läsat  sich  auch  eine  sunuUane  absolute 
Invariante  eines  linearen  Coniplf^es  itnd  einet  allgemeinefn  Flache  sue^tej 
Ordnung  oder  Klasse  aufstellen 

Wir  haben  früher  ein  Doppelverhaltniaa  beiechnet,  welches  durch 
zwei  lineare  Complexe  bestimmt  wird;  das  Doppelverhältniss  cc  der 
vier  Punkte,  die  einer  beliebigen  Ebene  durch  die  beiden  Oomplexe 
und  die  Directricen  ihrer  Congruenz  zugeordnet  werden  (p.  67); 
dasselbe  bestimmte  sich  aus  der  Gleichung 

6äA  +  e(A,B)  +  B=0, 
wo  A,   B    die    Invarianten    der    beiden    Complexe    (p  ^e  Sui^pi^  =^  0 
uud   Tp  i^  £ß{tp,-k  =  0  in  der   bisherigen  Weise  bezeichnen,   und  wo 

(A,B)_2;JAft._£||«,. 

die  uns  ebenfalls  bekannte  simultane  luvariante  gibt;  und  zwar  war 
das  Doppelverhältniss  gleich  dem  Quotienten  der  beiden  Wurzeln  e', 
b"  der  angegebenen  Gleichung.  Es  ist  also  a  eine  Function  der  ab- 
soluten Invariaute 

'^  —  4A  .  ß  —  (A,  A)  (B,  B)  —  4  L'  +  <!'}    ^  iV-^  a^  '^) 
Ist  nun  insbesondere  ^  ^  0  der  zu   g)  =  0  in  Bezug  auf  eine  gege- 
bene Fläche   SSaitXiXii  ^  0  polar  conjugirte  Complex,   so  ist  nach 
Gleichung  (18)  p.  347,  unter  Benutzung  der  frülieren  Bezeiehnuags- 
nungs  weise 

also  auch 


*)  Vgl.  die  Anmerkuageu  kq  p.  3G1  und  aiG. 
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(B,  B)  =  9B=  i\2j_2jd^s^'    """^^^    "^"«^g^' 

Verschwindet  B,  so  ist  i^  =  0  ein  speeieller  Complex;  dann  gilt  aber 
dasselbe  von  95  =  0,  ausgenommen  den  Fall,  wo  die  Determinante 
der  Fiäelie  verschwindet;  es  ist  folglich  bis  auf  einen  Zahlenfaetor, 
den  man  leicht  an  einer  kanonischen  Form  gleich  Eins  findet  (etwa 
an  der  Summe  der  Quadrate),  B  gleich  A  ■  Ä,  unter  A  die  Deter- 
minante  der  Fläche  verstanden,   und  somit  die  absolute  Invariante*) 

In  dem  mehrfach  benutzten  Sinne  (p.  291  und  p.  348)  kann  mau 
sie  als  den  „verallgemeinerten"  Parameter  des  linearen  Gomplexes  be- 
zeichnen, Insbesondere  folgt  hieraus  wieder  die  früher  angegebene 
Bedeutung  der  Bedingung  0„„  =  0  (p.  347  f.). 

XX.  Die  dualistisehen  linearen  Transformationen  eines 
linearen  Complexes  in  sioli  und  die  allgemeinen  reciproken  Ver- 
wandtschaften. 
Nach  einer  obigen  Bemerkung  (p.  389)  lassen  sich  die  rcci]irukeji 
Umformungen  eines  linearen  Complexes  in  sich  nunmehr  Kotorfc  an- 
geben; es  würde  auch  leicht  sein,  die  verschiedenen  mögliclien  kano- 
nischen Formen  demgemäas  absuleiten.  IVir  ziehen  es  indessen  vor, 
die  reciproken  Transformationen  direct  au  behandeln,  um  sie  bei 
dieser  Gelegenheit  auch  von  anderer  Seite  zu  beleuchten.  Bei  einer 
collinearen  Umformung  des  Raumes  nämlich  wird  im  Allgeraeineu 
weder  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  noch  ein  linearer  Complex  in 
sich  selbst  transformirt;  wenn  dies  aber  der  Fall  ist,  so  gehen  min- 
destens einfach  uuendlich  viele  solche  Gebilde  je  in  sich  über.  Anders 
bei  den  dualistischen  Transformationen;  durch  eine  solche  werden, 
wie  wir  nachweisen  wollen,  im  Allgemeinen  zwei,  aber  nicht  mehr 
als  zwei,  lineare  Complese  je  m  sieh  selbst  transfoimirt  Das  Studium 
der  allgemetnbten  linearen  iccipioken  Vetuandtschaft  etleäigt  dah&r  auch 


*)  Vgl  be«  §  7  und  @  5  iD  den  auf  p  345  eiwlhnteii  Aufaitaen  Frahm'a 
und  des  HeiausgLbeis,  ferner  H  Stahl  tJebei  die  Maasstnactionen  der  aoalyti- 
Bchen  Geometiie,  Programm  des  Lmsenatädtischtn  Gymnasioms,  Berlin  1873, 
p.  20  Smd  Fltche  und  Complex  Lea  duich  die  Gleichuugm  (12)  und  (13)  ge- 
gebeo,  BO  ist  das  DoppelveiMltni«  a  a  d-isselbe,  nach  wcl  hem  die  Linien 
des  Complases  (10)  dia  Pandimental  Tetiai'det  schneiden 
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das  ums  vorliegmde  'Problem  der  Transformation  eines  gegehmm  linexwen 
Complexes  m  sich. 

Die  allgemeine  reeiproke    (dualistische)    lineare  Yerwandtaehaft 
odei     Oarrelation"  wird  durch  die  Uleichnngen 

(21)  u  =(3iJi+/?.T2  4- 15,3^3 +  |5,u 

veimittelt,  in  denen  ß^  nicht  gleich  ßi  sei,  und  deien  Determinaute 
nicht  verschwinden  möge  Es  hat  sich  tehon  trilher  ergeben  (p  52  f), 
das?  diejenigen  Funkte  x,  udckv  m  den  ihnen  mgeoidnettn  Lhmcn  n 
hegen  im  Allgenieinfn  eine  Flache  sweitPi  Ordnung  ejfull  n  dirgeitellf 
durch 

(22)  f=i;2ßaxat  =  0. 

Diese  Fläche  /"=()  ist  in  derselben  Weise  der  zu  (2))  „conju- 
girten"  Correlation 

(23)  ik  =  ßiiXi  +  ßsiXä  +  ßsiXs  -h  ßiiXi 
siugeordnot.     Die  Auflösung  von  (21.)  und  (23)  ergibt  resp. 

(24)  Bxi  =  IJBuUi  =  SBikul. 

Die  Ebenen  u  resp.  ti,  weMie  die  Urnen  mgeordneten  Piinlzte  enthalten, 
wnAüUen  daher  die  Fläche  sweiter  Klasse - 

(25)  F=  SEBikUi^it  =  0 . 

Letztere  ist  vermöge  (21)  oder  (23)  offenbar  der  Fläche  f=0  zu- 
geordnet, wie  man  durch  Rechnung  leicht  di.'ect  bestätigt.  Die  beiden 
Flächen  f=0  und  F=0  heissen  die  Kernflächen  der  CorrelaUon. 
Setzen  wir 

(26)  2aa  =  2«*;  =  ßn,  +  ßn  ,     Sa«  =  —  2«^  =  ßa  ~  ßn, 

so  wird  dem  Punkte  x  ausser  den  Ebenen  ti,  u'  vermöge  der  Fläche 

(22  a)  f=UaaXiX,,  =  0 

seine  Polarehene  v  in  Bezug  auf  diese  durch  die  Gleichungen 

(27)  V,  =  2Ja,;X, 

zugeordnet  und  eine  vierte  Ebene  tv  durch  den  linearen  Oiimplcx 

(28)  (p^.:SauPii^O, 
ü.  i.  durch  die  Gleicliungen : 

(29)  tP,^  Scc^.x,. 

Umgekehrt  ist  dann  !(,-  =^  «,-  +  ^i,  **/  =  «,-  —  Wi,  so  dass  durch  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  f^O  und  den  linearen  Complex  (p  ^  0  die 
vorgelegte  Correlation  vollständig  deflnirt  wird.  Es  ist  somit  das  Slu- 
dium  der  altgemeinsten  CorrelaUon  eurüclcgefuhrt  auf  das  von  uns  bereits 
eiiedigte  Stttditim  der  Beziehungen  zwischen  eiiiein  linearen  Complexe  und 
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emer  Fläche  zweiter  Ordnung.  Je  nach  den  verschiedenen  möglichen 
Lagenbeziehnngen  zwischen  diesen  beiden  Gebilden  erhalten  wir 
durch  lineare  Oombination  der  Gleichungen  (27)  und  (29)  verschie- 
dene Fälle  der  Correlation,  deren  erschöpfende  Aufzählung  und  Zu- 
i-ückführung  auf  einfachste  „kanonische"  Formen  uns  nach  dem 
Früheren  sofort  möglich  ist. 

Nr.  l.  Der  allgemeine  Fall,  welcher  in  Nr.  1^  p.  345  besprochen 
wurde.  Die  Verwandtschaft  ist  durch  die  Gleichungen  (23),  p.  361 
gegeben,  oder  aufgelöst: 


IL- 


_X^_ 


(30) 


^4  = 


X^ 


Es  wird   somit  (bis  auf  constantc  Factoren): 

(31)  /■=2(>l^-V)^i^4  +  2(yl*~Ai^)XaXj,  F^2TJ,ü,  +  2U,üs. 
Im  Allgemeinen  serßllt  daher  die  Scknittcurve  der  ieidm  Kemflächen 
der  CorrelaUon  in  vier  gerade  Lmien'').  Nennen  wir  P,-/  die  Coordi- 
naten  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  X,  Y,  und  P,i  diejenigen  der 
Schnittlinie  der  entsprechenden  Ebenen  U,  F(n.  B,  P,a=  ü^Y^—VJQ, 
so  folgt: 

**)  Die  Correlation  eil  wurden  zuerst  von  Chasles  (p.  631)ff.  in  dorn  oben 
erwähnten  Memoire  de  göotöetrie,  1837)  «ntersucht,  gleichaeitig  analytisch  Ton 
Magnus  in  dev  erw&hnten  Atifgabenaammlung  (derselbe  etkajinte  die  Bsistenz 
der  beiden  Kernflächen),  ferner  gleiehfalls  analytisch  (indem  die  eine  Kernfläehe 
in  die  Summe  von  Quadraten  transformirt  gedacht  wird)  von  Cayley  (CreUe'e 
Joarnal,  Bd.  38,  1849),  welclier  die  besondere  Lage  der  beiden  EernAäclieu  gegen 
einander  bemertte,  rein  geometrisch  von  Schröter,  Crelle'a  Journal  Bd.  77, 
1874.  —  Cayley  geht  a.  a.  0.  von  der  allgemeinen  bilinearen  öleichung 
S27p^j,fl;^.;/^,  =  0  und  von  der  dazu  „conjugirten"  .SS^j^a^^yj,  =  0  aus;  jede  solche 
Gleichung  stellt  eine  Correlation  dar,  indem  sie  einem  Punltte  y  eine  Ebene  zu- 
ordnet. Die  folgenden  Darlegungen  des  Testes  stehen  daher  im  engsten  Zu- 
sammenhange mit  den  Untersnchungen  von  Weierstrass,  Christoffel, 
C.  Jordan  und  Eroneoker  über  Schaaren  von  bilinearen  Formen  und  ober  die 
Zurüekföhrnng  derselben  auf  kanonische  Formen.  Die  letzteren  ergeben  sich  na«h 
Weierstrass  aus  dem  directen  Studium  der  Determinante  zweier  biiineaieu 
Formen  und  der  zugehörigen  Elementartheil  er  {vgl  oben  die  Note  au  p  233), 
im  Teste  dagegen  aus  den  vorhergegangenen  geometiischeu  Betiaohtungen  Aus- 
geschlossen sind  TOm  Teste  solche  bilineare  Formen,  welche  sich  duich  Cooi- 
diuaten- Transformation  auf  Formen  mit  weniger  Variabein  zuinckfnhien  lassen, 
nnd  welche  daher  keine  räumlichen  Verwand tsi,haften  darstellen  In  einei 
späteren  Abtheilung  des  vorliegenden  Werkes  (über  die  quatPiüSien  ilgebiaistheu 
Formen)  werden  die  bilinearen  Formen  anch  in  andeiei  Beziehung  ejni^ehencl'i 
besprochen  werden. 
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P,,'  =  (A  +  A,)  (l  +  A3)  F„  ,     P,J  --^  (A  -  AJ  (A  -  AO  P.^ , 

(32)  pj/  =  (A  +  A,)  (A  -  A3)  p., ,    ]\;  =  (A  +  A3)  (A  -  x;)  P,, , 

P,;  =  (A^  -  A,^)  Pgg ,  P,s'  =  (A^  -  Ag^)  P,, . 

Man  sieht  hieraus,  dass  rÜe  vier  Seiten  des  den  beiden  Flächeu  ge- 
meiuaamen  Vierseita  sich  selbst  entsprechen,  die  beiden  anderen 
Kanten  dea  Fundamentaltetraeders  dagegen  sich  unter  einander  ver- 
tauachen.  Ein  hnearer  Complex  P^/ +  (i  Pgg' =  0  geht  über  in 
(A^  — Ai^)Pa3  +  f((A^  — A3^)Pit  =  0.  Fßr  ^^(A^  —  A^^  =  A^  —  A,^ 
folgt  daher  insbesondere:  Ditrch  eine  allgemeine  Correlatton,  wie  sie 
in  {30)  vorliegt,  geht  jeder  der  heilen  linearen  Contplexe 

y^^'-'"^^  ^äa  +  V^^~—h^  Pu  =  *^    "««^ 

yjjT^^J^^  P23  —  /A'  -  Agä  P,i  ==  0 
Mt  sich  über;  diese  leiden  Complexe  befinden  sich  offenbar  m  einander 
.  in  involuforischer  Lage*}.  Dasa  auch  kein  anderer  linearer  Complex 
gleichzeitig  in  eieli  übergeführt  iverden  kann,  folgt  daraus,  dasa  ein 
solcher  jedenfalla  die  fest  bleibenden  vier  Seiten  des  den  Kernfiächen 
gemeinsamen  Vierseits  enthalten  und  folglich  selbst  in  der  Form 
Pjj  -j-  (tP^g  darstellbar  sein  muss. 

Wie  bei  den  Collineationen  (p.  391  f )  kann  man  auch  hier  nach 
denjenigen  Linien  fragen,  welche  von  den  ihnen  entsprechenden  ge- 
schnitten werden,  Sie  werden  aus  (32)  mittel at  der  Bedingung 
2^P(i:'Pjm  =  P  gefunden,  bilden  also  den  Complex  zweiten  Grades: 
(34)  l'[T„'  +  P,,'  +  2P„P„ - 2P„P„]  -  [i,Pu  +  KFj -  0. 
Man  erkennt  leicht,  daas  auch  dieser  Complex  vermöge  der  vorliegenden 
Correlation  in  sich  iibergeßJirt  wird.  Zu  ihm  gehört,  wie  zu  jedem 
Ojmplexe  zweiten  Grade*.,  ejne  Flache  vierter  Oidnung  ala  Oit  dei 
jenigen  Punkte  deien  zugeordnete  Cooiplexkegel  (p  245)  in  em 
Ebenenpaar  zei  fallen     die  öogemnnte  Singular itatenflache  odei  smgu- 

'■)  Die  Existenz  und  ge„eawiif  ge  Lage  dieser  Comilese  wiid  von  Frahni 
in  dem  auf  p  491  erwähutea  Manugcin  te  (1S74)  geometrisch  bewiesen  inawisclien 
i^t  V0H8  durch  hiiengeomet  suhe  Betiiclitingeii  zu  demBelben  Resultate  geführt 
(Mith  Annalon  Bd  13  p  366  1877)  die  \on  letateiem  eiwähnten  Complexe 
/weiten  txiadeB  {  b  p  ^661  ?  nd  dnich  untere  Gleichung  (84)  gegeben  In  dieiei 
nt  dei  Pactoi  von  l  die  Imke  '"'ite  dei  bleii.hung  von  F  =  i)  \ii  Lmiencooi 
öinateii  dasa  die  Gleichung  des  Coniplesea  ■sich  aus  die^ei  linken  Seite  und 
dem  (juadiate  eines  bneaieu  Ausdiiicks  a isarameuBetst  wird  von  Prahm  a,  a  0 
ohne  Beweis  au),emeikt  Dbi  Conplex  (34j  ind  dessen  im  Jol^enden  luftieteide 
Anijaitungen  gel  Iren  zu  deijenigen  aligemeinen  Klasse  von  Complesen  zweiten 
(iiidea  welche  °egie  iinl  I  011a  näher  atudirt  hiben  Mathem'itigche  Annalen 
Bd.  23,   1884. 
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läre  Fläche  des  Complexes").  Um  sie  in  unserem  Falle  zu  l 
setzen  wir  Prt  =  XjYi—  YiXjc  und  schneiden  den  aus  (34)  erhal- 
tenen Kegel  zweiter  Ordnung  mit  der  Ebene  Y^  =  0;  dieser  Sclmitt 
muss  aus  einem  Linienpaare  bestehen,  sobald  der  Kegel  in  ein  Ebenen- 
paar zerfällt.  Durch  Aufstellung  der  entsprechenden  Bedingung  er- 
hält man  die  Gletchtmg  der  Singula/ntätenflädie  in  der  Form: 

'•^^-*  +  2XiX^XgX^  {^^  -  X,^  —  V  +  '^1^3)  =  !">; 

sie  zerfällt  also  in  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  des  Büschels 
X^X^-l- fiX^Xg  =  0,  und  zwar  in  zwei  Flächen,  welche  einander 
vermöge  (30)  zugeordnet  sind.  Denn  die  angegebene  allgemeine 
Fläche  des  Büschels  geht  über  in  (X^  —  X^^')U^üi'{-ii-(l^—X3^)U3U^=0 
oder  (t(A^— A3^)XiXi+(A^  — A/)X3X3  =  0.  Alle  Flächen  des  Büschels 
ordnen  sich  also  in  solche  einander  wechselseitig  (involutorisch)  ent- 
sprechende Paare;  und  es  gibt  unter  ihnen  m>eh  und  nur  suiei  sich 
selbst  entsprechende  Flächen,  nämlich  für  (i^^k^  —  X-,^)  =  A^  —  Ag^, 
d.  h.  die  beiden  Flächen 


(36)  ]/A^  —  Ag^  X,X,  ±  yx'  -  A/ X,X,^iJ- 

Man  zeigt  auch  leicht,  dass  es  keiiie  andern  Flächen  zweiter  Ordnung 
gibt,  welche  durch  die  vorgelegte  dualistische  Transformation  in  sieh 
übergehen.  —  Auch  die  Fläche  (35)  geht  hiemach  bei  der  Correlation 
in  sich  über,  sie  ist  also  auch  die  Enveloppe  derjenigen  Ebenen, 
deren  zugehöriger  Complexkegeischnitt  in  ein  Punktepaar  ausartet, 
wodurch  der  allgemeine  Satz  der  Comp  lex  theorie  bestätigt  wird,  dass 
der  Ort  der  „singulären"  Punkte  identisch  ist  mit  der  Enveloppe 
der  „singulären"  Ebenen. 

Fragt  man,  wie  wir  es  ursprünglich  thaten,  nach  der  Transfor- 
mation eines  linearen  Compleses  in  sich,  so  sind  unter  den  Linien 
des  Complexes  (34)  insbesondere  diejenigen  ausgezeichnet,  welche 
einem  der  beiden  Complexe  (33)  angehören,  also  zwei  Congruenzen 
erster  Ordnung  und  zweiter  Klasse  bilden.  Die  Brennflächen  der 
beiden  Congruenzen  werden  dabei  durch  unsere  Correlation  je  in  sich 
Übergeführt.  Wir  bilden  allgemeiner  die  Brennfiäche  der  durch  (34) 
und  durch  den  Complex  P,4  +  ^J's3  =  0  gegebenen  Congruenz  und 
finden  nach  der  früher  angewandten  Methode  (p.  393): 

*)  Vgl.  Pluckec'B  Neue  Geometrie,  p.  307  ff.  —  Beim  tetraedi'.T.len  Complexe 
(|..  393)  zerfällt  diese  Fläche  in  die  vier  Ebenen  dee  betreffenden  TetiaederH  und 
bat  daher  kain  weiterea  Interesse. 
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(137)    2l'(r,'Y*-Y,'Y,'ii')  +  Y,Y,Y,Y^p[i,(X'—).,')-il,l,]-0, 

also  für  die  Complexe  (33): 

2>.'[{i'-i,')Y,'Y,'+(l'-i,')Y,'l/]+Y,Y,Y,Yl(l'-l,')(l'->.f) 

(^*>  -+i,i,-|/(?^i?)(»'-V)]-0- 

Die  Brmnfläche  besteht  Mm-nach  mis  ewd  Flächen  0weiier  Ordnung, 
die  medenm  dem  Büschel  T^Y^+  vY^Y^^O  angdiärm.  Auf  ihnen 
umhüllen  die  Linien  der  Congruenz  Curven,  welche  in  der  früheren 
Weise  bestimmt  werden  können,  und  denen  die  Eigenschaft  zukam, 
durch  ein  gewisses  System  von  unendlich  vielen  Collineationen  in 
sich  überzugehen*). 

Nr.  2.     Die  üorrelation  ist  durch  die  Gleichmgen  (23a),  p.  362 
imieben,  oder  aufgelöst: 


(30a) 

f. — 

1+', 

1  — 

i  —  X' 

^3 

(I  +  l'J 

(T-  i') 

?' 

Und  hieraus  ergeben 

.ich 

dii 

,  folg 

enden,  den 

früheren  entsprechenden 

Gleichungen : . 

(31a)  fF-.2(J' 

~mx,x, 

.+ 

x,x. 

)  +  H'X,X,,    Ifc 

E2ü,l',+2fI,P,i 

-Pu'- 

(i- 

-'•')' 

'Pn 

,   -P, 

is'  — (»'- 

-i'')?o 

-(»  +  J')P,„ 

P  '  — 

-{>■'- 

-l") 

-P» 

,   Pi 

d'— (*'- 

-«")P,. 

+(j-r)p„ 

+  (»+»')    i^L+A,, 

P„'_      (J+A7P„,     P,,' (i'  — J")P„  — (J— J')P„; 

(33a)  l'P„  +  (J'"-r)(P„— P„)  =  0,  und  P„  -  0; 
(34a)l'(P„'+P„'+2P„P„— 2P„P„)— [P„+i'P„— i'P„]'— 0; 
(3öa)  2(i''-»')(Z,X,+Z,Z,)'+4JXZ,  X,+X,X^)X,X,+XJ'X,'—0. 
Die  beiden  Kernllächen  schneiden  sich  also  in  vier  geraden 
Linien,  von  denen  zwei  in  die  Kante  Xg  ^  0,  X^^O  zusammen- 
gefallen sind.  Ein  beliebiger  Complex  der  Schaar  Pä3-}-Ji(Pi3 — P|2)^0 
geht  über  in 

P,JX'  -  A'^  +  fir)  -  (*(A^  ~  i'^)  (Pia  -  P^)  =  0; 
er  bleibt  daher  nur  in   den  Fällen  (33a)   ungeändert,   und  einer  der 
heidmi  in  sich  transfarmirten  linearm  Complexe  ist  in  einen  speäellen 


'■)  Dass  in  der  That  je  uwei  sololie  Flächen  nnendlich  viele  „yerallge- 
geodätische  Linieü"  beBtimmen,  deren  Tangenten  beide  Flächen  be- 
it  früher  hervorgehoben;  vgl.  den  ScLIubb  von  Absohaitt  SIV,  p.  323. 
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Cmiplex  ausgeartet  (P^g  =  0).  Die  Öiugularitäteufläche  des  Com- 
plexes  (34a)  zerfällt  nach  (35a)  in  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  dasselbe  ausgeartete  windschiefe  Vierseit  hindurch- 
gehen; sie  gehören  dem  Büschel 

X^X^  +  X^X^  4-  ^X^X,  =  0 
au.     Eine  beliebige  Fläche  cfea  letzteren  geht  ühcr  in 

(X'  -  A'^)  (U,U^-\-  a, U,)  +  [2 A'  +  ft (A^  -  X^)] U,U^  =  {) 
oder  in  Funktcoordinaten: 

(A^  -  A'^)  (X.Xj  +  X,X,)  —  [2r  +  n  (A^  -  A'ä)]  X,X^  =  0. 

Für  2(Aä  —  A'^)(t  =  —  2A'  +  y^  J/A*^  — T^  erhält  man  die  beid«ii 
Flächen  (35  a).  In  sich  wird  hier  nur  eine  Fläche  des  Büschels  trans- 
formirt,  nämlich 

(36a)  {i?  —  X-")  (X,  Z3  +  SgXO  -  XX^X,  =  0; 

die  sonst  auftretende  zweite  Fläche  ist  in  das  Ebenenpaar  (^  ==  00) 
XjXg  =  0  ausgeartet,  welches  sich  in  das  Punktepaiir  U^lLy^'d 
verwandelt.     Ist  P^g  =  0,  ao  gibt  (34  a) 

A^(P,3  +  l\^f  -  A'^Pia  —  -PdO'  =  0; 
die  betreffende  Congruenz  zerfällt  in  zwei  CongrQenzcn  erster  Ord- 
nung und  erster  Klasse,  so  dasa  von  einer  Brennfläche  nicht  ge- 
sprochen werden  kann.  Für  die  Congrueuz  des  Coniplexes  (34a) 
und  des  allgemeinen  Coniplexes  Pjg  +  ('■(■^is  ~  -^ds)  =  0  findet  man 
als  Gleichung  der  Brennfläche: 

2i>,n\X^X^  +  XyX^f  +  4f*A"(X,Xi  +  X2X3)X,X3 
^^'^  ^^  +  [(f*  -  Xf  +  -l']  X/X^^  =  0; 

dieselbe  zerfällt  wieder  in  zwei  Flächen  des  oben  erwähnten  Büschels. 
Die  auf  ihr  von  den  Linien  der  Congruenz  umhüllten  Ourven  sind 
uns  von  früher  bekannt  (p.  319). 

Nr.  3.  Wir  haben  in  den  Formeln  von  Nr.  1  i,j^  =  0  m  nehmen, 
um  die  nunmehr  gültigen  zu  erhalten  (vgl.  p.  363).  Die  beiden  in 
sieh  übergehenden  linearen  Compiexe  (33)  sind  jetzt  dadurch  aus- 
gezeichnet, dass  ihre  mit  dem  Compiexe  (34)  bestimmten  Congruenzen 
zu  einer  und  derselben  Brennflaehe  (38)  führen. 

Nr.  4,    Es  sind  die  Gleichmigen  (23o),  p.  363,  anmwendcn;   man 
findet  aomitr 
(30b)    ^.-^''-''  l^-X,«-.  +  X,A-., 
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(3Ui)     f=  2k''(X^X^  +  Z,X,)  —  2X^\     F~:.  2JJJJ,  +  2Ü^U^; 

Pj/   =   ;12P^,    +    AP^a   +   Xl\i   +    Pg^    +    P42,         Pg/   =   i^P^g, 

(32b)   Pia'  =  A'P„  —  APji  +  XP^a  +  Pg^  +  P^^,     P^/  =^  i^P^^, 

P^i'  =  -l^Pga  +  AP,3  +  APsj,      Pa/  =  i'Pii  +  ;i^P43  +  XF^; 
(34b)    ^H-Pm'  +  F^^  +  2P,,P3,  -  2PigP,,j  -  (Pg,  +  P,,)^  =  0; 
(35b)         (XjXi  +  X^Xg)  il\X^X^  +  X^Xg)  -  2,ä]  =  0. 

Die  Singularitiümfläcke  zerfällt  also  in  die  leiden  Kernfläcken; 
letztere  heruhren  sich  in  den  beiden  fest  hleibenäen  Linien  Pg^  =  0, 
Pg^  =  0.  Die  gemeinsame  Taugente  P^^  -j-  [iP^^  =  0  geht  in  die 
conjugirte  Tangente  Pg^  —  fiF^i  =  0  Über,  Ein  allgemeiner  linearer 
Compiex  wird  nicht  in  sich  tranaformirt.     Jecle  Fläche  des  Büschels 

aX.Xi  +  2X35^  +  ftX/  =  0 
geht  Über  in  eine  Fläche  desselben  Büschels,  nämlich: 

2l\X^X,  +  XaXg)  -  (2  +  !J.X')X,'  =  0. 
Für   /*  =  —  X~^   ergibt  sich   eme   in   sich   transformirte   Fläche;    die 
zweite  artet  in  X^  =  0  aus  (d.  i.  jt  =  00). 

Nr.  5.  Der  Fall  entsteht  am  Nr.  1,  wenn  Z^  ^  A,  ^  1  genommen 
wird  (vgl.  p.  364),    Die  beiden  Kernfläcken  fallen  in  die  eine 

X,Xi  +  X,Xb  =  0 
jsusammen.  Es  bleiben  hier  aber  nicht  nur  die  beiden  Complese 
P,4  +  Pjg  =  0  ungeändert,  sondern  auch  jeder  Oomplex  der  Schaar 
-Pm  +  (*^33  =  "^i  ^'^  ^^^  f*  ^  i  1  entstehenden  Gompiese  enthalten 
bez.  die  eine  oder  die  andere  Sehaar  von  Erzeugenden  der  Kera- 
fiäche;  auch  jeder  Complex  der  Schaar  Pig  -J-  ^P^g  ^  0  wird  in  sieh 
transformirfc,  ausserdem  die  beiden  speciellen  Oomplexe  P,g  =  0  und 
A*  =  0 ;  allgemein  geht  jeder  lineare  Complex  der  Schaar 

(39)  P,3  +  fi(Pi4  —  Psa),  4-  »'-P42  =  0 

in  sich  über.  Macht  man  v  =  jt^,  so  ist  derselbe  ein  specieller,  und 
seine  Äxe  eine  Erzeugende  der  Kernfläche,  bestimmt  als  Schnitt  der 
Ebenen  X^  4"  ^■^4  ="  0)  X;^  —  ^X^  =  0;  jede  Erzeugende  der  einen 
Schaar  bleibt  also  fest.  Eine  Erzeugende  der  anderen  Sehaar  ist  ge- 
geben durch 

(40)  P„  +  p(P„  +  P„)  +  vl\.,  -  0, 
wenn  v  =  jt^,  und  geht  über  in 

F»  +  C  ^;  (F.,  +  P„)  +  „'  (t-g'p,.  _  0. 
Die  Singularitätenfläche  (35)  artet  in  die  doppelt  zu  zählende  Kein- 
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fläche  ans.  Jede  Fläclie  des  Büseliels  X,X_j^-j- n,X^Xg=' 0  geht  in 
sich  über. 

Nr.  6.  Es  swä  die  Gldchtmgm  (23e),  p.  3f>4,  m  henutzen;  die 
weiteren  Formeln  werden: 

JJ^^X^l-',     U,^X,l-^  -  Xgk-^; 
(;ne)  f=2X,X,-\-2X,Xs,     FT^2UJJi-{-2U,U^; 

Pj/  =  A^Psi  +  APj,|  +  AP33  +  I'.,,,    P.b'  =  A'P,3, 
(32c)      Pi,,'  =  A^Pgs  +  AP,3,  P,;  =  A^P^a, 

P^/  =  ;L2p,j  +  AP,a.,  P34'  =  -l^Pts; 

(34c)      A^(P,,i^  +  P,/  +  2P„P34  ~  SP.gPi,)  -  P,^'  =  0; 
(35  c)  (Xi  Xi  +  X,  X^f  =  0 . 

Die  beiden  Kernflächen  fallen  wieder  zusammen.  In  sich  ühergefUhrt 
wird  jeder  Complex  (39),  also  auch  jede  Erzeugenile  der  einen  Art. 
Eine  durch  (40)  dargestellte  Erzeugende  der  anderen  Art  mit  dem 
Parameter  v  geht  über  in  die  entsprechende  Erzeugende  mit  dem 
Parameter  v  —  l~^.  —  Die  Singularitäten  fläche  besteht  aus  der 
doppelt  zu  nehmenden  Kernfläche.  —  In  sich  transformirt  mrd  auch 
jede  Fläche  gweiter  Ord/nung  der  Schaar 

2X1 X^  4-  2X3X3  -h  fiX/  +  vX,^  =  0. 

Nr.  7.  Die  CorrelaHon  ist  identisch  mit  der  Polar-Iieciprocilät  in 
Se^ig  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnnng,  welch'  letztere  zugleich  in 
beiderlei  Sinne  als  Keriifläche  zu  betrachten  ist.  Jede  Erzeugende 
derselben  geht  in  sich  Aber,  indem  sieh  die  Polarebene  um  die 
Erzeugende  dreht,  wenn  der  Pol  auf  ihr  fortschreitet.  Für  A  =  00 
gibt  jeder  der  vorhergehenden  Falle  eine  entsprechende  kanonische 
Form;  sowohl  jeder  Oomplex  der  Schaar  (39),  als  jeder  Complex  der 
Schaar  (40)  bleibt  ungeändert. 

Soll  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  in  sich  übergeführt  werden, 
so  musa  ihre  Schnittcurve  mit  der  Kernfläehe  eine  sich  selbst  dua- 
listische Figur  sein,  also  aus  vier  Erzeugenden  oder  aus  einem  doppelt 
zählenden  Kegelschnitte  bestehen.  Bilden  die  vier  Erzeugenden  eiu 
eigentliches  Vierseit,  so  kann  man  in  Nr.  1  A  =  00  nehmen;  und 
ausser  der  Kernfläche  geht  nur  die  Fläche  XjX^^  —  X^X^  =  0 
in  sich  über.  Fallen  zwei  Seiten  des  Vieraeits  zusammen,  so  _artet 
die  in  sieh  transformirte  Fläche  nach  Nr.  2  in  das  Ebenenpaar 
XgXg  ^  0  aus,  uud  letzteres  wieder  im  Falle  Nr.  4  in  die  Doppel- 
ebene X/  =  0.   —  Berühren  sich    beide   Flächen   in   einem    Kegel- 
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Bclmitte  der  Ebene  X^  =  0,  so  kann  man  die  Gleiehimg  der  Kern- 
fiäche  in  der  Form  Xj^  +  X^^  -\-  Xg^  +  X/  =  0  annehmen;  die  der 
anderen  ist  dann  X[^  +  X^^  +  X^^  —  X^^  =  0,  und  man  bestätigt 
leieM,  dasa  durch  die  Oorrelation  Ut  =^  X;  die  Erzeugenden- Scliaaren 
der  letzteren  Fläche  sich  gegenseitig  vertauschen*). 

Nr.  8.  Es  sind  die  Gleichungen  (3),  Nr.  1,  p.  375,  anzuwenden. 
Die  beiden  Kernflächen  arten' in  einen  Kegel,  hes.  in  einen  Kegelschnitt 
aus;  äwei  Tangenten  des  leteteren  sind  sttgleich  Erzeugende  des  ersteren. 
Wir  haben: 

cm)   i^.  =  (''~H-^x..   o,  =  -A-'r^x,, 

U,  =  (x  +  lay'X„     U^=       l-^ß-^X^-j-xl-^(t-^X^; 
(31  d)     F~2UJf,  +  ?4^     /'=  2A^/5^X,Xa  +  (;c^  — ra«)X/; 

P,/  =  («ä  _  l'a')P,^,  P.,i  =  AV'-P,3, 

(32d)  P,/  =  «(;c  +  Aß)P,,  +  ,t/3(;i  +  l«)PM,     Fj^Xß(x--  ka)!-,.,, 
Pg/  =  k{x  —  Aß)Pj,  +  lß{x  ~  la)l\^,      l\l  =  lß{K  -\-la)F,,; 
(34d)  «Hi'M'  +  2^uA4)  -  ^'  {^J-'h  +  ßPi^T  =  0. 

Beachtenswerth  ist  das  eigenthümliche  Verhalten  der  Singularitäten- 
fläche dieses  Oomplexes.  Als  Oi-t  der  Punkte,  deren  Complexkegel 
in  ein  Ebenenpaar  ausartet,  ündet  man  nämlich: 

Xi'[(x'  —  A^K^)X/  4-  2i.^ß''X^Xs]  =  0, 
dagegen    als    Enveloppe    der    Ebenen    mit    zerfallendem    Couiplös- 
ke  gel  schnitte; 

Us^[2UJJ,  +  U/]^0. 

Die  Singularitäten  fläche  zerfallt  also  einerseits  in  den  Kegel  /'=  0 
und  die  doppelte  Ebene  des  Kegelschnittes  F^i),  andererseits  in 
letztere  Curve  und  die  .  doppelte  Spitze  jenes  Kegels.  Der  lineare 
Complex  P,   +  f?3i  '='  0  verwandelt  sich  in 

Aä(5V-Pi3  ~  (k'  -  ■^'«^)^34  =  0; 
»K  Sieh  tian'-formirt  werden  daher  die  heidm  su  einander  involiitorischen 
Comp?ej.e 

(33d)  A(3P,3  ±yiFa^  —  ^^Ps,,  =  0. 

Die  Breunfläche  der  den  Complexen  Z'^^  +  ftPg^  =  0  und  (34  d)  ge- 
meinsamen Congruenz  zeigt  ein  ähnliches  Zerfallen,  wie  die  Singulari- 
täteHfläche  des  letzteren  Oomplexes;  als  Punktgehilde  findet  man: 

*)  Vgl,  Näheres  hierüber  bei  dol  Poazo,  Rendjconti  dell'  Äecademia  di 
Napoli  1885. 
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und  als  Urahüllungsgebüde  von  Ebenen: 

In  sieh  transformirte  Flächen  zweiter  Ordnung  komiiien  in 
diesem  Falle  nicht  vor. 

Nr.  9.  Im  vorhergehenden  Falle  ist  cc  =  0,  ß  ^=  l  m  setsm  (vgl. 
Nr.  2,  p.  377).  Man  erkennt,  da.ss  den  beiden  Complesen  (33d)  eine 
und  dieselbe  Brennflaehe  zukommt. 

Nr.  10.  Es  sind  die  Formeln  von  Nr.  3,  p.  378,  anmzvmiden. 
Dieselben  ergeben: 

(30e)  ^  ^  ^^^ 

(31e)    F---2f/,Ü3  +  /7/,    /■=^'X/  + 2rK(3X,Z, --^ä(3=Xi^ 
Unbeschadet  der  Ällgemeinboit  kann  a  =  ß  ^  1  genommen  werden; 
dann  kommt: 

P^;  =  K^P^^  +  xi(P^i  -  P»|)  —  A^P.„     P,;  =  A^P«, 
(32e)  IJ,;  =  x^P„  +  »APgi  +  A^P,,,  P,,'=«AP43  +  A^P,„ 

P^;  =  M«P^^  +  xAP,2  —  X^l\^,  -p34'=«AP,i-"AäP,,; 

(34e}  «'(2P,4Pa4  +  F^^)  -  A\P,3  +  P^f  =  0. 

Die  Singularitätenfläehe  dieses  Oomplexes  besteht  als  Ort  von 
Punkten  aus  der  Doppelebene  X/ =  0  und  dem  Kegel  f=0,  als 
Envcloppe  von  Ebenen  aus  dem  Doppelpunkte  U^  =  0  und  dem 
Kegelschnitte  JP  =  0.  Die  Ebene  des  letzteren  beröhrt  jetzt  den 
Kegel,  und  die  Spitze  des  Kegels  liegt  auf  dem  Kegelschnitte.  Ausser 
dem  speciellen  Complexe  F^^  =  0  loird  hier  der  lineare  Complex 
(33e)  x'P,,  +  21^(P„  +  i',,)  =  0 

in  sich  transformirt. 

Die  früheren  Fälle  Nr.  4,  Nr.  5  und  Nr.  6  führen  nicht  zu  räum- 
lichen Correlationen. 

Nr.  11.  Der  su  liemtt^ende  Kegelschnitt  verfällt  in  ein  PimJcte- 
paar-^  die  betreffende  Oorreiation  ist  in  den  Formeln  von  Nr,  12, 
p.  386,  enthatten: 

(301)  r/,--7^\„,   cf,-.-fv„>    "'---w-    "«--ff' 

(31t)  F^iVJJ,,    /■=2X,X,i 
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(34f)  K^Pg/  -  l\a'P^^  +  i^Pig)^  =  0. 

Der    Oomples   zweiten    Grades    zerfällt   also    in   die    beiden  linearen 

Complexe 

(Ak  +  k)P,,,  +  Ai3P,a  =  0, 
welche    sich    vermöge    der    Correlation    unter    einander    vertaiisehen. 
Ausser  den  ebenen  Strahlbüscheln  P,3  +  f^Pl,  =  0  und  Ps,b+  fiP^^^O 
werden  die  beiden  su  einander  involutorisclten  Complexe 
(33f)  ?.ßl\^  ±Y^JF^~V^ F^^  =  0 

in  sich  fransformirl.    Ebenso  gefien  je  in  sich  über  die  beiden  Fläc'hm: 


XßX,  X^  ±  YaH'  —  x'  X3X4  =  0. 
Nr,  13.    Die  Axe  des  PunMepaares  gehört  dem  linearen  Complexe 
an.    Der  Fall  entsteht  aus  Nr.  13,  p.  386. 

(30g)  »-,  =  -5-,  u,—^_.  u,^f^  +  -;f^,  f/,=-5  +  'f|; 

(31g)  F=2Utn,,    /sSZ.Zj; 

P„'  =      k'P„  +  «J(/iP„  +  itP„l  +  )fafiF„, 
(32g)  P,,' =  —  « J/iP,,,  —  l'/S'-P„,  P„'= cif>.'F„,  F.J  =  iipx'r,,, 

P„'  —  -  »  J«P„  -  J"o'Pj„  P,/— ~i.|Sl' J'„; 
(34g)  «■P„'-J'(«P,. +  /SP„)>_Oi 

wir  haben  wieder  ein  Zerfallen  des  Complexea  zweiten  Grades  in  zwei 
lineare  Complexe.  Jeifer  Complex  der  swdfaeh  unendlichen  linearen 
Sßhaar 

Py,  +  P-P«  +  '(«P,,  -  fPvd  -  0 
gä4  in  sich  über. 

Nr.  13.    Das  Pimktepaar  artet   in  einen  Doppelpun/d  aus.     Der 
Fall  ist  in  Nr.  17,  p.  387  behandelt: 


(30b)  y,  =  — i    i/,--5  +  ^„    B,-- 

(31h)                                   F^U,',     f-sX,'; 

P„'  —       ix'i'P,,,                      P„'  — 

i'ß'P„ 

(321i)      P,,'  —       lißPn  -  l-'iifiP,,,     Pa  — 

-  l-'cßP, 

P„'  —  -  Kl/iP„  —  1'«J3P„,      P„'  ~ 

—  l'aßP, 

(341i)                                  (oP„  +  /»P„)=  _  0, 
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In  sich  werden  iransformirt  die  beiden  linearen  Complexe 

KP34  +  ßP^,  =  0, 
'Weiter  aber  auch  jeder  Öomplex  der  Schaar: 

aPs,  —  /3Pig  -f  /iPas  +  vF^^  =  0. 
Auch  die  frtthei-en  Fälle  Nr.  14,  15,  16,  18,  19,  p.  ;}86f.,  können 
in  ähnlicher  Weise  benutzt  werden,  fähren  aber,  wenn  man  die  noth- 
wendig  werdenden  und   dort  angedeuteten   Grenzübergänge  ausführt, 
nicht  zu  neuen  Correlationen. 

Unser  nraprünglicher  Zweck  war,  alle  dualistischen  linearen  Ver- 
wandtschaften aufzustellen,  welche  einen  gegebenen  linearen  Compiex 
in  sich  überführen;  statt  dessen  durften  wir  alle  überhaupt  mög- 
liehen  Correlationen  aufsuchen  und  für  jede  angeben,  welche  linearen 
Oomplexo  dieselbe  ungeändert  lässt.  Sehen  wir  von  den  speciellen 
Gomplexen  ab,  so  erhalten  wir  aus  dem  Vor  hergebenden  die  folgende 
tabellarische  Zusammenatenung*^): 

1)  zwei  zu  einander  involutorische  Gomplese  werden  in  sich 
transformirt  in  ISfr.  1,  3,  8,  9,  11,  13; 

2)  von  diesen  artet  einer  in  einen  ■  speciellen  Compiex  aus  in 
Nr.  2  und  Nr.  10; 

3)  eine  einfach  uneniäliche  Schaar  von  Comp!e\en  ctht  in  %ich 
über  in  Nr,  5,  und  gleichzeitig  eine  andere  zweifach  unendliche 
Schaar,   welche   mit  der  erateren  Schaar  einen  Compiex  gemein  hat, 

4)  desgleichen  eine  zweifach  unendliche  lineare  Schaai  in  Ni    12, 

5)  desgleichen  eine  ebensolche  Schaar  und  ausserdem  ein  zu 
allen  Gomplexen  dieser  Sehaar  involutoriach  hegender  Compiex, 

Eine  entsprechende  Tabelle  kann  man  leicht  für  die  reeiproken 
Transformationen  der  Flächen  zweiter  Ordnung  in  sich  aus  den  vor- 
stehenden Betrachtungen  zusammenstellen;  denn  auch  dieses  froher 
nur  flüchtig  berührte  (p.  389)  Problem  ist  mit  erledigt.  Es  werden 
in  sich  transformirt: 

1)  zwei  discrete  Flächen,  die  sich  in  einem  Vierseite  durch- 
schneiden in  Nr.  1,  Nr.  3,  Nr.  11; 

2)  eine  einzelne  Flache  (indem  die  andere  in  ein  Ebenenpaar 
oder  in  eine  Doppelebene  ausgeartet  ist)  in  Nr.  2  und  Nr.  4; 

3)  ein  Büschel  von  Flächen  in  Nr.  5 ; 

4)  eine  zweifach  unendliche  lineare  Schaar  in  Nr,  6; 

5)  bei  der  Polarreciprocitat  (Nr.  7)  für  jedes  auf  der  Grund- 
fläche   mögliehe   Vierseit    eine  durch  dasselbe   hindurchgebende  und 


*)  Einige  der  besonderen  Fülle  sind  von  Voss  &.  a.  0.  ei-wähnt. 
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für  jeden   auf  ihr   möglichen  Kegelschnitt   eine   längs   desselben  be- 
rührende Fläche. 

üeberdies  aber  hatten  wir  willkommene  Gelegenheit,  eine  Reihe 
voQ  hervorragend  wichtigen  Begriffen  aus  der  Liiiiengeometrie,  ina- 
besondere aus  der  Theorie  der  Complexe  zweiten  Grades  ku  erörtern. 
Auch  die  vorkommenden  Ansai-tungen  der  Kernflächen  verdienen 
unsere  nähere  Beachtung  wegen  der  dabei  stets  gewahrten  Dualität. 
Während  man  nämlich  durch  eine  Gleichung  in  Punkt-  oder  Ebenen- 
Coordinaten  den  Fall,  wo  eine  gegebene  Fläche  als  Ponktgebilde  in 
einen  Kegel  oder  ein  Ebenenpaar  ausartet,  als  Ebenengebilde  gleich- 
zeitig in  eine  ebene  Ourve  oder  ein  Punktepaar  degenerirt,  nicht 
mehr  behen'scht  (vgl.  p.  147  ff.),  ist  man  dtirch  Einführung  gewisser 
Correlationen  (p,  410  und  411)  im  Stande,  beide  Arten  von  Aus- 
artungen gleicheeitig  7.u  behandeln. 

XXI.  Die  eindeutige  Abbildung:  der 'Flächen  zweiter  Ordnung  auf 
eine  Ebene. 
Wie  man  die  Geometrie  der  Ebene  (der  Fläche  erster  Ordnung), 
d.  li.  die  Theorie  der  ebenen  Curven  und  aller  in  der  Ebene  mög- 
lichen mathematischen  Figuren  (die  sich  immer  aus  Curven  und 
Punkten  zusammensetzen)  besonders  behandelt,  so  kann  man  die 
Geometrie  anf  einer  jeden  Fläche  besonders  ausbauen,  d.  h.  die  Theorie 
der  auf  ihr  möglichen  Curven  entwickeln,  ohne  dabei  auf  die  Be- 
ziehungen dieser  Curven  zu  ausserhalb  der  Fläche  gelegenen  Gebilden 
Rücksicht  zu  nehmen.  Eine  solche  „Geometrie  auf  der  Fläche"  soll 
hier  für  Flächen  zweiter  Ordnung  durchgeführt  werden.  Es  gelingt 
dies  mit  Hülfe  der  sogenannten  eindeiit-^m  Äbhüdung  der  Fläche  auf 
eine  Ebene,  d.  h.  durch  Herstellung  einer  eindeutigen  Beziehung,  ver- 
möge derer  jedem  Paukte  der  Fläche  ein  Punkt  der  Ebene  und 
jedem  Punkte  der  Ebene  ein  Punkt  der  Fläche  zugeordnet  ist,  wobei 
allerdings  in  einzelnen  „Fundamental punkten"  die  Eindeutigkeit  ge- 
stört sein  kann.  Vermöge  einer  solchen  Zuordnung  ist  dann  die 
Geometrie  auf  der  Fläche  zurückgeführt  auf  die  ebene  Geometrie; 
und  in  der  That  werden  wir  sehen,  wie  sich  die  auf  der  Fläche  ge- 
legenen Raumcurven  mittelst  der  einzuführenden  Abbildung  einfach 
studiren  lassen. 

Diese  Abbildung  erhält  man  sehr  leicht  in  folgender  Weise.  Ea 
sei  Ä  ein  Punkt  der  Fläche  zweiter  Ordnung  (die  wir  auch  kurz 
als  I''2  bezeichnen  werden).  Eine  beliebig  durch  A  gelegte  Gerade 
schneidet  die  Fläche  noch  in  einem  weiteren,  von  Ä  verschiedenen 
Punkte  P  und  trifft  irgend  eine  als  „Bildebene"  beliebig  angenommene 
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Ebene  E  noch  in  einem  Punkte  Q.  Den  Fuiikt  Q  nennen  wir  dann 
das  Bild  des  PunJctes  P,  So  zeigt  sich  die  ganze  Fläche,  Punkt  für 
Punkt,  auf  die  Ebene  abgebildet;  jedem  Punkte  P  der  F^  entspricht 
ein  Punkt  Q  der  Ebene  E,  und  umgekehrt.  Eine  Ausnahme  tritt 
für  den  Punkt  A  selbst  ein;  denn  die  Linie  A-P  wird  unbestimmt, 
wenn  P  mit  A  identisch  ist;  gleichwohl  erhält  mau  beim  Grenz- 
übergänge auch  hier  eine  bestimmte  Linie,  indem  man  den  Punkt  P 
allmähhch  an  A  heranrücken  lässt.  Dann  aber  ergeben  sich  unend- 
lich viele  Punkte  der  Bildebene,  die  als  Bildpunkte  von  Ä  angesehen 
werden  dürfen:  jede  Tangente  der  Fläche  im  Punkte  A  ist  als  Ver- 
bindungslinie von  A  mit  einem  unendlich  benachbarten  Punkte  P 
anzusehen,  sehneidet  also  die  Bildebene  in  einem  Punkte,  welcher 
beim  Grenzü  her  gange  als  Bild  von  A  erscheint.  Diese  unendlich 
vielen  Bildpunkte  von  A  erfüllen  in  der  Bildebene  PJ  eine  gerade 
Linie  G,  die  Schnittlinie  von  E  mit  der  Tangentialebene  der  F^  in  A. 
Der  Projedionspimkt  A  wird  also  nickt  ihwch  einen  Funkt,  sondern 
dwch  alle  Pwikte  einer  Geraden  abgebildet;  er  heisst  deshalb  ein 
Fundamentalp  unkt  der  Abbildung. 

Jede  auf  der  JF'g  gelegene  Curve,  welche  durch  A  geht  und  in 
A  eine  bestimmte  Tangente  AP  besitzt,  hat  zum  Bilde  eine  ebene 
Curve  in  E,  welche  die  Bildgerade  G  von  A  in  demjenigen  Punkte  Q 
schneidet,  in  welchem  sie  von  der  Linie  AP  getroffen  wird,  denn  dem 
«u  A  unendlich  benachbarten  Punkte  P  der  Curve  entspricht  eben 
der  erwähnte  Punkt  Q.  Aber  im  Allgemeinen  wird  die  Gerade  G 
von  der  ebenen  Büdcurve  mehrmals  getroffen  werden.  Entspricht  auch 
umgekehi-t  jedem  solchen  Schnittpunkte  eine  Tangente  der  auf  F<i 
gegebenen  Räumern  ve  im  Punkte  A'  Das  kann  offenbar  nicht  der 
Fall  sein,  denn  dann  musste  jedci  algebraischen  Curve  der  Ebene  E 
auf  Fs  eine  Curve  mit  mehilachem  Punkte  in  A  entsprechen.  Diese 
scheinbare  Schwierigkeit  lot>t  sich,  wt,nn  man  beachtet,  dass  zwei  der 
Tangenten  des  Punktes  A  ginz  in  dei  Fläche  liegen,  nämlich  die 
beiden  durch  A  gehenden  Eizeugenden  der  Fläche.  Alle  Punkte 
einer  solchen  Erzeugen  leu  liefern  eme  und  dieselbe  Verbindungslinie 
mit  A;  eben  wiedei  dieselbe  Eizeugende;  alle  diese  Punkte  werden 
also  durch  einen  und  denselben  Punkt  der  Ebene  E  abgebildet.  Es 
ergehen  sich  so  zwei  ausgezeichnete  Punkte,  0  und  0',  in  E,  welche 
auf  der  Geraden  G  hegen,  und  denen  tuf  der  jFg  je  unendlich  viele 
Punkte  entsprechen,  nimhch  ille  Punkte  der  beiden  Erzeugenden 
(Fundamentatgeraden)  A  0  und  A  0  .  Umgekehrt  nennt  man  0  und  0' 
Fu/ndoiH^al^mnlte  der  Bildebene  und  G  wird  in  dieser  Ebene  als 
e  bezeichnet;  allen  Punkten  einer  Fundamentalgeraden 
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entspricht  ein  und  derselbe  Puuktj  und  jedem  Pundamentalpunkte 
sind  nuendlich  viele  Punkte  zugeordnet;  auf  der  F^  gibt  es  einen 
Pundamentalpuakt  und  zwei  Fundamentalgeraden,  im  Bilde  eine  Funda- 
mentalgerade und  zwei  Fundameutalpuakte*).  Da  hiernach  die  beiden 
Erzeugenden  AO  und  AO'  für  die  Abbildung  von  wesentlicher  Be- 
deutung sind,  so  wird  man  bei  der  vorliegenden  Untersuchungj  insofern 
es  auf  die  Realität  der  zu  benutzenden  Punkto  uod  Linien  ankommt, 
die  gera(51iuigen  Flächen  von  den  nicht  geradlinigen  unterscheiden 
müssen.  Wir  denken  bei  unserer  Darstellung  zunächst  an  eine 
Flache  mit  reellen  Erzeugenden;  die  spätere  üebertragung  auf  Flächen 
mit  imaginären  Erzeugenden  bietet  keine  Schwierigkeit,  wie  das  Bei- 
spiel der  Kugel  zeigen  wird. 

Indem  wir  jetzt  mit  dem  Studium  der  Curven  auf  unserer  F^ 
beginnen,  fragen  wir  zuerst,  wie  sich  die  Erzeugenden  der  Fläche 
bei  der  Abbildung  verhalten.  Das  System  von  Erzeugenden,  zu 
welchem  die  Gerade  Ä-0  gehört,  bezeichnen  wir  als  Erzeugenden- 
system erster  Art;  die  anderen  Erzeugenden,  unter  denen  also  A-0' 
vorkommt,  bilden  dann  das  System  zweiter  Art.  Eine  Erzeugende 
erster  Art  wird  abgebildet,  indem'  wir  durch  sie  und  durch  den 
Punkt  A  eine  Ebene  legen,  und  diese  Ebene  mit  der  Bildebene 
zum  Schnitte  bringen.  Die  entstehende  Schnittlinie  rauss  dann  durch 
den  Fundamentalp  unkt  0'  geben,  denn  jede  Erzeugende  erster  Art 
sehneidet  die  Erzeugende  AO'  in  einem  gewissen  Punkte  und  jeder 
Punkt  der  letzteren  wird  durch  denselben  Punkt  0'  abgebildet.  Dieses 
einfach  unendliche  System  von  Erzeugenden  erster  Art  gibt  also  im 
Bilde  die  einfach  unendlich  vielen  Strahlen  des  Büschels  mit  dem 
Centrum  0';  ebenso  sind  die  Bilder  der  Erzeugenden  zweiter  Art 
gegeben  durch  die  Strahlen  des  Büschels  mit  dem  Centrum  0:  Das 
Nets  der  Erzeugenden  unserer  Fläche  liefert  im  Bilde  das  Netz  der 
Strahlen  dieser  beiden  Büschel. 

Aus  dieser  Abbildung  liest  man  umgekehrt  die  beiden  funda- 
mentalen Sätze  ab,  daas  zwei  Erzeugende  gleicher  Art  sich  nie,  zwei 
Erzeugende  verschiedener  Art  sieb  stets  schneiden.  Zwar  schneiden  sich 
in  der  Ebene  E  die  Bilder  alier  Erzeugenden  erster  Art  in  0',  aber 
jeder  von  0'  ausgehenden  Richtung  entspricht  ein  bestimmter  Punkt 
der  Linie  AO',  ganz  wie  jeder  Fortsehre itungsricbtuug,  die  auf  der 
F^  von  A  ausgeht,  nach  Obigem  ein  bestimmter  Punkt  der  Linie  G 
zugehört.    Zwei  Curven  der  Bildebene  also,  die  sich  in  0'. sehneide», 

*)  Diese  Fundame ntalgebilde  h-eten  ia  entspreoheniiei-  Weise  bei  den 
Ci'eiuona'aohenl'ranafoLmationeii  dev  pbcnen Geometrie  auf;  vgl.  Bd.  I,  p.476fl'. 
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sind  aufzufassen  als  Bilder  von  Raumcurven,  die  auf  der  F^  durch 
zwei  verschdedene  Punkte  der  Erzeugenden  AO'  hindurchgehen,  so 
dass  dem  Sclinittpunkte  0'  in  E  auf  der  F^  kein  Schnittpunkt  der 
betieffeudea  Rannacuiven  entspricht  Dasi  sich  zwei  Erzeugende 
gleicher  Alt  nicht  tieffen  hndet  also  m  dei  Btld  Eb  ue  '.einen  Aus 
diiick  m  dem  Lm^itinde  UiS  ihie  B  Idei  sich  nui  in  einem  dei 
Fundiuientalpunkte  (0  oder  0  )  be^^egnen  Die  Bildei  zweiei  Ei 
zeugenden  ^eischiedenei  Art  dagct,en  gehen  nicht  durch  deuseUen 
r un d am pnt alpunkt,  schneiden  sith  Tielmelu  m  einem  indüicn  Fun!  te 
von  F  dei  luch  nicht  luf  G  hegt  In  jedem  solchen  Punkte  ist  diu 
Em  ieutigkeit  doi  Ähbildun^  nicht  gestoit  dem  Schnittpunkte  dei 
Bildcurven  entspiicht  diher  aith  em  Schnittpunkt  dei  zu^ehoiigen 
Rdumcuven  aut  dei  F^  lusbesondeie  schneiden  sich  scmit  zwei  Ei 
zeugende  verachiedenei  Ait  Bpi  diesei  Betiachtung  ist  dei  beidtn 
Büscheln  gemeinsame  btrahi  (r  nicht  als  Bild  einer  Erzeugenden  m 
Anspiuch  7U  nehmen,  denn  alle  seine  Innlie  smd  uns  ^Is  Bildet  des 
Projeetionspunktes  4  schon  bokinnt  Schneiden  lemnach  zwei  ebene 
Curven  die  Geiade  &  m  verschiedenen  Punkten  so  sind  sie  in7u 
sehen  ais  Bildei  von  Raumcurven,  welche  sich  in  -1  achneiden,  aber 
m  vei&chiedenenen  Richtungen  duich  Ä  hiidnichgehen 

Um  nun  allgemein  die  Bildei  der  Raumcurven  zu  studiien  nehmen 
wir  zunächst  an  dasa  dieselben  nicht  duich  den  Piojectiunspunkt 
hindurchgehen  Untei  diesei  Voriussetzung  gilt  der  Satz,  daas  da 
Bild  einet  Baiimruroe  «*"  Oiäimnj  gegebfn  untd  dwdi  eine  ebene  Cwn 
n^  Oidnung  Die  von  A  aus  nach  den  Punkten  dei  Kaumcurve  t,e 
zugenen  Piojectionsstiahlen  bilden  einen  Kegel  doi  aif  dei  Bild 
ebene  die  entspiechende  ebene  Ourve  ausschneidet  I>ie  Oidnin^ 
dei  Bildciive  ist  gleich  dei  Anzihl  ihici  Schnitti unkte  mit  emti 
behebigen  Gel^den  g  legen  wu  nun  diuch  /  nnd  1  eine  Ebene,  so 
wild  diese  von  dei  Raum  C  det  Definition  nach  ni  H  Punlten 
getroffen;  nach  letzteren  gehen  von  A  aus  n  Projections strahlen, 
welche  auf  g  n  Punkte  der  Bildcurve  bestimmen.  Letztere  ist  also 
auch  von  der  n*^"  Ordnung,  w.  z.  b.  w. 

Für  eine  Curve  auf  der  F^  ist  in  erster  Linie  ihr  Verhalten  zu 
den  beiden  Brzeugenden-Schaaren  charakteristisch.  Durch  irgend  zwei 
Erzeugende  verschiedener  Art  kann  man  eine  Ebene  legen;  dieselbe 
muss  von  der  Raum-C«  in  n  Punkten,  welche  gleichzeitig  auf  der  F^ 
liegen,  getroffen  werden.  Zwei  Ersmgmde  verschiedener  Art  werden 
daher  von  einer  mtf  dei-  F^  gelegenen  Curve  w'*"'  Ordntmg  giisammen 
immer  in  n  Punkten  geschnUle^t.  Daraus  folgt  sogleich  weiter:  alle 
len  gleicher  Art  schneiden  die  Curven  in  gleich  vielen  Punlrten. 
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Inabesondere  weiden  ^uch  die  Erzeugenden  AO  und  ÄO'  von 
der  Raum-Ca  zusammen  m  n  Punkten  getioffen,  folglich  geht  die 
zugehörige  ebene  Bildouiye  zusajnuien  n  mal  durch  die  beiden  Punda- 
mentalpuntte  0,  0',  so  dass  die  Gei.tde  (?  ihr  nur  jn  diesen  Funda- 
mentalp unkten  begegnet  So  erklärt  es  sich,  dass  die  Gerade  G  von 
der  ebenen  C„  «-mal  geschnitten  weiden  kann,  und  dass  die  ent- 
sprechende Cfl  auf  der  F    dorh  nicht  duich  A  geht 

Einer  ebenen  Curve,  welche  a-mil  duich   0   und  6-mal  durch 

0  ^el  t  wob  +  6  =  ent  p  1 1  1  einach  auf  dei  F^  eine  uu- 
eVen  T  rve  v  lebe  a  mal  jele  E  zeugeide  eister  Alt  und  &-mal 
j  de  E  genle  a^fteter  Art  trflt  nd  n  cht  duich  A  geht.  In  der 
Ih  t  glt  a  ch  jede  F  zeusjfnle  e  ter  Alt  als  Bild  eme  durch  0' 
gelenle  de -ade  von  deien  &  Inttpunkten  mit  dei  ebenen  C„  schon 
?  0  zusamn  enfalien  welc!  e  lao  de  ■  C',  ausserdem  nur  noch 
a  mal  begeg  en  1  nn  unl  1  e  a  funkte  sind  die  Bilder  der  a 
Sebn  ttpunkte  n  ere  E  zeu  e  len  e  ster  Ait  mit  der  Baum-(7„. 
le  le  C  ve  a  f  ier  F^  kon  men  so  z  ve  charakteristische  Zahlen 
n    h  7.      se  h<m%    f     1  en    Vnlilt&t  s     den  heidem,  Schaaren  von 

1  e  -getdei  d  ck  d  s  S/n  hol  [n  &1  cl  a  ahtertsirt  werden,  wobei  die 
S  e  a  -\-h  jJe ch  d^r  0  I  utg  fe»  Sa  tmwree  ist  imd  letztere  nicld 
]  cl  den  P  ojecf  on^nH  gehet  soll  Ist  die  Ordnung  n  gegeben, 
o  1  al  en  w     al  o  f  )  e   le  ve    ch  e  le  e  Möglichkeitien : 


«  =  M,  b  =  0. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dasa  der  erste  und  letzte  Pall  nicht 
au  einer  eigentlichen  Baumcurve  Veranlassung  geben,  denn  eine  ebene 
Curve,  welche  einen  «-fachen  Punkt  z.  B.  in  0  bat,  zerfällt  in  n 
durch  0  gehende  Gerade;  die  entsprechende  ßaumcurvo  n^^  Ordnung 
zerfällt  also  in  n  Erzeugende  des  Systems  zweiter  Art.  Alle  anderen 
aufgeführten  Fälle  aber  geben  wirkliche,  nicht  zerfallende  Kaumcurven, 
denn  man  kann  ihre  ebenen  Bilder  als  nicht  zerfallende  Curveii  an- 
geben. Auf  der  F2  giebt  es  also  n  ~-  1  verschiedene  Klassen  voji 
Uaumeurveu  )?*"  Ordnung;  diese  Klassen  sind  einander  paarweise 
zugeordnet,  indem  immer  die  r"  Klasse  von  der  (n  ~  r  -\-  tf^  nicht 
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L  verscliieden  iat,  vielmehr  die  eine  aus  der  anderen  durch 
Vertauschimg  der  beiden  Erzeugendea- Schaai'en  entsteht.  Bei  ge- 
radem n  bleibt  eine  Klasse  übrig,  cbarakterisirt  durch  das  Symbol 
— ,  — J,  welcher  keine  andere  in  der  genannten  Weise  zugeordnet 
ist.  Auf  einer-  Flädie  smeiter  Ordnum)  giebt  es  bei  tmgerade^i  n  dem- 
nach ~  wirMich  v^schiedme  Gatkmgen  {Specks)  von  Baumcurven 
«*™  Ordnung  und  -^  'Verschiedene  Gatkmgen  hei  geraden  n. 

Für  «  =  1  haben  wir  die  beiden  Systeme  [0,  1]  und  [1,  0), 
offenbar  die  beiden  Sehaaren  von  Erzeugenden  selbst.  Diese  Schaaren 
sind  in  der  eben  gefundenen  Anzahl  —  —  nicht  enthalten,  denn  die 
beiden  Fälle  «  =  0,  h  =  n  und  ö  =  «,  ?)  ==  0  sollen  bei  der  Zählung 
ausgeschlossen  sein. 

Die  Annahme  n  =  2  gibt  nur  die  eine  Schaar  \\,  1].  Es  sind 
dies  die  ebenen  Schnitte  der  Fläche;  in  der  That  schneidet  jeder  auf 
ihr  liegende  Eegelsehnitt  jede  Erzeugende  einmal.  Gehen  wir  zur 
Bildebene  über,  so  entspricht  dem  ebenen  Schnitte  nach  unseren  all- 
gemeinen Erörterungen  eine  C^,  welche  durch  0  und  0'  je  einmal 
hindurchgeht.  Soleher  Kegelschnitte  mit  zwei  festen  Punhten  gibt 
es  in  der  Ebene  B  noch  dreifach  unendlich  viele,  da  erst  fünf  Punkte 
eine  Ourve  zweiter  Ordnung  bestimmen,  und  auf  der  F^  ist  ein  ebener 
Schnitt  ebenfalls  von  drei  Parametern  abhängig.  Unter  den  Kegel- 
schnitten durch  0  und  0'  kommen  insbesondere  solche  vor,  die  in 
ein  Linienpaar  zerfallen,  entweder  geht  dann  eine  Linie  des  Paares 
durch  jeden  der  beiden  festen  Punltte,  und  der  entsprechende  ebene 
Schnitt  berührt  die  F^;  oder  eine  Linie  des  Paares  fällt  mit  der  Ge- 
raden G  zusammen,  während  die  andere  ganz  beliebig  in  JS  liegen 
kann.  Die  letztere  ist  dann  offenbar  das  Bild  eines  auf  der  F^  ge- 
legenen Kegelschnittes,  dessen  Ebene  durch  A  selbst  hindurchgeht. 
Da  nunmehr  der  Punkt  A  auf  der  abzubildenden  Curve  liegt,  und 
da  derselbe  durch  alle  Punkte  von  G  abgebildet  wird,  so  ist  es 
natürlich,  dass  die  Linie  G  als  Theil  der  Bildeurve  aufgefasst 
werden  muss. 

Aus  der  ebenen  Geometrie  wissen  wir  (Bd.  f,  p.  146),  dass  die 
Ueaammtheit  aller  Kreise  einer  Ebene  sich  analytisch  ebenso  verhält, 
wie  die  Gesammtheit  aller  Kegelschnitte  mit  zwei  festen  Punkten; 
diese  festen  Funkte  sind  für  die  Kreise  imaginär,  es  sind  die  so- 
genannten unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte.  Die  Losung 
jeder  Aufgabe  über  die  Bestimmung  von  Kreisen  in  der  Ebene  bedingt 
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die  Lösung  einer  entspreehenden  Aufgabe  für  Kegelschnitte  mit  zwei 
gemeinsamen  Punkten;  und  diese  wiederum  gibt  uns  nach  der  eben 
erörterten  Abbiidungstlieorie  die  Lösung  einer  Aufgabe  über  Kegel- 
schnitte auf  der  F^.  Die  Theorie  der  ebenen  Schnitte  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  ist  daher  nicht  wesentlich  verschieden  von  der 
Theorie  der  Kreise  in  einer  Ebene*).  Wenn  man  z.  B.  in  der  Ebene 
das  Problem  gelöst  hat,  einen  Kreis  zu  consiruiren,  welcher  drei 
gegebene  Kreise  berührt  (vgl.  Bd.  1,  p.  158  ff.),  so  kann  man  mittelst 
leichter  Uebertragungen  auf  einer  F^  die  Construction  eines  ebenen 
Schnittes  angeben,  welcher  drei  gegebene,  ebene  Schnitte  der  Fläche 
berührt.  Ebenso  läast  sich  i3as  Malfatti'sche  Problem,  welches  drei 
Kreise  zu  bestimmen  lehrt,  die  sich  unter  einander  berühren,  und 
von  denen  jeder  einen  von  drei  gegebenen  Kreisen  tangirt,  aus  der 
Ebene  auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung  Übertragen. 

Für  M  =  3  ergeben  sich  die  beiden  Curvensehaaren  [1,  2]  und 
[2,  1].  Jede  Curve  der  ersten  Schaar  schneidet  jede  Erzeugende 
erster  Art  in  einem  Punkte,  jede  Erzeugende  zweiter  Art  in  zwei 
Punkten,  ihr  ebenes  Bild  geht  einmal  durch  0  und  zweimal  durch 
0',  ist  also  eine  durch  0  gehende,  ebene  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  in  0'  einen  Doppelpunkt  hat.  Umgekehrt  verhalten  sich  die 
Curven  der  anderen  Schaar  zu  den  Erzeugenden.  Beide  Gattungen 
von  Curven  sind  sonst  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden, 
ihre  Eigenschaften  sind  uns  aus  früheren  Untersuchungen  bekannt 
(Tgl.  p.  237  ff.). 

Der  Fall  w  =  4  führt  zu  neuen  Resultaten.  Wir  hjben  die  drei 
Curvengattungon 

[.l,  3],     [2,  2|,     [3,  1], 

*)  Wenn  die  -F»  msbeaondeie  eine  Lngel  iit  und  wpmii  die  Büdebene  fiii 
Tango nteaebane  von  i  pirallel  gewählt  wiid  bO  fallen  dio  Funl  tp  O  und  O 
direkt  m  dio  imdgmaien  kiPi^punkte  der  Bildebene  es  entsteht  so  die  unten 
iio(h  nBhei  /a  be'piechende  i,tmeog>aphtsc}f  Pittjeetion  dm  Kugel  Darch  Vei 
illgeme  nerung  dei  letzteien  wuide  «mgelceliit  Chasles  zur  Abbildnng  dei  all 
gemeinen  P^  gefühlt  treigonne  s  Annales  de  matb  t  18  et  li  und  Apei^n 
historiqne  p  219  Anmeiking  (1837)  Die  aQaljtische  Abbildung  dei  F^  mittelst 
dei  Parametei  ihrei  beiden  Frzeageaden  Schiaren  oikannte  Pluekei  Cnile  = 
Journal  Bd  34  (1847)  Dia  Studium  der  illgpiripmen  HiuniLiiiveii  anf  dei  P^ 
gaben  gleichzeitig  (1861)  Ca jley[Philoaopbioi.lMigaainp)  undChialeB  (Comptes 
renduB,  t  51)  entwickelten  auch  dip  unten  abgeleiteten  analytischen  Foimeln  — 
Die  Uebertragung  des  Maliatti  sehen  ProblemB  auf  die  ebenen  bchnitte  der  F 
hat  Ciyle^  geniuci  yerfolgt  PhiloEophical  1  ransai-tiona  1852  (vgl  Clebsch, 
Cielle  8  Journal,  Bd  531  dds  ent'ipie''lieiide  Pioll  u  iui  ebeni  ^(.linitt  dei 
Kii^el  <*    hellt  i    h,  Grelle  u   Toum  il    Bl    45 
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Ton  deucn  die  dritte  sich  von  der  ersten  uur  durch  ihr  Vei'halteü 
■gegenüber  den  beiden  Erzeugenden-Sjstemen  unterscheidet.  Die 
Curven  [2,  2]  sind  die  schon  frülier  von  uns  betrachteten  Schnitt- 
curven  der  gegebenen  F^  mit  einer  anderen  Fläche  zweiter  Ordnung, 
denn  diese  andere  Fläche  wird  von  jeder  geraden  Linie,  also  auch 
von  jeder  Erzeugenden  unserer  F^  in  zwei  Punkten  getroffen.  Ebenso 
gilt  allgemein  der  Satz,  dass  als  vollständiger  Dm-chschnüt  der  vor- 
gelegten F^  mit  einer  gewissen  Fläche  m'^  Ordmtng  stets  eine  Ourve 
2m*"  Ordmmg  von  der  Gattung  [m,  m]  erhaiten  wird.  Den  Ourven 
[2,  2],  welche  als  Ourven  vierter  Ordnung  erster  Speoks  bezeichnet 
werden,  stehen  die  Ourven  [1,  3J,  resp.  [3,  1]  als  Ciirven  vierter  Ord- 
nung swdter  Spedes*)  gegenüber.  Die  Bilder  jener  ersten  Speciea 
sind  Ourven  vierter  Ordnung  mit  je  einem  Doppelpunkte  in  0  und 
0',  die  Bilder  der  zweiten  Species  dagegen  Cnrven  vierter  Ordnung 
mit  einem  dreifachen  Punkte  in  0  oder  0'  und  ei]:em  einfachen 
Punkte  bez.  in  0'  oder  0**). 

Liegt  allgemein  eine  Curve  [a,  &]  vor,  wo  a'^h,  so  kann  die- 
selbe zu  einer  Curve  2a^^'  Ordnung  von  der  Gattung  \a,  a]  ergänzt 
werden  durch  Hinzunahme  von  a  —  h  Erzeugenden  desjenigen  Systems, 
dessen  Gerade  a-mal  von  der  Ourve  getroffen  werden.  Eine  Curve 
[ö,  &],  tvo  a  >  &,  gibt  daher  &.isam'mßn  mit  a  —  h  Erseugemlßn  den 
vollständigen  DurckscJmitt  der  vorliegenden  F'^  mit  einer  Flädie  a^' 
Ordnung.  Insbesondere  bildet  eine  Curve  vierter  Ordnung  zweiter 
Species  zusammen  mit  zwei  Erzeugenden  die  vollständige  Schnitt- 
cuiTe  der  F^  mit  einer  Fläche  dritter  Ordnung. 

Fragen  wir  noch,  wie  sieh  vorstehende  Beirack^Mtgen  modifidrent 
wenn  die  ^mUldenden  Bamncurven  durch  den  ProjecMonspunlct  seihst 
hindurehgehen.  Für  den  Fall  n  >=  2  haben  wir  die  Antwoi-t  bereits 
gegeben:  von  dem  Kegelschnitte  im  Bilde  sonderte  eich  die  Gerade  G 
einfach  ab;  Analoges  tritt  im  Allgemeinen  ein.  Der  Richtung,  in 
welcher  die  Kaumcurve  durch  A  geht,  entspricht  ein  bestimmter 
Punkt  der  Fundamental-Geraden  (?;  dm-eh  ihn  muss  die  Bildcurve 
hindurchgehen.  Ist  nun  die  ßaumcurve  durch  das  Symbol  [a,  bj 
char akter iairt,  wo  a  -{-  h  '=  n,  so  wird  die  Erzeugende  AO  ausser  in 
A  nur  noch  (a  —  1)  mal  von  ihr  getroffen,  und  die  Erzeugende  AO' 


*)  Vgl.  oben  die  erste  Hote  zn  p.  207. 

**)  Man  folgert  hieraus,  dasE  die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Cj  zweite 
Speciea  sich  eXä  rationale  FuDctionen  eiuea  Parameters  daratellen  lassen,  währen 
fiir  die  erste  Species  elliptiscbe  Functionen  nötliig  sind  (vgl.  Bd,  1,  p.  88 
und  903).  Das  genanere  Studium  dieser  Eaumcurvon  bloibt  einem  spätei-e 
Äbaohnitte  des  voriiegenden  Werkes  vorbehalten. 
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nur  aocti  (ö  ■—  l)mal.  Dem  «utspreclieud  yoht  die  ebene  Bildourve 
(a  ~  l)mal  durch  0  und  (h  ~  1)  mal  durch  0',  sie  trifft  also  die- 
Linie  G  im  Ganzen  in  («  —  1}  +  (ö  —  1)  -|-  1  =  w  —  1  Punkten, 
d.  h.  sie  ist  von  der  Ordnung  n  —  1.  Die  Erniedrigung  der  Ordnung 
um  eine  Einheit  erklärt  sieh  dadurch,  dass  sich  vom  Bilde  die  Funda- 
mental-Gerade G  abgesondert  hat;  ebenso  wird  sich  diese  Gerade 
7i;-mal  absondern,  wenn  die  Raumcurve  fe-mal  durch  A  geht,  und 
so  kommen  wir  au  folgendem  Satze:  Mnef  Baumeurve  n^  Ordnmtg 
vom  Typiis  [a,  6],.  welche  in  A  emen  h- fachen  PmtM  hat,  mt^richt 
im  Bilde  eine  e&me  Otme  (w  —  7c)'™  Ordnung,  welche  {a  —  k)  mal 
durch  0  und  (b  —  Je)  mal  durch  0'  geht  und  die  Lmie  -G  aiisserdem 
noch  in  /c  Punhtisn  trifft.  Von  den  letzteren  werden  mehrere  zusammeu- 
i'alieu,  wenn  von  den  Zweigen,  des  Ä-faehen  Punktes  der  Baumcuvve 
sich  mehrere  berühren;  weitere  Besonderheiten  in  den  vielfachen 
Punkten  0  und  0'  werden  eintreten,  wenn  die  Schnittpunldie  der 
Raumcurve  mit  den  Erzeugenden  AO  uud  AO'  nicht  sämmtlich  von 
einander  verschieden  aind;  die  Ä-einfachen  Schnittpunkte  der  Bild- 
curve  mit  G  werden  sich  theilweise  mit  0  oder  0'  vereinigen,  wenn 
die  beiden  durch  A  gehenden  Erzeugenden  in  diesem  Punkte  von 
den  k  Zweigen  der  Raumcurve  theilweise  berührt  werden.  Auf  diese 
als  Grenafitlle  zu  behandelnden  Besonderheiten  gehen  wir  hier  nicht 
näher  ein. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  analytischen  Darstellung  der  be- 
sprochenen Verhältnisse.  2wei  Kanten  des  Coordinaten  -  Tetraeders 
soUeu  mit  den  Ei-zeugenden  AO  und  AO'  zusammenfallen,  zwei 
andere  Kanten  mit  den  beiden  anderen  durch  0  bez.  0'  gehenden 
Erzeugenden,  welche  sieh  uoch  in  S  treffen  mögen.  Dann  kann  die 
Gleichung  der  gegebenen  F^  auf  die  Form 

(1)  XyX^   —  x.fy  =  0 

gebracht  werden  (vgl.  i>.  147).  Hierbei  sei  a^^  =  0  die  Ebene  AOO', 
x.^  =  0  die  Ebene  AOB,  x-^^O  die  Ebene  AO' B,  x^  =  0  die  Ebene 
BOO'.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Bildebene 
seien  1,,  1^,  1^  und  die  Seiten  des  Goordinateudreiecka  identisch  mit 
den  Linien,  in  welchen  die  Bildebene  von  deu  Ebenen  x,  ^  0, 
a^  =  0,  a^B  =  0  geschnitten  wird.  Verbinden  wir  nun  den  Punkt 
0,  0,  0,  1  (d.  h.  A)  mit  einem  Punkte  x  der  F^,  SO  sind  die  Coor- 
dinaten eines  beliebigen  Punktes  der  Verbindungslinie  durcli  xx,^, 
xx.^,  xx^j  xXi  -f-  X  gegeben,  und  wenn 
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die  G-Ieichiir:g  dur  Bildubeue  iat,  so  wivd  durch  die  Bediitgiiiig 

K{a,x^  +  «giCa  +  «„a:^  +  K,x.O  +  ^  =  0 
der  Diirchstossuugsp linkt  des  von  A  ausgeheoden  Strahles  mit  dieser 
Ebene  bestimmt.  Die  bei  der  Definition  der  %{  eingehenden  willkür- 
lichen Conataüten  können  wir  uns  so  gewählt  denken,  dass  die  Coor- 
Jinaten  1;  proportional  sind  zu  den  räumlichen  Coordinaten  Xi  des- 
selben Punktes,  dass  also  |i  =  xa;^,  I^^KiCa,  %^  =  xx.^.  Durch 
Einsetzen  dieser  Werthe  ergiebt  sich  dann  x^  aus  der  Gleichung  (1): 
Kx,i  =  ^^-  Einem  Pwtlde  x  der  Flikfte  wird  also  ein  IhiuM  g  der 
Bildebene  d%i/feh  die  Formeln 

y^s  =  kk,     S^i^  lala 
guyeordnet. 

Fiiv  gl  =  0  verschwinden  x^,  %  und  %  gleichzeitig;  dadurch 
ist  der  Punkt  A  als  Fundamentalpunkt  der  Abbildung  gekennzeich- 
net; ihm  entsprechen  alle  Punkte  der  Gei-aden  g^  =  0.  Sind  g^  und 
Ig  gleichzeitig  Null,  so  versehwinden  alle  Xi,  der  entsprechende  Punkt 
der  Fläche  wird  also  mibestimmt.  Nähern  wir  uns  aber  dem  Punkte 
0  auf  der  Linie  %^  —  k%^  =  0,  so  wird  zunächst 

QX^  =  K^fe^,     QX.J,  =  äula^     piCg  =  «lals'     Q^/l  =  läla  ■ 
Auf  den   rechten  Seiten  können   v^ir  einen  Factor  §=>   streichen, 
und  lassen  wir  dann  |[  imd  |^  verschwinden,  so  kommt 

3^  =  0 ,  Xi  =  0,  x^  —  ax^  =  0 ; 
d.  h.  dem  Punkte  0  entsprechen  alle  Punkte  dei  Ei/ieu-,enLJen 
a;^  =:  0,  x^^O,  und  zwar  so,  dass  man  einen  bestimmten  duich  k 
char akter isirten  Punkt  der  Erzeugenden  erhält,  wenn  min  ait  tinLi 
bestimmten  Linie  g^  —  «|g  ^  0  an  0  herantritt.  Dem  letzteieu 
Strahle  des  durch  0  bestimmten  Büschels  entspricht  dit,  bchnitthiue 
der  beiden  Ebenen 

x^  —  KX-^  =  0     und     a:^  —  kx^  =  0 , 
iilao   in   >\iit   That  eine  Erzeugende   der  Fläche.     Analog    verliült  es 
sich  mit   den  Strahlen    des  Büschels   Ij  —  x^a  =  0.     Ein   beliebiger 
durch  die  Gleichung 

%i^x^  +  u^x^  +  «3*3  -f  ihx,^  =  0 
dargestellter  ebener  Schnitt  der  F^  ergiebt  als  Gleichung  der  Bildcurve 

also  einen  Kegelschnitt  durch  die  Fund  amental  punkte  0  und  0',  wie 
es  nach  den  obigen  Erörterungen  sich  zeigen  muss. 
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Indem  wir  jetat  aur  Betrachtung  hölier«r  Ciirveii  üljergöhen, 
werde  I,  71,  t,  statt  %^,  §3,  Ig  geschriebeu,  so  dass  die  Abbildunga- 
ibrmela  übergehen  in 

(3)  ya;,  =  ^^     pa;a  =  |jj,     pa^g  ==  |g,     Qx^  =  ni,. 

Zunächst  haben  wir  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  aufauetellen, 
welche  in  0  einen  «-fachen,  in  0'  einen  J-fachen  Punkt  hat,  wobei 
rt  _]_  ö  =  n  sein  soll,  wenn  n  die  Ordnung  der  Curve  bezeichnet. 
Die  Gleichung  der  Ourve  ist  jedenfalls  von  der  Form 

wo  sich  die  Smnmation  auf  alle  Indicee  a,  ß,  y  bewieht,  die  der  Be- 
dingung tt-\-ß-{-'y:=n=^a-\-h  genügen.  Soll  nun  in  0  ein 
a-faeher  Punkt  vorhanden  sein,  so  müssen  die  Terme  niedrigster 
Dimension  in  |,  tj  mindestens  von  der  Ordnung  a  sein,  d.  h.  wir  hubeu 

ü  -j-  |3  >  »,     und  ebenso     ß  +  y  >  ?i . 
]u  der  Gleichung  eines  Kegelschnittes  müssen  also  z.  B.  die  Glieder 
mit  if   und  ^  fehlen.     Das  Bild   einer  Ranmcurve   dritter   Ordnung 
geht  einmal   durch   den   einen,   zweimal   durch  den   anderen  Funda- 
mentalpunkt; wir  haben  etwa  a  ==  1,  ö  =  2  zu  nehmen;  es  mflsseu 
demnach  die  Glieder  mit  Itf,  tf,   ij^g  und  f  ausfallen. 
Wir  betrachten  zuerst  den  Fall  a  =  h.     Dann  ist 
«-|-|3  +  y  =  ra=2« 
und  die  Gleichung  unserer  Curve  wird 

Die  linke  Seite  lässt  sich  nun  mittelst  (3)  auf  eine  ganze  Function 
der  Xi  aurückführen.  Ist  nämlich  ß'^y,  so  kann  man  das  allgemeine 
Glied  der  Curvengleichung  in  der  Form 

^2<,-ri-Y^li-y^y^r  =  12^-Sß  .  -^is-y  ■  iji^—/ ■  1]'/ ^V  =  x,"'!^ x/-y X/ 
schreiben;  ist  aber  y  ^.  /5,   so  erscheint  dasselbe  Glied   in  der  Form 

In  jedem  Falle  haben  wir  eine  Fläche  a^'  Ordnung  \oi  uns,  die  auf 
unserer  F^  diejenige  Curve  [a,  a]  aussclmeidet,  deren  Bild  mit  der 
durch  (4)  dargestellten  ebenen  Curve  zusammenfällt  Hmmit  ist  die 
Umhämmg  eines  obm  ausgesprochenen  Satses  (p  421)  hewiesm,  nam 
Uch  dass  jede  ebene  Curve,  welche  dk  Fwtdamffnüägpradc  G-  nur  m  den 
FimdamenialpunUefn  imd  m  jedem  gleich  oft  trifft,  als  Bild  etne)  Baum 
cwve  außufässen  ist,  die  sich  als  vollständiger  Bvrfhsrlmdt  dn  F  mit 
eiiter  and&r&t  Fläche  darstellt. 
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Nehmen  wir  z.  B.  a  ==  6  =  1,  so  ist  die  iillgemeiuste  GlBieliuiig 
eines  Kegelschnittes  durch  0  und  0': 

«J^  +  Oül'»!  -\-<hU-i-  «|i3S  =  0, 

und  hieraus  entsteht  nach  (4)  a^x^  +  **a^s  "f*  ^'s^^a  +  **i^4  =  0|  '^-  ^■ 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene.     Sei  zweitens  a  =  h  =  2,   so 

'  wird  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung,   welche  iu 

0  und  0'  je  einen  Doppelpunkt  hat: 

a^*  +  <hi^v  +  %!'£  +  <^dW  +  ».^'■'je  +  «c^'£'  +  »7Wt 

und  hieraus  entsteht  die  Fläche 

+  a^x^X/,^  -j-  Oj)«!^  =  0. 
Diese  Flache  zweiter  Ordnung  ist  aber  nicht  YoUständig  bestimmt, 
denn  das  Glied  g^i;^  kann  ehensowohl  durch  x.^x^  als  durch  w^x^ 
ersetzt  werden.  Es  gibt  also  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, welche  die  gegebene  F^  in  derselben,  durch  unsere  gegebene 
ebene  Curve  abgebildeten  ftaumcarve  vierter  Ordnung  schneiden,  wie 
es  nach  unseren  früheren  Erörterungen  sein  mass  (p.  207).  Eine 
ähnliche  Unbestimmtheit  bei  Einführung  der  Xi  macht  sich  auch  fllr 
höhere  Curven  in  allen  Gliedern  geltend,  in  denen  ß  ^  y  ist. 

Dasa  eine  Cui've  [«,  &],  bei  der  ti  >  &  ist,  durch  a  —  h  Erzeu- 
gende derselben  Art  zu  einem  vollständigen  Schnitte  der  F^  mit 
einer  Fa  ergänzt  wird,  ergibt  sich  jetzt  auch  unmittelbar  aus  vor- 
stehenden analytischen  Ent Wickelungen.  Es  mag  noch  bemerkt 
werden,  dass  es  Jmne  Fläche  von  niedrigerer  als  der  a'™  Ordnung 
gibt,  welche  durch  die  Curve  [a,  &]  hindurchgeht.  Unsere  Curve  näm- 
lich schneidet  jede  Erzeugende  der  einen  Art  a-mal;  dasselbe  muss 
also  auch  jede  Flache  thun,  auf  der  diese  Curve  liegt;  jede  solche 
Fläche  ist  folglich  mindestens  von  der  a*™  Ordnung.  Die  hinKUgefügten 
Linien  durch  0  oder  0'  werden  ausser  in  diesen  Punkten  von  der 
ebenen  Curve  noch  in  a~\-h  ~h  =  a  Punkten  getroffen;  die  ihnen 
entsprechenden  Erzeugenden  sind  also  Sehnen  der  Kaumcurve,  welche 
der  letzteren  in  a  Punkten  begegnen,  die  somit  in  keiner  ausgezeich- 
neten Beziehung  zur  Raumcurve  stehen.  Erinnert  sei  hier  an  die 
Beispiele  der  allgemeinen  Raumcurve  dritter  Ordnung  [2,  1]  oder 
[1,  2],  an  die  Raumcurve  vierter  Ordnung  zweiter  Species  [3,  1] 
oder  [1,  3].  Von  Raumcurven  fünfter  OrdnuEg  gibt  es  auf  der  F^ 
Kwei  Arten;  die  eine  [1,  4]  ist  der  theilweise  Schnitt  mit  einer  F^ 
und  wird  durch  drei  Erzeugende  zu  einem  vollatändigeu  Schnitte 
ergänzt,   die  andere  [2,  3|   ist  der  theilweise  Durchschnitt  mit  einer 
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l'\  lind  wird  «Uiruh  diie  Ei'ÄuiigoiJile  zu  einem  vollafcäiidigeu  Doreli- 
schnitte  ergänzt. 

Diese  BetraülituugBii  zeigeu,  von  wie  gvusaer  Wi&httgkeit  die 
ebene  Abbildung  der  F.^  fiir  das  Studium  der  auf  ihr  liegenden 
Uurven  ist,  ebenso  für  das  Ötudiiiui  der  Raumcurren  überhaupt,  denn 
für  letzteres  ist  die  Projection  der  Curve  von  einöm  Punkte  aus  auf 
eine  Ebene  immer  das  wichtigste  Hilfsmittel  der  Untersuchung.  Die 
l'rojectionen  derselben  Ourve  von  verschiedenen  Punkten  aus  geben 
gleichzeitig  unendlich  viele  verschiedene  Curven  als  eboue  Bilder,  die 
alle  algebraisch  eindeutig  auf  einander  bezogen  sind.  Für  manche 
Veränderungen,  welche  eine  ebene  Curve  bei  eindeutiger  Transfor- 
mation erleidet,  gewährt  so  die  Betrachtung  derselben  als  Bild  einer 
Raumcurve  die  einfachste  und  anschau  lieb  sie  Erklärung*).  Ebenso 
erhält  man  eindeutige  Transformationen  der  ganzen  Ebene,  indem 
man  die  gegebene  F^  von  verschiedenen  Punkten  aus  auf  die  Ebene 
abbildet,  d.  h.  indem  man  den  Punkt  A  auf  der  K^  alle  mögliehen 
Lagen  annehmeü  lässt.  Die  verschiedenen  Abbildungen  können  sonach 
aus  einander  durch  Oremona'sche  Transformationen**)  abgeleitet 
werden,  und  zwar,  wie  wir  zeigen  wollen,  durch  quadratische  Trans- 
formationen. 

Die  Abbildung  vom  Punkte  A  aus  gab  uns  ein  Bild  I  mit  den 
Fundamentalpuukten  0  und  0';  ebenso  gibt  die  Abbildung  von  B 
aus  ein  Bild  II  mit  den  B'uudanientalpunkten  Q  und  Q',  wobei  Q' 
der  Schnittpunkt  von  BO',  Q  derjenige  von  BO  mit  der  Bildebene 
sei.  Der  Punkt  P,  in  welchem  letztere  von  der  Linie  AB  getroffen 
wird,  erscheint  gleichzeitig  in  I  als  Bild  von  B  und  in  II  als  Bild 
von  A.  Einer  geraden  Linie  in  I  entspricht  auf  der  F^  ein  durch 
A  zu  legender  ebener  Schnitt;  dieser  wird  von  B  aus  als  Kegel- 
schnitt abgebildet,  welcher  durch  die  Fundamentalpunkte  Q,  Q'  und 
durch  F  (als  Bild  von  A)  hindurch  geht.  Ben  geraden  Linien  in  I 
entspfecken  also  Kegelschnitte  mit  drei  festen  Fimktm  {Q,  Q',  B)  in  II, 
und  ebenso  den  geraden  Linien  in  II  Kegelschnitte  in  I,  welche  du/rek 
drei  feste  Ihmkte  (0,  0',  P)  hindurchgehen.  Hierdurch  ist  aber  be- 
kanntlich die  einfachste  Oremona'sche  Transformation  charakteri- 
sirt  und  damit  unsere  Behauptung  erwiesen. 

Es  ist  leicht,  dieses  Resultat  analytisch  zu  bestätigen.  Der  Ein- 
fachheit halber  denken  wir  uns   di«  Bildebene  durch  0  und  0'  hin- 


*)  Vgl.  a.  B.  "Halplinii,  Comples  readus 
**)  Vgl.  Bd.  I,  p.  474  ir. 
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durchgelegt;  daiiu  fällt  Q  mit  0  und  Q'  mit  0'  zusiimmeB,  niid  die 
K^  wird  von  if  aus  durcli  die  Formeln 

abgebildet.    Der  Vergleich  mit  (2)  führt  sofort  zu  den  Delationen 

durch  welche  die  eindeutige  quadratische  Transformation  dargestellt  ist. 

Ale  Anwendung  unserer  Untersuchung  betrachten  wir  die  stereo- 
graphisdte  Projection  der  Ktigel,  A.  h.  die  Projection  der  Kugel  von 
einem  ihrer  Punkte  aus  auf  eine  Ebene,  welche  der  Tangentenebene 
dieses  Punktes  parallel  ist.  Den  Projectionspunkt  A  bezeichnet  man 
in  diesem  Falle  als  den  Pol  der  Äbbilduug.  Da  die  Bildebene  der 
Tangenteoebene  des  Poles  parallel  sein  soll,  so  fallt  die  Linie  G  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  der  Bildebene  zusammen,  und  die  Punkte 
0,  0'  sind  die  imaginären  Kreispunkte  dieser  Ebene.  Jeder  ebene 
Schnitt  der  F^  bildete  sieh  als  Kegelschnitt  durch  die  Fundamental- 
punkte  ab;  Jeder  e&e«e  Scfmitt  der  Kugel  gibt  daher  hei  der  stereogra- 
phischen Projedion  einen  Kreis.  Was  entspricht  nun  dem  Mittelpunkte 
Jlf  eines  solchen  Kreises?  Bekanntlich  kann  M  als  Schnittpunkt  der 
beiden  Tangeuten  definirt  werden,  welche  den  Kreis  in  0  und  0' 
berühren;  die  beiden  Ebenen,  welche  durch  diese  Tangenten  und 
durch  den  Pol  A  gelegt  werden  Ivönnen,  siud  erstens  Tangenten- 
ebenen  der  Kugel,  denn  sie  gehen  durch  zwei  Erzeugende  (AO  und 
AO')  hindurch,  sie  sind  zweitens  auch  Tangenten  ebenen  des  betrach- 
teten Schnittes,  denn  sie  berühren  die  Projection  des  letzteren  auf 
die  Bildebene.  Alle  Tangentenebenen  aber,  welche  die  Kugel  in 
ihren  Schnittpimkten  mit  einer  Ebene  berühren,  enthalten  den  Pol 
dieser  Ebene;  somit  haben  wir  den  Satz:  Die  Verbvnd'ungslinie  des 
PrqjecMonspunktes  A  mit  dem  Pole  einer  die  Kugel  st^Meidenden  Ebene 
trifft  die  Bildebene  in  dem  Mittelptmkte  de^enigen  Kreises,  durch 
welchen  dieser  ebene  Schnitt  abgebildet  wird*).  Daes  vermöge  unserer 
Abbildung  jedem  Probleme  der  Kreistheorie  ein  anderes  entspricht, 
welches  sich  auf  die  ebenen  Schnitte  der  Kugel  bezieht,  braucht  kaum 
noch  einmal  bemerkt  zu  werden  (p.  420), 

Als   wesentliche  Eigenschaft  der   Abbildung  beben   wir  hervor, 


*)  Derselbe   ist  von  Chasles   gefunden   und   von  Hai^>ielte   \u   seine  Blc- 
üS  de  geometrie  a  trois  dimensiona  (1817)  iiufgenomiuen;  vgl,  Apercu  hieto- 
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dass  aie  conform  ist,  d.  li.  dass  mtspreclienäe  Itiektungen  auf  der  Kttgcl 
tmd  in  der  Bildebene  gleiche  Wii^l  einscMiessen"^).  Beim  Beweise 
bedienen  wir  ims  der  Definition  des  Winkels  durch  ein  Doppelver- 
bältaisß  (vgl.  p.  191  ff.).  Alle  Erzeugenden  der  Kugel  treffen  den 
imaginären  Kugelkreis;  die  beiden  in  einer  Tangentenebene  der 
Kugel  enthaltenen  Erzeugenden  sind  also  identisch  mit  den  beiden 
vom  Berührungspunkte  nach  den  imaginären  Kreispunkten  der  Ebene 
gehenden  Geraden.  Im  Bilde  entsprechen  ihnen  zwei  Linien  durch 
0  bez.  0',  A.  h.  durch  die  imaginären  Kreispunkte  der  Bildebene. 
Der  Winkel  zweier  vom  Berührungspunkte  der  Tangenten  ebene  aus- 
gehenden Eichtungen  ist  durch  das  Doppelvorhältniss  bestimmt,  wel- 
ches sie  mit  den  beiden  genannten  Erzeugenden  bilden;  die  ent- 
sprechenden vier  Linien  der  Ebene  ergeben  bei  der  Projection  vier 
Linien,  welche  dasselbe  Doppeiverhältniss,  also  auch,  da  zwei  von 
ihnen  nach  den  imaginären  Kreispunkteu  laufen,  denselben  Winkel 
bestimmen,  w.  z.  b,  w. 

Um  die  Abbildung  analytisch   darzustellen,   üd  die  Kugel  durch 
die  Gleichung 

i'  +  S'  +  f-  ■>" 

gegeben.  Die  Punkte  derselben  projiciren  wir  vom  Punkte  0,  0,  r 
aus  auf  die  Ebene  5  =  0.  Dem  Punkte  |,  jj,  0  der  letatereu  wird 
dann,  wie  man  leicht  findet,  ein  Punkt  x,  y,  s  der  Kugel  durch  die 
Formeln 

((,)  ^.^     ______  ^.^..,         .y  =  ————-.^         ^='-|=-+^=    _)_.,. 

zugeordnet.  Man  sieht  sofort,  dass  einem  beliebigen  ebenen  Schnitte 
ein  Ifreia  entspricht.  Bilden  wir  dieselbe  Kugel  vom  Punltte  0,  0,  —  r 
aus  auf  dieselbe  Ebene  s  =  0  ab,  so  entstehen  dieselben  Formeln, 
nur  ist  daß  Vorzeichen  von  s  geändert.  Sei  also  |',  ■v}'  der  dem 
Punkte  X,  y,  s  bei  der  neuen  Abbildung  zugeordnet«  Punkt,  so 
ergibt  sich  durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  Werthe  von  s 


*)  Diese  Bigensehaft  wurde  von  Hooke  und  Moivre  entdeckt,  vgl.  Halley, 
PhiloBophical  TranBactioaa ,  t.  19,  169G.  —  Die  stereograpIiisGlie  Projection  war 
sohon  Eipparch  und  Ptolemäus  bekannt;  vgl.  Klögei's  math.  Wörterbncli 
und  für  die  spätere  Entwickelnog  der  Theorie  Chasles'  Apercu  histoi'iqne, 
p.  219  u.'  335  ff.  —  Das  Priccip  der  couformen  Abbildung  ward  weiter  ausge- 
bildet von  Lambert  (Beitr^e  zum  Gebrauclie  der  Mathematik,  Bd.  3),  La- 
grange (Memoires  de  l'acadömie  de  Berlin,  1779),  Euler  (Acta  Petropol.  1777) 
und  üausB  (1823,  Gesammelte  Werke,  Bd.  4). 
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(e  +  >f)(r'  +  ^ '■)->■'. 

iiikI  weiter  durch  Vergleicliuiig  der  Werthe  von  x,  y: 

v;  ^,        i-'  +  V"      r"        1»  +  ^^ 

Durch  diese  Formeln  ist,  wie  oben  durch  dio  Gleichungeu  (5),  eine 
Creniona'ache  Transformation  zweiten  Grades  dargestellt,  deren  drei 
Fundamenta.l punkte  sieh  im  Anfangs pnnkte  und  in  den  beiden  imagi- 
nären Kreispunkfcen  befinden*).  Die  Verbindungslinie  je  zweier  ent- 
sprechenden Punkte  geht  durch  den  Anfangspunkt,  und  das  Product 
ihrer  Entfernungen  vom  letateren  ist  constant,  so  zwar,  daas  jeder 
Punkt  des  Kreises  Yom  Radius  r  sich  selbst  entspricht.  Diese  Ver- 
wandtschaft ist  auch  sonst  unter  dem  Namen  der  Transformation 
durch  reeiproke  ßadienvectoren  vielfach  studirt  und  wird  besonders 
in  der  Theorie  der  complexen  Functionen  häufig  angewandt.  Führen 
wir  die  imaginäre  Einheit  i  ein,  so  ergibt  sich  aus  obigen  Formeln 

(8)  I±i5_^i„. 

Setzen  wir  also  t  =  r(^  +  irj),  ^  =  r{i'  —  iri'),  so  wird  einfach 
£  =  g'-i,  d,  h.  wir  kommen  zu  der  wichtigsten  Transformation  einer 
complexen  Variabein, 

Zu  ähnlichen  Umformungen  gibt  eine  beliebige  Verlegung  des 
Projeetionspunktes  auf  der  Kugel  Veranlassung.  Verbinden  wir  den 
Punkt  §,  jj  der  Bildebene  mit  einem  beliebigen  Punkte  «„,  y^,,  s^y  der 
Kugel,  so  durchstÖsst  diese  Verbindungslinie  die  Kugel  in  einem 
weiteren  Punkte  a.',  y',  e',  wenn 


*)  Vgl  Bd  I  1  476  Diü^p  Verwandtschaft  kommt  (,hun  in  eme  verloren 
gegangenen  Si,hiift  dea  Apolloniu?  vor,  iber  deren  Inhilt  Pappus  einige 
Nachiiciiten  gibt  (Bd  2,  p  66?  ft  m  der  AiBgabe  von  Hultach)  und  die  von 
ß  Simaon  wiedei  heigeetellt  wurde  (Apollomi  PergaPi  locorinl  planornm  libri  II 
lestitnti,  Glasgow  1749)  bie  ward  «fiter  imteiaucht  lon  W  Tbomsoa  (1845) 
und  Liouville  (in  des  letztem  Journal,  t  10  und  13  vgl  Thotns  n  Reprint  oi 
p'ipers  on  electioataticB  p  144ff),  umfaswnier  von  Mobius  (185E  Geaammelti, 
Werke,  Bd  2)  —  Peancellier  constinirte  amen  MeohiniBmus  veimoge  des  aa 
iia  Punkt  eine  Gerade  durchläuft  wählend  ein  andeitr  den  ihr  entsprechenden 
liieia  beeclneibt  Nonvelles  Annales,  18b4  veiachiedene  Coiiatructionen  dei  Alt 
und  die  ^ugehöiigen  Litteratm  angaben  hat  Kcnipe  znsamm  eng,  e  stellt  How 
to  diaw  »  atiatght  line  London  1S77  Ea  mag  beniorl  t  werden  d'iss  von  illen 
derartigen  Mechanismen  der  urspriiagliche  Peaueellier  sehe  als  iei  einfichste 
bezeichnet  werden  muse  denn  die  schemlir  eintacheren,  welche  von  Kempe 
erwihnt  weiden,  benutaen  diei  in  geradei  Linie  hegende  gegebene  Punkte,  setKen 
ilao  die  Aufgabe  eine  geiade  Linie  zu  ziehen  (odei  wenio-ateni  Punkte  derselben 
in  finden)    bereits  als  gelöat  voiaui 
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c'(l  +  J)-S  + J,T„,  y\\  +l.)-n  +  >-%,  2'(1  +  *)-'«. 

21(.-'-i«„-TO.)-.  !'  +  ,>->■'. 
uekeu  wir  |,  »;  mittelst  der  GleichuHgen 

i  _     X  n  _     y         '■  +  ^  _  g°  +  r 


die  sieh 

aas  (6)  ergeben, 

,   durch  X,  y. 

,  3  aus,  so 

wird  die 

Beziehung 

swischen 

mei  Punkten  x, 

y,  s  und 

x'. 

y',  s',  welche  hei  d£^ 

Äbbildimg 

mittelst 

der  Pole  0,  0,  r, 

hes.  Xn, 

%, 

liefern.,  • 

iureh  folgende  Gleidmngm 

vej-mitteU: 

Nx'  =  r{r  - 

-i)(x~- 

-"o) 

—  y  («».  - 

-    «/^o)  7 

(9) 

Ny'  =  r(r  - 

-%) 

-x(<ix,~ 

-  ^%) , 

T^r    =  (j-  - 

.)(r'- 

^^0 

-PS.)- 

Die  Transformation  ist  also  niclit  linear;  jedem  ebenen  Sebnitto 
iiT.'  -\-  vy'  -|-  ^^'  +  A  =  0  ist  eine  Raumcvirve  vierter  Ordnung  zu- 
geordnet, die  in  x,,,  »/u,  b^,  einen  (isolirtea)  Doppelpunkt  hat.  Pro- 
jiciren  wir  zwei  so  zusammengehörige  Punkte  der  Kugel  von  dem- 
selben Pole  0,  0,  r  aus  auf  die  Ebene  s  =  0  und  sei  demgemäss 
I',  fj'  der  Bildpunkt  von  x',  y',  s',  so  erhalten  wir  in  der  Bildebene 
aus  (9)  die  Transformation: 

m'  =  "  i"(r  +  */'  +  o^o  +  2  (ij/o "  n'^^)n  -  n^% 

Mrl  =  -  [(r  +  *)^  +  »-Oi/o  +  2(t,^„  -  |y,)|  -2,jr^], 
JK»-  =  (r  +  ^^)  (r  -  ^o)  +  r"  ('■  +  ^o)  -  SKIa^o  +  »J^/o)  ■ 
Durch  dieoclbe  i'^t  einei  beliebigen  geraden  Linie  ein  Kegelschnitt 
Kugeordnetj  und  man  bestätigt  leicht,  dass  alle  diese  Curven  durch 
den  Punkt  ^,  tj^  hrndurchgehen,  welchei  veimoge  (6)  dem  neuen 
Projectionspunkte  x^^,  y^,  s'^  entspudit  rnhien  wii  die  Coordinaten 
<les9elben  ein,  so  wud  einfach 

-M'v  -=  do'  +  V  +  »-'j  >?  -  (r  +  'j  + '  1 1?»  -  -'§  (»iio  —  u>>) , 

M'    ={i-^y^(n~n,r. 

Die  Verbindungslinie  von  |',  tj'  mit  dem  Pole  0,  0,  1  trifft  die  Eugel 
in  einem  Punkte,  der  vom  neuen  Pole  x^,  »/^,  0f,  aus  nach  ^,  jj  pro- 
jicirt  wird*). 

*)  Projieirt  man  die  Kugol  (oder  eine  beliebige  F^)  .Ton  einem  Piinlite 
auBBerhalb  derselbfin  auf  eine  Ebene,  so  entapiechen  jedem  Punkte  der  letzteren 
zwei  Pnnkte  der  F^,  welche  für  denjenigen  Kegelsehniit,  in  dem  dev  vom  Pro- 
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Wegeij  des  allgemeiuen  Studiums  der  Grenzfälle  ist  es  von  In- 
aueh  die  ehme  AM>ildung  des  Kegels  kurz  zu  betracliten. 
Projicirt  man  den  Kegel  von  einem  seiner  Puukte  aus,  so  entsprechen 
dem  Projectionspunkte  Ä  alle  Punkte  einer  Geraden  G  in  der  Bild- 
ebene; der  durch  A  gehenden  Erzeugenden  entspricht  ein  Puiikt  0 
der  Linie  G,  und  alle  ebenen  Schnitte  bilden  sich  als  Kegelschnitte 
ab,  welche  G  in  0  berühren;  die  beiden  bei  Abbildimg  der  allgemeinen 
F^  auftretenden  Fundanmttalpunkte  sind  also  in  einm  misamm&tgef allen. 
Lassen  wir  einen  ebenen  Schnitt  sich  der  Kegelspitze  nähern,  so  zieht 
sein  Bild  sich  nach  0  zusammen;  Bild  der  Kegelspitze  sind  also  die 
verschiedenen  Eingänge  in  0,  welche  nicht  die  Richtung  von  G 
haben.  Die  Seiten  des  Kegels  werden  durch  den  Strahlbüschel  mit 
dem  Centrum  0  abgebildet.  Schneidet  also  daa  Bild  einer  Baurn- 
curve  die  Gerade  G  ausserhalb  0,  so  geht  die  Ranmcurve  durch  A\ 
schneidet  es  in  0,  ohne  G  zu  berühren,  so  geht  sie  durch  die  Kegel- 
spitze;  berührt  die  Bildcurve  G  in  0,  so  sehneidet  die  Raumcurve 
irgendwo  die  durch  A  gehende  Erzeugende  des  Kegels,  steht  also 
zur  letzteren  in  keiner  besonderen  Beziehung.  Da  wir  bei  der  Be- 
trachtung einer  Kaunicurve  auf  dem  Kegel  immer  annehmen  können, 
sie  gehe  nicht  durch  A,  so  brauchen  wir  im  Bilde  nur  Curven 
n^''  Ordnung  zu  untersuchen,  welche  a  Zweige  in  0  haben,  die  G 
berühren,  und  b  Zweige,  die  G  sehneiden,  wo  n  =  2a  -\-b,  Curven, 
welche  dann  durch  das  Symbol  [a,  6]  bezeichnet  sein  mögen,  Ihnen 
entsprechen  ßaumcurven  derselben  Ordnung,  welche  in  der  Kegel- 
spitze einen  wirklichen  &-fachen  Punkt  haben.  Die  einfachsten  Fälle 
sind  folgende: 

[1,  0],  ein  ebener  Schnitt  des  Kegels, 

[0,  1],  eine  Erzeugende  des  Kegels, 

jectiouapunkte  auBgehende  Tangentenkegel  die  Bildebene  trifft,  Kusaninienfallen. 
Ein  beliebiger  ebener  Schnitt  schneidet  die  Beriihrungscurve  dieses  Tangeuten- 
kegeb  in  zwei  Pnnkteni  der  auf  ihm ■  stehende  ProjeotioBskegel  berührt  daher 
den  Tangentenkegel  ia  zwei  Geraden,  und  jedem  ebenen  Sehmüe  dee  Fg  mitspricht 
m  der  Bildebene  ein  Kegelsclmüt ,  der  das  Sild  des  ei'miihttten  Ber&trungskegel- 
sclmittes  zweimal  berührt.  Bei  der  Kugel  ist  andererseitB  jeder  ebene  Schnitt 
durch  die  stereographische  Projection  anf  einen  Ereie  abgebildet;  aus  jedem 
Satze  iCber  Kreise  kann  so  ein  anderer  über  EegelseJmüte  abgeleitet  werden,  die 
einen  festen  Kegelseknitt  doppelt  ber^ßiiren.  Vgl  hiernber  Poncelet,  fraitö  des 
propriötÖB  projeotives,  Nr.  610  und  Cbasiee,  Aper9U  hjstoiiqne,  p  222  u.  372 
(Note  XXVIII).  —  Die  bo  entstehende  Verallgemeinerung  der  Kreistheorie  ist 
dieBelbe,  welche  durch  die  nicht-enklidiHche  Geometrie  gegeben  wud,  wie  sich 
ans  den  unten  folgenden  Untersuchungen  von  seihst  eigibt,  vgl  klein,  Ver- 
gleichende Betrachtungen  über  neuere  geometrische  rcischungLu,  FiHngen  1873, 
p.  37  lind  46. 
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[Ij  1],  eine  C^,  die  einmal  durch  die  Spitze  gellt, 
[1,  2],  eine  C^  mit  Doppelpunkt  in  der  Spitze, 
f2,  0],  eine  C^,  welche  nicht  durch  die  Spitze  geht, 
[1,  3],  eine  G^  mit  dreifachem  Punkte  in  der  Spitze, 
[2,  1],  eine  C^,  die  einfach  durch  die  Spitze  geht. 
Ist  S  ^  0    die   Gleichung  der  Linie   G  im   Bilde,    so   sind  alle 
Kegelschnitte,  welche  G  in  einem  Punkte  0  berühren,  in  der  Form 
«U  -|-  Ji^  +  c|^  +  dif  =  0  darstellbar.     Die  Abbildung  wird  also 
durch  die  Gleichungen 

vermittelt.     Die  Gleichung  des  Kegels  ist  x,^x^  —  x^  =  0,   und  der 
Projectionspunkt  hat  die  Coordiuaten  x-^  =  0,  a^^  ^  0,  a^g  =  0 
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Dritte  Abtheilung. 
Die  Gruiidbegriffc  der  projectivis^lien  und  inetrischen  Oeonictrie. 


I.  Die  Grundlagen  der  projeetivisclien  Geometrie. 
Wir  babeii  immer  die  „^iruiectivisclieu"  Eigenschaften  der  räum- 
lichen Figuren  den  „metrischen"  gegenüber  gestellt,  und  unsere  Auf- 
merksamkeit vorwiegend  den  eisteren  zugewandt,  demgemäss  uns 
auch  meistens  der  homogenen  Courdinaten  bedient  (vgl.  p.  96). 
Gleichwohl  beruhte  sowohl  die  Definition  dieser  homogenen  Coordi- 
naten  als  die  Definition  des  für  jene  projecti vischen  (durch  Coliiuea- 

ionen  nicht  zerstörbaren)  Eigenschaften  fundamentalen  Doppelverhält- 
wesentlicli  auf  metrischen  Begriffen,  Es  drängt  eich  daher 
e  Frage  auf,  ob  nichi  die  sogenannte  projectivische  Geometrie  in  der 

Weise  begründet  werden  könne,  dass  von  den  metrischen  Segriffen  der 
Entfernung  und  des  Win^ls  und  von  den  mit  ihnen  zusammenhängenden 
iSöfee«  der  Mlemmtargeometrie  über  Congruene,  AeknlichJceit  etc.  beim 
Aufbaue  des  geometrischen  Lehrgd)äuäes  liein  GäiraitA  gemacht  wird. 
Ein  solcher  Aufbau  erweist  eich  in  der  That  als  ausführbar;  und 
diese  Thatsache  ist  um  so  wichtiger,  als  sie  zeigt,  dass  die  projecti- 
vische Geometrie  ihrem  Inhalte  nach  unabhängig  davon  besteht,  ob 
man  das  sogenannte  Parallelenaxiom  Euclid's  annimmt  oder  nicht, 
während. alle  metrischen  Sätze  dieses  oder  eines  äquivalenten  Axioms 
nicht  entbehren  können,  wie  wir  weiterhin  noch  sehen  werden.  Die 
gaoze  Geometrie  zerfällt  hiernach  in  zwei  Theile:  der  eine  (ein- 
fachere) ist  unabhängig  vom  Parallelen axiome  und  umfasst  die  so- 
genannte projectivische  Cieometrie;  der  andere  stützt  sich  auf  das 
Parallelenaxiom,  nimmt  also  etwas  Neues  hinzu,  ist  demgemäss  als 
der  coraplicirtere  zu  bezeichnen,  wenn  derselbe  auch  in  Folge  des  in 
der  Geometrie  üblichen  Lehrganges,  der  mit  Recht  an  die  nahe- 
liegenden Begriffe  von  Entfernung  und  Winkel  vorläufig  anknüpft, 
zunächst  als  der  einfachere  erscheint. 
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Unsere  Pflicht  ist  es,  jenen  ersten  Theil  nunmehr  direct  zu  be- 
gründen*). Natürlich  bedüpfen  wir  dazu  gewisser  Voraussetzungen, 
auf  Grund  deren  überhaupt  erst  mathematische  Schlüsse  möglicli 
sind,  deren  BegrfSndung  aber  nicht  mehr  zur  Aufgabe  dei'  Mathe- 
matik gehört.  Wir  sprechen  dieselben  nicht  erst  für  die  Ebene, 
sondern  sogleich  für  den  dreidimensionalen  Raum  aus;  denn  es  ist 
das  gesteckte  Ziel  nur  unter  Zuhülfenahme  räumlicher  Constructionen, 
nicht  allein  durch  Constructionen  auf  der  Geraden  oder  in  der  Ebene 
zu  erreichen.    Die  zu  machenden  Voraussetzungen  sind  die  folgenden: 

Es  existirt  im  dreidimensionalen  Batmie  ein  System  von  unendlich 
vielen  Flächen,  welchen  folgende  E^enschaften  mikommen: 

1)  Die  Durchschnittscurve,  welche  stiiei  Flächen  des  Systems  ge- 
mein haben  Mnnen  {d.  i.  die  Gesammikeit  ihrer  gemeinsamen  Ptmkte), 
g^Ört  allen  Flächen  an,  die  zwei  Punkte  der  Curve  enfhaUen.  Diese 
Cv^ven  nennen  wir  gerade  Linien  oder  Gerade. 

2)  Durch  drei  heltebig  angenommene  Fv/nkte  (die  nicht  auf  einer 
Geraden  liegen)  lässt  sich  eine  und  nur  äne  Fläche  des  Systems  Mn- 
dwchlegen.    Biese  Flächen  nennen  wir  Elenm. 

Hieraus  folgt  sofort,  dasa  eine  gerade  Linie  durch  zwei  Punkte 
bestimmt  ist,  und  dass  jede  Gerade,  welche  mit  einer  Ebene  zwei 
Punkte  gemein  hat,  ganz  in  dieser  Ebene  liegt.  In  einer  gegebeneu 
Ebene  können  wir  also  Constructionen  ausführen.  Die  einfachste 
ebene  Figur,  welche  zu  Betrachtungen  der  projecti  vi  sehen  Geometrie 
Veranlassung  gab,  war  die  des  vollständigen  Vierseits.  Wenn  wir 
früher  bewiesen  (Bd.  I,  p.  56  ff.),  dass  bei  demselben  gewisse  harmo- 
nische Punktgruppen  vorkommen,  und  dass  man  mittelst  desselben 
auf  die  einfachste  Weise  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  drei 
gegebenen  Punkten  construiren  kann,  so  dient  uns  jetzt,  wo  wir  den 
Begriff  des  DoppelverhäJtnisses  nicht  als  bekannt  voraussetzen,  diese 
Eigur  umgekehrt  dazu,  um  (nach  v.  Staudt's  Vorgange)  die  har- 
monische Lage  zu  definiren,  und  weiter  mittelst  dieser  Lagen- 
beziehung die  Punkte  einer  Geraden  (resp.  die  Geraden  eines  Büschels) 
auf  die  Reihe  der  Zahlen  (von  —  oo  bis  -j-  °^  ^'^  beziehen,  um  da- 
durch weiterhin  den  üebergang  zur  Einführung  der  Coordinaten  der 
analytischen  Geometrie  zu  gewinnen. 

*)  D  e  UnabliäDgigkeit  der  projectivisclien  Geometrie  vom  Parallelenasiome 
folgt  nd  t  daraus,  daas  sie  für  die  unten  au  besprechende  iiiclit-liuolidisclie 
GJeomet  e  iverSadert  gültig  bleibt.  —  Dase  sie  aber  auch  direct  begründet 
we  den  ka  ,  bemerkte  Klein,  indem  er  zeigte,  daas  bei  gewissen  Unter- 
h  a  n  Staudt's  daa  Parallelenaxiom  nur  beiläufig  benutzt  wird;  vgl. 
H  ü      4  aa,l  n,  Bd.  4,  p.  633  f.  (1871)  und  Bd.  6,  p.  1S2  ff.  (1873). 
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Zunäclist  ordnen  wir  allen  positiven  gamen  Zahlen  Punkte  einer 
gegebenen  Geraden  zu,  indem  wir  drei  beliebige  Punkte  A,  H,  C 
der  letzteren  fest  geben  und  mittelst  derselben  folgende  Constructionen 
ausführen.  Ausserhalb  der  Geraden  nehmen  wir  zwei  willkürliche 
Punkte  0  und  0'  beliebig  an,  aber  so_,  dass  ihre  Verbindungslinie 
durch  C  geht.  Die  Punkte  A,  B,  G  mögen  in  der  Reihenfolge  liegen, 
welche  durch  das  Alphabet  angegeben  ist.  Dem  Punkte  Ä  ordnen 
wir  die  Zahl  0,  dem  Punkte 
S  die  Zahl  1  zu.  DiePunktel? 
und  C  mögen  mit  0,  Ä  mit 
0'  verbunden  werden.  Die 
Linie  A  0 '  schneide  dann 
OB  in  Q  (,gl.  Fig.  24);  es 
werde  Q  mit  G,  0'  mit  li 
verbunden;  beide  Linien  mö- 
gen sich  in  Q,  begegnen; 
die  Verbindungslinie  von  0 
mit  Qi  trifft  dann  die  ge- 
gebene Gerade  in  einem  Punkte  D,  welcher  also  durch  die  Punkte 
A,  B,  G,  0  und  0'  eindeutig  bestimmt  ist.  Die  Punkte  A,  B,  D 
bezeichnen  wir  jetzt  bez.  durch  die  Zahlen  0,  1,  2;  für  G  bestimmen 


wir  aus  sogleich  ersichtlichen  Gründen  das  Zeichen  ot 
führende,  soeben  näher  angegebene  Oonstruction  kai 
das  Schema 

1-01  oo-ö|^  0-0,1 

o-o'l 


Die  zu  ihm 
L  kurz    durch 


(1) 


e. 


«., 


in  leicht  verständlicher  Weise  dargestellt  werden.  Auf  demselben 
Wege,  der  uns  von  0,  1,  oo  zu  2  führte,  gelangen  wir  von  1,  2,  oo 
mittelst  der  entsprechenden,  durch  das  Schema 

2-0  1  cc-Ö.l  0- 


(2) 


1-0' 


2-0' ( 


0- 


;ä 


dargestellten  Oonstruction  auf  der  gegebenen  Geraden 
Punkte  3,  von  dort  mittelst  der  Oonstruction 


(3) 


S-0  1 
2-0'| 


3  -  O'l 


0-  oo) 


zum  Punkte  4,  u.  s.  f.  Wir  hemchnen  am  Funkt  2  als  den  vierten 
harmonischen  Tunlä  von  0  in  Bemg  auf  1  und  oo,  den  Punkt  3  als 
den  vierten  harmonisclien  Punkt  von  1  in  Bezug  auf  2  und  oo,  all- 
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gemein  i  als  den  vierten  harmonisclieu  von  z  —  2  in  Bezug  auf 
i  —  1  und  oo.  Hierbei  sind  die  Punkte  i  —  1  und  02  nicht  Kjmme- 
triach  benutzt,  da  ja  cx>  auf  der  Linie  0  -  0'  liegen  soll,  welche 
durch  unsere  Construction  ausgezeichnet  wurde.  Dass  dennoch  Sym- 
metrie stattfindet,  wird  sich  später  ergeben;  dass  die  Beziehung 
zwischen  den  Punkten  i  und  i  —  2  in  gewissem  Sinne  eine  umkehr- 
bare (invohdorische)  ist,  kann  indessen  sogleich  in  folgender  Weise 
erkannt  werden.  Um  den  vierten  harmonischen  Punkt  von  2  in 
Bezug  auf  1  und  00  zu  conalruiren,  haben  wir  in  (1)  nur  0  durch  2 
zu  ersetzen  und  statt  Q,  ^,  die  dann  aus  der  Figur  zu  entnehmenden 
Buchstaben  einzusetzen;  vertauschen  wir  ausserdem  noch  0  mit  0', 
so  ergibt  sich: 

l-O'l  oo^ft]  0'-Q\ 

(^)      2-0}«.'    i-o)«'    0  .»r- 

Nach  VerlauscJmng  von  0  mit  0'  gelangt  man  daher  durch  dieselbe 
Construction  von  2  zu  0  zurück,  durch  welche  man  vor  dieser  Vcr- 
ttmsdiung  von  0  zu  2  gelangt  war. 

Unsere  Construction  lässt  unmittelbar  erkennen,  wie  sich  die 
successive  zu  construirenden  Punkte  0,  1,  2,  3,  ...  nach  cx>  zu  immer 
mehr  verdichten;  mau  kann  dies  genauer  leicht  durch  dieselbe  Schluss- 
weise erkennen,  welche  sogleich  dazu  dienen  wird,  die  Verdichtung 
einer  durch  fortgesetzte  „Zweitheilung"  sieh  ergebenden  Puiiktreihe 
in  der  Nahe  von  0  nachzuweisen.  Jeder  positiven  ganzen  Zahl  ist 
himitach  ein  hesUmmter  Punkt  der  gegebenen  Geraden  zugeordnet,  und 
zwar  ein  Punkt  zwischen  Ä  und  C.  um  Gleiches  für  die  rationalen 
Zahlen  zu  erreichen,  gehen  wir  von  solchen  Brüchen  aus,  deren 
Neuner  eine  Potenz  von  2  ist.  Wir  wählen  die  Zahl  -  so,  dass 
man  von  ihr  zu  1  durch  dieselbe  Construction  gelangt,  welche  uns 
von  1  zu  2  führte. 

Die  ümkehrang  der  letzteren  verlangt  nach  Fig.  24  durch  0 
uud  0'  je  eiue  Linie  zu  legen,  welche  bez.  die  Geraden  0-  0'  und 
2  -  0  in  Punkten  Q  und  Q^  schneiden,  deren  Verbindungslinie  durch 
C  geht.  Ersetzen  wir  hierin  2  durch  1,  so  wäre  der  Punkt  -5-  defi- 
nirt,  und  in  entsprechender  Weise  könnte  ein  Punkt  -^  zwischen  1 
und  2  eingeschaltet  werden.  ,  Es  würde  sich  aber  fragen,  ob  nun 
—  ebenso  wie  früher  1  als  Ausgangspunkt  benutzt  werden  darf,  d.  h. 
ob  der  Punkt  ^    dann   auch    wirklich    auf  2,  -f-  anf  3  fallen  würde, 
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u.  s.  f.  Es  i'clilt  uns  ferner  noch  ein  Mittel,  um  den  Punkt  y  nicht 
nur  zu  deiiniren,  sondern  auch  wirklich  zu  eonatruiren. 

Die  Lücke  lässt  sich  ausfüllen  durch  Zuhülfenahme  derjenigen 
collintaren  Beziehung  zweier  Ebenen  auf  einander,  welche  wir 
unter  dem  Namen  der  „Centralperspective"  studirten*).  Ohne  irgend 
welche  analytische  Hülfsmittel  kann  man  eine  solche  Verwandtschaft 
mittelst  einer  räumlichen  Conetruction  und  unter  alleiniger  Benutzung 
der  von  uns  aufgestellten  Voraussetzungen  herstellen.  Mau  braucht 
nur  zwei  sich  schneidende  Ebenen  Punkt  für  Punkt  derartig  auf 
einander  zu  beziehen,  dasa  die  Verbindungslinie  je  zweier  einander 
entsprechenden  Punkte  durch  einen  ausserhalb  beider  Ebenen  ge- 
legeneu,  fest  gewählten  Punkt  je  geht.  Offenbar  entspricht  dann 
jeder  Punkt  der  Schnittlinie  (der  ColUneationsaxe)  sieh  selbst;  jeder 
geraden  Linie  der  einen  Ebene,  welche  die  CoUineationsaxe  schneidet, 
entspricht  eine  gerade  Linie  der  anderen  Ebene,  und  beide  begegnen 
eiuander  in  demselben  Punkte  der  CoUineationsaxe.  Ist  der  Punkt 
3E  nicht  gegeben,  so  wird  die  Verwandtschaft  hiernach  festgelegt, 
indem  man  einem  beliebigen  Punkte  A  der  ersten  Ebene  einen  be- 
liebigen Punkt  Ä'  der  zweiten  zuordnet;  einem  ebenfalls  beliebig 
gewählten  Punkte  J5  der  ersten  Ebene  kann  dann  noch  ein  solcher 
Punkt  B'  entsprechend  gesetzt  werden,  dessen  Verbindungslinie  mit 
A'  die  ColUneationsaxe  in  ihrem  Schnittpunkte  mit  A-B  trifft  (wir 
können  annehmen,  dass  dieser  Schnittpunkt  wirklich  existire).  Ist 
B'  demgemäss  gewählt,  so  ist  Alles  bestimmt,  indem  sich  x  als  Schnitt- 
punkt der  Linien  Ä  -  A'  und  B  -  B'  ergibt.  Insbesondere  können 
wir  die  beiden  Ebenen  als  sehr  dicht  über  einander  liegend  betrachten 
(wie  es  auch  bei  den  erwähnten  früheren  Untersuchungen  geschah), 
so  dass  die  Punkte  einer  und  derselben  Ebene  auf  einander  bezogen 
erscheinen.  Eiuander  zugeordnete  Gerade  schneiden  sich  dann  immer 
auf  einer  festen  Geraden  der  Ebene,  der  CoUineationsaxe;  auch  die 
Linien  A-B  und  A'-B'  schneiden  sich  also  auf  dieser  Axe.  Lassen 
wir  jetzt  A  mit  A'  zusammenfallen,  so  kann  demnach  B  noch 
willkürlich  gewählt  werden,  während  B'  auf  der  Linie  A-B 
liegen  muss. 

Um  mit  dem  Früheren  in  Zusammenhang  zu  bleiben,  ersetzen 
wir  die  Buchstaben  J.,   ß,  B'  durch  0,  0',  0"   imd  construiren*''') 


*)   Vgl.  Bd.  i,  p,  264  ff.,  besonders  p,  258. 
**)  Ea  könnte  sein,  dass  die  Linie  AP  von  der  Linie  0  -  G  airgends  getroffen 
wird;  doch  kann  man  dies  durch  passende  Wahl  von  0'  etefca  vermeiden;   man 
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m  Puukt  0"  im  AnschlusBG  an  Fig.  24,  in  welcher  die  Linie  A  -  C 
s  OoUineatioDsaxe  zu  denken  ist,  gemäss  dem  Schema 

0-.B|  A- 

0  -£       '  0- 


0"     (vgl.  Kg.  25). 


Offenbar  entspricht  dann  deiu  Punkte  Q  der  ersten  Ebene  der  Punkt  P 
der  zweiten,  dem  Punkte  Q,  der  ersten  der  Punkt  Pj  der  zweiten 
gemäss  den  Constructionon 

A-0']  A-O")  C-Q\  C-F] 


B-0  j^'  B-0    J      '  0-B\ 

Da  nun  ßi  a«f  B  -  0'  liegt,  i 

folgt,   dass  der  Punkt  Z)  auch 

A-(y"\  F-0 

B-0    1  ■^'  B-0" 


.  geht  B-0"  durch  P, 
durch  die  Conetructiou 


hieraus  i 


■  ^i> 


OB,) 

ab] 


D 


gefunden  wird,  welche  sich  von  der  Conetruction  (1)  nur  dadurch 
unterscheidet,  dass  0',  Q,  Qi  ben.  durch  Sie  ihnen  entsprechenden 
Punkte  0",  P,  Pj  ersetzt  sind.  Ber  Bunlit  B  (d.  i.  2)  hJe^t  daher 
ungeändert,  wmtn  in  der  früheren  Conslmction  0'  mit  0"  vertauscht 
mrä.  Ferner  sehen  wir,  dass  die  Construction  von  D  jetzt  einfacher 
nach  dem  Schema 


branclit  nämlich  nur  0"  beliebig  ausserhalb  0-0  zu  wählen  und  findet 
dann  durch  Umkebrung  der  Conatruction  dun  zugoliörig'en  Punkt  0'  Kwischen 
0  und  C. 
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A-0-']  P-0'1 

ausgeführt  werden  kann;  zu  demselben  Punkte  T)  inusa  folglich  auch 
das  entsprechende  Schema 

A-0']  Q-0"\ 

fiiliren,  d.  h.  die  Linie  0"  - 1)  geht  durch  Q  hindurch.  Der  Linie 
0' '  P  der  ersten  Ehene  entspi-icht  sonach  die  Linie  0"  -  Q  der 
zweiten,  und  umgekehifc,  dem  Punkte  P  der  zweiten  Ebene  ist  also 
der  Punkt  Q  dei  ersten  zugeordnet,  und  ebenso  gilt  der  Sata,  dass 
die  Beziehung  suibütm  dm  Puniden 

0',  Q,  Q„  Q„  ... 


0",  P,  P„  P„  ... 
aiiäererseits  eine  wechselseitige  ist.  Die  Linie  0'  -  D  geht  natürlich 
auch  durch  Q^t  ^^^  Linie  0-3  durch  P^  (Schnittpunkt  von  0"  -  D 
mit  P  ■  G)  die  Linie  0"  -  3  durch  Q^,  die  Linie  0' -  B  durch  den 
Schnittpunkt  S  von  A-O  und  C  -  P,  Es  ergibt  sich  ferner,  dass 
der  Punkt  2  (d.  i.  D)  auch  durch  die  Constructioii 
A-  0  1  C-S]  P-O'l 

£-0-)^'  J5-Or'  A-b\^ 

gewonnen  wird,  welche  aus  (1)  durch  Vertauschung  von  0  mit  0' 
entsteht.  Die  Bemhung  swtscken  den  Punkten  0  und  2  in  Bezug  auf 
die  Pmkte  1  und  oo  ist  daher  eine  wechselseitige;  sie  ist  unabhängig 
davon,  in  'welcher  Reihenfolge  die  Punkte  0,  0'  hei  der  ConstrucUon 
henutzt  werden.  Es  ist  somit  {nach  obiger  Definition)  nicht  nur  2  der 
vierte  harmonische  Punkt  von  0  in  Beeug  auf  1  und  oo,  sondern  auch 
0  der  vierte  harmonische  von  2  in  Bemg  am,f  dieselben  Punkte*). 


*)  Daas  die  Lage  des  Punktes  D  von  der  Wahl  der  Puütte  0  und  O' 
überhaupt  unabhängig  ist,  wird  aieh  erat  weiter  unten  ergeben.  —  Es  wird  dies 
Resultat  sonst  meist  direct  durch  Zuhälfenahme  einer  räumlichen  Constructiou 
gewonnen  (vgl.  t.  Standt,  Geometrie  der  Lage,  Nfiraherg  1847  und  dazu 
Klein,  Math.  Ännalen  Bd.  6,  p.  138).  Auch  wir  muaaten  oben  die  Möglichkeit 
der  perspootivisclien  Verwandtschaft  durch  eine  Betrachtung  aus  der  Geometrie 
des  Raumes  erweisen!  und  eine  solche  lässt  sich  bei  derartigen  Untersuchungen, 
wie  Kloin  gezeigt  hat  (a.  a,  0.  p.  135  f.)  nicht  vermeiden.  —  Man  könnte  ver- 
suchen, die  lineare  Verwandtschaft  durch  tlie  Möbins'schen  Netaoonstructionen 
(vgl.  die  Ifote  zn  Bd.  I,  p.  354)  direct  au  vermitteln;  doch  bleibt  dann  die 
Schwierigkeit  bestehen,  zu  beweisen,  dasa  zwei  veracbiodone  Conatrnctioßen,  die 
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Nimmehr  ist  ans   Fig.  25  sofort  ersichtlich,  wie  der  Punkt  -^ 

zu  eonstruireii  ist.  Es  ergibt  sich  ulitiilich  1  aus  0  mu\  2  durch 
die  Construetion 

0'-2    1  P-01 

Der  Funkt  ^  ""i^J  also  durch  die  Construetion 
0'  ^  l    ]  T-0\   1 

A-  0"\      '  A-C\   ^ 

gefunden  werden.  Bemerken  wir  nun,  dass  die  Punkte  2,  ;^,  4,  .  .  . 
nach  (5)  successive  durch  die  Construciionen 

0-0"\  P-  0']  1  -0"\  F.-iY  } 

1-0   J      '  0-  1   I     '  2-0   \     "  1 -2   j     ' 

^  '  2-  0"]  P, -O'l 

gewonnen  werden,  so  ergibt  sich  in  ganz  gleicher  Weise  aus  -     die 

Reihe  von  Punkten  1,  -g-,  2,  ... 

0-0"|  r-O'j  v-0" 

1-^    I  Ö-,^(  1-0    J  -^-l 

Statt  zu  beweisen,  dass  eine  nochmalige  Wiederholung  der  an- 
gegebenen Operation  genau  auf  den  Punkt  2  führt,  zeigen  wir  (um 
die  Figur  nicht  durch  neue  Linien  zu  verwirren),  dass  man  von  2 
zu  4  mittelst  derselben  Construetion  gelangt,  die  von  1  zu  2  führte, 
die  also  nach  (5)  dnrch  das  Schema 

0-0")  i''-o-\ 

2-0   P"  0-1    H 

dargestellt  wird.  Es  ist  nur  nachzuweisen,  dass  die  Linie  0'  -  P^, 
welche  nach  (6)  den  Punkt  4  deflnirt,  aneh  durch  P'  hiudurchgeht. 
Nun  ist  auf  der  Linie  P~G  der  Punkt  P  der  vierte  harmonische 
von  Pg  in  Bezug  auf  P,  und  C,  denn  er  wird  durch  die  zu  (ö)  ana- 
loge Operation 

in  der  einen  Ebene  zu  demselben  Punkte  führen,  in  der  anderen  Ebene  dio 
gleiche  Eigenschaft  habenj  Möbius  (Geaaramelte  Werke,  Bd,  I,  p.  237  ff.)  sefet 
bei  Beiner  Darstelhmg  die  Sätze  über  Doppelverbältniese  bereits  als  bekannt 
voraus;  vgl,  Hankel,  Die  Elemente  der  projectivischen  Geometrie,  Leipzig  1875, 
p.  251  f. 
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Ps-O")  D-0'\ 

p.-o]"-       P.-P.P 

erhiilten;  dann  abei'  ist  nach  Obigem  aiieli  Pg  der  vierte  hariuoiiiMclie 
zu  1'  in  Bezug  auf  F^  und  C;  d.  li.  die  Constriiction : 

F-0"]  P'-O'l 

P'  P. 

miiss  KU  (Jem  Pnukte  P.^  aurückfühieu,  q.  e.  d. 

Wie  die  Punkte  -^ ,  —,  -~,  .  .  .,  -g-,  -^,  y,  -,  --,  ...  durch 
iinaloge  Construetionen  gefunden  werden,  wie  sieh  allgemein  alle 
Punkte  — ergeben,  bedarf  nicht  noch  näherer  Erörterung.  Jeder posiHven 

rationalen  Zahl,  dere}i  Nenner  gleich  einer  Potenz  von  2  ist,  haben  mr 
hiermit  einen  iestimmten  Funlct  der  Geraden  A-  C  mgeordnet;  und 
die  betreffenden  Punkte  folgen  in  demselben  Sinne  auf  einander,  wie 
die  ihnen  zugeordneten  Zahlen,  Nennen  wir  %  die  einem  bestimmten 
Punkte  der  Geraden  A-0  Kugeordnete  Zahl,  und  untersuchen  wir, 
wie  sich  diese  Zahl  ändert,  wenn  der  Null-  und  Eiuheitspunkt  (d.  h. 
A  und  S)  in  ihrer  Lage  geändert  werden.  Der  Nullpunkt  werde 
an  die  Stelle  I  =  ff,  der  Einheitspimkt  an  die  Stelle  S  =  (Z  4"  1  'S'" 
legt;  es  sei  |'  die  neue  Zahl,  welche  dadurch  dem  Punkte  §  ku- 
geordnet  wird  (der  neue  Parameter,  die  neue  Coardinate  dieses  Punktes); 
unter  q  werde  eine  der  ausgezeichneten  rationalen  Zahlen  verstanden. 
Die  vorstehenden  Erörterungen  und  Coustructionen  ergchen  dann 
sofort,  dass 

(')  i-i'  +  'l 

ZU  setzen  ist.  Verlegen  wir  andererseits  den  Einheitspunkt  von  B 
nach  D,  so  wird,  wie  wir  sehen,  2  nach  4,  ebenso  -^  ^^^^  1  verlegt, 
u.  a.  f.;  allgemein  aber  würde  |  zu  ersetzen  sein  durch  --§.  Legen 
wir  den  neuen  Einheitspunkt  an  die  Stelle  p,  wo  p  eine  der  obigen 
rationalen  Zahlen  ist,  so  haben  wir  den  neuen  Parameter  gleich  — 
zu  setzen.  Eine  gleichzeitige  Verlegung  des  Null-  tmd  des  Einhdts- 
Punktes  fuhrt  daher  su  der  allgemeinen  Formel  der  Coordinaientrans- 
formation: 

(8)  i-i>r  +  9. 

Dieselbe  bezieht  sich  aber  nur  auf  diejenigen  rationalen  Werthe  von 
i  und  §',    welche   sich  {ebenso   wie  p    und  q)   durch   Multiplication 


y  Google 


442  Dritte  Abtheilung. 

mit  einer  Potenz  von  2  in  ganze  Zahlen  verwandeln  lassen.  Der 
Funkt  CO  wird  durch  die  Tran a form iition  (8)  nicht  geändert;  die  Punkte 
0,  0',  0"  sind  bei  den  entsprechenden  construetiven  Operationen 
stets  in  gleicher  Weise  zu  benutzen. 

Zu  beachten  ist,  dass  für  |  <  (/  sich  aus  (7)  negative  Werthe 
von  I'  ergeben,  während  wir  bisher  nur  positive  Werthe  des  Para- 
meters in  Betracht  zogen.  So  folgt  ans  |  =  g  —  1  für  |'  der  Werth 
—  1.,  und  dieser  Punkt  |'  ^  ^  1  wird  aus  |'  ^  0,  ^'  ^  ao  und 
^'  =  -\-  1  durch  dieselbe  Constructiou  gewonnen,  welche  von  %•==%, 
g  =  oo,  |  =  (-(-lzu|=t  —  1  zuidtkfuhit  Wie  ä.isfc  Constructiou 
hier  von  dem  Punkte  g  =  0  nach  hnks  hin  bis  zu  |  ^  —  q  fort- 
gesetzt werden  muss,  um  die  larametei  ^  für  alle  Punkte  |  zwischen 
A  und  0  zu  ergeben,  ao  hatten  wii  aut-h  schon  uispiunglich  unsere 
Construction  über  4  (d  h  £  =  U)  hinaus  nach  links  lim  fortsetzen 
können;  den  sich  eigebenden  Paukten  müssen  dann  negative  Werthe 
von  %  beigelegt  ■\\  erden  damit  die  Gleichung  (7)  und  weiterhin  auch 
(8)  für  alle  links  von  C  (d.  h  |  =  oo)  gelegenen  Punkte  unserer 
Geraden  anwendbar  bleibt.  Die  Punkte  —  1,  —  2,  . . .  werden  dem- 
nach durch  die  Constructionen 
1-0"!  1^-1- O'i  0^0"!  Q-'i-0'\ 

0-0  ]'^-''       1-0  )~^'     1-0  p^''       1-0  |~^'  ■■■ 

snccessive  gewonnen.  Fraglich  bleibt  es  aber,  ob  diese  Constructionen 
beliebig  weit  fortgesetzt  werden  dürfen.  Es  hängt  dies  offenbar  davon 
ab,  ob  alle  durch  0'  zu  ziehenden  Hülfslinien  die  gegebene  Gerade 
A  -  0  wirklich  sehneiden,  oder  nicht.  Hier  sind  folgende  Fälle 
möglich: 

1)  Während  der  Schnittpunkt  der  durch  0'  gehenden  Hülfs- 
linie  mit  A-  C  nach  links  fortrückt,  nähert  sieh  diese  Hülfs- 
linie  allmählich  einer  bestimmten  Grenzlage ,  und  die  dieser 
Grenzlage  selbst  entsprechende  Linie  schneidet  A-  C  nicht 
mehr  (die  über  die  Grenzlage  hinaus  liegenden  Geraden  des 
durch  0'  bestimmten  Strahlbüsehels  kommen  für  uns  zunächst 
nicht  in  Betracht), 

2)  Alle  durch  0'  gehenden  Hilfslinien  schneiden  die  ge- 
gebene Gerade  Ä  ■•  0*). 

Machen  wir   nun   äü  weitere  Hypothese,    dass   es  möglich  sei,   eine 


*)  Man  vermeidet  es,  Bohon  jetzt  diese  beidoa  Alternativen  in  Betracht  z 
aiehen,  wenn  man  (mit  Klein)  alle  Conatruction  ztinüclist  auf  ein  ahgegrenate 
endliches  Gebiet  besehränkt. 
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gerade  Imie  durch  vollständige  Umdrehung  um  einen  ihrer  JPimlde  mit 
sidi  selbst  in  Hiohtimc/  und  Lage  mr  Deehung  su  hringm,  so  ist  im 
zweiten  Falle  auch  jeder  negativen  ganzen  Zahl  ein  Punkt  der  Linie 
A-C  zugeordnet,  und  zwar  werden  sehr  grossen  negativen  Zahlen 
Punkte  in  der  Nachbarschaft  von  C,  aber  auf  der  rechten  Seite  dieses 
Punktes  entsprechen,  wie  die  folgende  Üeberlegung  noch  genauer 
zeigen  wird.  Im  erstmt  Falle  dagegen  kann  die  Construction  nur  so 
lange  fortgesetzt  werden,  bis  man  zu  einer  negativen  Zahl  kommt, 
von  welcher  aus  man  bei  weiterer  Fortsetzung  zu  einer  durch  0' 
gehenden  Linie  geführt  werden  würde,  welche  A-O  nicht  mehr  trifft. 
Gleichwohl  kann  man  auch  dann  für  eine  Reihe  anderer  negativer 
Zahlen  zugehörige  Punkte  der  gegebenen  Geraden  finden.  Wir  wissen 
nämlich,  dass  die  Punkte  —  1  und  +  1  „harmonisch"  liegen  zu  0 
und  Od,  ebenso  0  und  2  in  Bezug  auf  1  und  od,  ferner  0  uud  4  in 
Bezug  auf  2  imd  cx>,  u.  s,  f.;  also  auch  2  und  —  2  in  Bezug  auf  0 
und  oo,  wie  eine  Verlegung  der  Grundpunkte  unserer  Coordinaten- 
bestimmung  nach  (8)  leicht  erkennen  lUsstj  allgemein  sind  —  n  und 
-j-  n  harmonisch  zu  0  und  oo.  Wir 
lämnen  also  den  Funkt  —  n  als  den- 
jenigen defi,niren,  welcher  sti  -\-  n 
hm-monisch  liegt  in  Besug  auf  0 
imd  oo;  und  diese  Definition  lässt 
si(^  auch  noch  auf  solche  Punkte 
antuenden,  die  durch  die  früheren 
succeseiven  Gonstruetionen  nicht  er- 
reicht  toerden  würden,  nämlich  auf 
alle  Funkte  der  gegebenen  Geraden, 
tvelche  sich  rechts  vom  Fwnltte  oo 
befinden.  Um  sieh  hiervon  zu  überzeugen,  nehme  man  auf  der  ge- 
gebenen Geraden  rechts  vom  Punkte  C  einen  Punkt  M  beliebig  an 
und  mache  die  Construction  (Fig.  26) 


A-0  \ 


A-0' 


G, 


A-G\ 


h  E  auf  C  zu,  so  thut  I  dasselbe;  entfernt  sich  7?  von  C 
nach  rechts,  so  bewegt  sich  I  (als  vierter  harmonischer  Punkt  von 
E  in  Bezug  auf  0  nnd  oo)  auf  den  Punkt  A  zu.  Wir  können  den 
Punkt  E  sich  so  weit  entfernen  lassen,  als  seine  Verbindungslinie  mit 
0'  existirt.  Diese  Verbindungslinie  wird  sich  bei  ihrer  Drehung  um 
0'  einer  bestimmten  Grenzlage  nahem,  wie  es  nach  unserer  An- 
nahme bei  der  Drehung  im  entgegengesetzten  Sinne  schon  besprochen 
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wurde;  und  uur  bis  zur  Erreichung  dieser  Greuzlage  ist  die  verlangte 
Construetion  ausführbar.  Die  auf  der  rechten  Seite  von  C  so  vor- 
handene Greozlage  kann  insbesondere  mit  der  auf  der  linken  Seite 
oben  gefundenen  (resp.  gemäss  unserer  Hypothese  vorausgesetzten) 
identisch  sein,  indem  die  eine  Gerade  nur  als  Verlängerung  der 
anderen  erscheint.  In  diesem  Falle  würden  wir  auf  das  Euelidisehe 
Paralielenasiom  geführt  werden,  indem  beide  Gerade  zusammen  dann 
die  eine  Parallele  za  A-C  bilden,  die  man  durch  0'  ziehen  kann. 
Da  wir  uns  aber  von  diesem  Parallelenaxiome  unabhängig  halten 
wollen,  so  m&asen  wir  vorläufig  beide  Grenzlagen  als  von  einander 
verschieden  voraussetKen.  Dieselben  trennen  in  dem  Strahlbüschel 
mit  dem  Mittelpunkte  0'  diejenigen  Linien,  welche  die  Gerade  A-C 
(resp.  deren  Verlangerungeu)  schneiden,  von  denjenigen,  weiche  diese 
Gerade  nicht  schneiden. 

Da  sich  die  von  einander  abhängigen  Punkte  E  und  I  immer 
in  entgegengesetztem  Sinne  bewegen,  so  folgt,  diiss  die  dem  Funkte  i? 
entsprechende  negative  (ganze)  Zahl,  welche  der  dem  Punkte  I  su- 
geJiÖriyen  absolut  gleich  sein  soll,  ihrem  absoluten  Werthe  nach  ab- 
nimmt, wenn  sich  E  von  C  entfernt,  während  dem  Punkte  C  in  der 
i  renze  de    Werth  — ■  oo  be  zulegen    st     Es  j  bi  also  gan  e  po 

vobe         >       se     ief  A  f    hss  den  ZaJ  let 
s         G    aden  A    C  a  f  d      lim    Seite 

von  —  his  —  <x>  P  ]te  f  d  täte 
wal  ul  l  egat  v  ga  sen  Zal  le  — « 
<     <        qei  gm      b   1  uj^t  Ic     e  P    Ite 

ei  s     i     Co  st       en  w      au  1     olele  P  nkt 
1  e  den    at  onalen  Zahlen  m  t  Nenne       1er  Fo  m        z  j,el  o  e        o 
können   wir   uns    über  die  Punkte  —  m'   und   —  m"   hinaus   von  A 
boz.  C  entfernen,   aber   doch   niemals    die  Punkte  —  {m'  -f-  1)   oder 
—  {m"  +  1)  erreichen. 

Es  ist  leicht,  für  den  Strahlbüschel  die  entsprechenden  Ueber- 
legungen  anzustellen  und  so  (unter  Zuhülfenahme  zweier  dem  Büschel 
nicht  angehörigen  Strahlen  0  und  0')  allen  ganzen  positiven  und 
negativen  Zahlen  bestimmte  Strahlen  des  Büschels  zuzuordnen.  Statt 
die  entsprechenden  üeberlegungen  selbstständig  durchzuführen,  be- 
schränken wir  uns  darauf,  den  Strahlbüschel  mit  dem  Mittelpunkte 
0'  zu  betrachten  (vgl.  oben  Fig.  25).  Den  gangen  Zahlen  n,  tvelche 
der  Bedingung  —  m'  <.n  <i'xi  oder  —  c»  <  jj  ^  —  m"  genügen, 
ordnen  wir  diejenigen  Strahlen  des  Büschels  su,  welche  durch  ihre 
Schnittpunkte  mit  der  Geraden  A-  B  nach  Obigem  bestimmt  werden. 
Auf  die  Zahlen  n  zwischen  —  m'  und  —  m"  lässt  sich  diese  Zuord- 
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üung  dann  durch  folgendu  Ueberlegaiig  ausdehnen.  Wir  wissen, 
dass  die  Punkte  Q,  Q,,  Q^,  ...  der  Geraden  Q  -  C  zn.  einander  und 
zu  C  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Punkte  1,  2,  3,  . .  .  der 
Linie  Ä~  C  (d.  h.  bez.  in  derselben  "Weise  mittelst  der  HiilfspimUte 
0  und  0'  zu  construiren  sind);  wir  hätten  auch  die  Punkte  der 
Geraden  Q  -C  statt  derjenigen  der  Geraden  A  -  C  benutzen  dürfen, 
um  den  ganzen  Zahlen  n  gewisse  Strahlen  des  Büschels  mit  dem 
Mittelpunkte  0'  zuzuordnen.  Ebenso  können  wir  die  Linie  Q  -  C 
ersetzen  durch  die  Gerade  B  -  ö,  welche  zu  ^  -  <7  in  derselben  Be- 
ziehung steht,  in  der  Q  -C  zu  A-  C  stand,  u,  s.  f.  Schüesslieh 
werden  wir  eine  solche  durch  C  gehende  Linie  L-  C  wählen  dürfen, 
welche  die  beiden  durch  0'  gehenden  Geraden  schneidet,  die  wir 
oben  als  Grenzlagen  der  Linien  0  -  E  einführten,  und  welche  in 
dem  von  0'  getragenen  Büschel  die  Treffgeraden  der  Linie  A-  0 
von  den  übrigen  Liiiieu  des  Büschels  scheiden.  Diese  Gerade  L  -  C 
schneidet  dann  auch  alle  zwischen  jenen  beiden  Grenzlagen  liegenden 
Linien  des  Stralilbüschels,  d.  h.  alle,  welche  von  der  Linie  A-  C 
nicht  geschnitten  werden.  Indem  wir  mm  auf  L-O  statt  auf  Ä-C 
unsere  ewigen  Comtntctionen  fortsetzen,  ordnen  wir  auch  den  ZaMen  n 
zwischen  —  m'  und  —  m"  bestimmte  Strahlen  des  von  0'  getragenen 
Büschels  SU.  Im  Strahlhüschel  ist  somit  die  Beziehung  der  positiven 
und  negativen  ganzen  Zahlen  (und  der  rationalen  Zahlen  mit  Nennern 
von  der  Form  2'')  eine  ausnahmslose.  Die  vorstehende  Ueberlegung 
zeigt  dies  für  die  erste  unserer  beiden  obigen  Hypothesen  (p.  442), 
für  die  andere  bedarf  es  keines  besonderen  Beweises. 

Um  auch  beliebigen  rationalen  Zahlen  Punkte  unserer  Geraden 
A  '  C  zuzuordnen,  bemerken  wir,  dass  jede  solche  Zahl  p,  die  sich 
nicht  durch  Multiplication  mit  einer  Potenz  von  2  in  eine  ganze 
Zahl  verwandeln  lässt,  vollständig  bestimmt  ist,  wenn  man  für  jede 
ganze  positive  Zahl  ii  eine  ganze  Zahl  «,,  finden  kann,  für  die 

^,<P<  "---,7 - ■ 
Setzt  man   iiätnlich 

««  —  Po,    Y  —  Po  +  Y'    ü^  —  Po  -f-  2  +  2"    ■  ■  ■' 
so   ist  dann  nothwendig  ß,<2,   ^2<2;    die  Zahl  p   wM    folglich 
durch  die  convergente  Reihe 

W  ft  +  |  +  |5  +  l  +  --- 

in  eindeutiger  Weise  dargestellt,  genau  so,  wie  die  Zahl  p  als  eine 
nach  fallenden  Potenzen  von  10  fortschreitende  Reihe  erscheint,  wenn 
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man  sie  in  einen  Docimalbrucli  verwandelt.  Wir  büliaupteu  nun,  dass 
die  den  rationalen  Zahlen  hiermit  zugeordneten  Punkte  stetig  (besser 
„überall  dicht")  auf  einander  folgen  (wie  ja  auch  die  rationalen  Zahlen 
eine  überall  dichte  Mannigfaltigkeit  bilden),  d.  h.  dass  man  mittelst 
unserer  Construction  in  jedes  noch  so  kleine  vorgegebene  Intervall 
hinein  gelangen  kann.  Wir  brauchen  dies  nur  für  irgend  ein  Inter- 
vall, z.  B,  das  Interyall  Ä-  M  zu  beweisen,  wo  M  einen  beliebigen 
Punkt  zwischen  0  und  y  bezeichnet;  durch  Verlegung  des  Anfangs- 
punktes und  des  Eiuheitspnnktes  können  wir  dann  das  Intervall  an 
eine  beliebige  andere  Stelle  der  Strecke  Ä-C  überführen.  Es  ge- 
nügt aber  zu  zeigen,  dass,  wenn  das  Tntervali  Ä-M  gegeben  ist, 
ein  Punkt  2~"''  bei  passender  Wahl  von  ;*  in  das  Innere  des  Inter- 
valls Ä-M  fallen  muss.  Ist  M  selbt  einer  der  durch  Wiederholung 
unserer  Construction  gefundenen  Punkte,  so  ist  das  Behauptete  evi- 
dent. Möglich  wäre  es  aber,  dass  die  auccessive  gefundenen  Pimkte 
2"",  2~'~^,  2~^~^,  . . .  sich  nicht  an  der  Stelle  Ä,  sondern  an  einer 
anderen  (eben  mit  M  bezeichneten  Stelle)  verdichten,  und  diese 
Möglichkeit  ist  allein  zu  untersuchen.  M  seibat  gehört  dann  nicht 
zu  den  Punkten  2"'',  aber  in  unmittelbarer  Nähe  von  M,  und  zwar 
zwischen  M  uniJ  1  liegen  sieher  solche  Punkte.  Es  sei  nun  N  der 
vierte  harmonische  Punkt  von  0  in  Bezug  auf  M  und  C,  so  dass  N 
zwischen  M  und  1  liegt.  Zwischen  M  und  N  gibt  es  dann  sicher 
einen  Punkt  2~'.  Dann  ist  2— '— ^  der  vierte  harmonische  von  1  in 
Bezug  auf  2""  und  oo;  und  dieser  Punkt  befindet  sieh  dann  sicher, 
da  2""  links  von  N  liegt,  auf  der  linken  Seite  von  M,  d.  h.  im 
Intervalle  Ä-M,  q.  e.  d.*). 

Der  Uebergang  zu  irrationalen  Zahlen  ist  nun  äusserst  einfach. 
Auch  jede  irrationale  Zahl  kann  durch  eine  convergente  Reihe  von 
der  Form  (9)  dargestellt  werden;  ihr  ist  also  genau  wie  eben  der 
allgemeinen  rationalen  Zahl  ein  bestimmter  Punkt  unserer  Geraden 
Ä-G  zugeordnet,  welchem  man  sich  durch  eine  unendliche  Folge 
von  ausführbaren  Operationen  mehr  und  mehr  nähert.  Wir  müssen 
uns  nur  gewöhnen,  einen  Punkt,  welcher  derartig  als  Grenzlage  eines 
anderen  in  bestimmter  Weise  bewegten  Punktes  erscheint,  als  wirk- 
lich erreicht  zu  betrachten,  wie  man  es  ja  auch  bei  Construction 
irrationaler  (incom mensurabler)  Strecken  in  der  elementaren  Mathe- 


*)  In  dieser  Weise  wird  der  Beweis  von  Killing  a.  a.  0.  gefiilirt;  der- 
selbe ist  analog  dem  von  Lüroth.  und  Zeutlien  gegebenen  Beweise  (vgl.  Klein, 
Math.  Annalen,  Bd.  7,  p,  535  nnd  Bd.  17,  p.  53)  für  die  stetige  Erfüllung  der 
Geraden   durch  auceeflBiye  harmonische  Gonstructionen. 
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matik  thuii  muss.  Ein  Unterschied  gegenüber  der  Construction  ra- 
tionaler Zahlen  wird  sieh  allerdings  insofern  geltend  machen,  als  wir 
später  lernen  werden,  die  den  rationalen  Zahlen  zugeordneten  Punkte 
direct  mit  dem  Lineal  zu  eonstruiren,  ohne  dabei  eines  Grenzpro cesses 
zu  bedürfen;  die  directe  Construction  irrationaler  Zahlen  gelingt  da- 
gegen nur  (und  dann  nur  in  einzelnen  P'ällen),  wenn  man  andere 
Hülfsmittel  (z.  B.  den  Zirkel,  d.  h,  einen  fertig  gezeichneten  Kreis) 
zu  Hülfe  nimmt. 

Auch  die  Construction  irrationaler  Zahlen  wird  man  in  das  nega- 
tive Gebiet,  d,  h.  über  A  hinaus  nach  links,  über  C  hinaus  nach 
rechts  fortsetzen  können.  Auf  beiden  Seiten  werden  sich  da,bei  ge- 
wisse Zahlen  (die  rational  oder  irrational  sein  können)  ergeben,  denen 
keine  Punkte  der  Geraden  entsprechen:  —  M^  für  die  linke,  —  M^  für 
die  rechte  Seite;  und  zwar  derartig,  dass  jeder  Zahl,  welche  zwischen 
—  M^  und  —  Mg  liegt,  kein  Punkt  der  Geraden  entspricht,  jeder  anderen 
Zahl  dagegen,  und  sei  dieselbe  noch  so  wenig  von  —  M^  oder  -~  M^ 
verschieden,  ein  bestimmter  construir barer  Punkt  zugehört.  Dieses 
gilt  für  die  erste  unserer  beiden  Hypothesen  (p.  442),  für  die  zweite 
existirt  eine  solche  Beschränkung  der  brauchbaren  Zahlenwerthe  nicht. 

Wenn  hiernach  feststeht,  dass  jeder  rationalen  oder  irrationalen^ 
positiven  oder  negativen  Zahl  (eventMeü  unter  Ausschliessung  der  Zahlen 
imischen  —  M,  und  —  M^)  ein  'bestimmter  Punkt  der  Ga-aden  zugeordnet 
zverden  Icünn,  so  entsteht  umgekehrt  die  Frage,  ob  jedem  Punkte  der 
Geraden  auch  eine  bestimmte  Zahl  entspricht.  Diese  Frage  ist  iden- 
tisch mit  der  anderen,  ob  es  überhaupt  möglich  sei,  das  Continuum 
der  Punkte  einer  Geraden  durch  die  Mannigfaltigkeit  aller  reellen 
Zahlen  erschöpfend  darzustellen;  wir  werden  also  mit  dieser  Frage 
an  die  Grenzen  unserer  Erkenntnis s  geführt,  und  es  erscheint 
zweifelhaft,  ob  sie  überhaupt  zu  beantworten  ist.  Mit  einer  geraden 
Linie  verbinden  wir  den  Begriff  der  stetigen  Ausdehnung,  und  diesen 
Begriff  zerstören  wir  durch  unsere  Beziehung  ihrer  Punkte  auf  die 
Zahlenreihe;  denn  diese  Beziehung  beginnt  nothwendig  mit  der  Wahl 
einer  bestimmten  Einheit,  und  durch  Einschachteln  neuer  Punkte, 
d  h  durch  allmähliche  Verkleinerung  der  gewählten  Einheit  suchen 
wir  nachträglich  die  einmal  gestörte  Stetigkeit  wieder  herzustellen, 
was  stets  em  unbefriedigendes  Resultat  ergeben  musa,  Wir  zwingen 
■50  das  Stetige,  als  welches  ein  geometrisches  Gebilde  seinem  Wesen 
nach  eischeint,  in  die  Fessel  des  Disereten,  der  Zahl.  Die  Folgen 
dieses  Zwanges  werden  sich  in  jedem  Augenblicke  bemerkbar  machen; 
wir  gehen  ihnen  aus  dem  Wege,  indem  wir  uns  entschliessen,  nur 
solche  Punkte    der  Geraden    als    existirend    zu   betrachten,   die   sich 
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diesem  Zwange  fügen;  und  dieser  Entschluss  ist  jedenfalls  für  die 
analytische  Geometrie  berechtigt,  denn  jeder  in  ihr  vorkommende 
Punkt  ist  durch  irgend  ein  zahlenmässig  ausdriickbares  Gesetz  defi- 
nirt,  kann  demnach  in  obiger  Weise  auf  eine  Zahl  bezogen  und  dann 
auch  construirt  werden*). 

Dass  sich  im  Strahlbüschel  für  jede  rationale  oder  irrationale 
Zahl  ein  ihr  entsprechender  Strahl  finden  lässt,  bedarf  nach  Obigem 
kaum  der  Erwähnung.  Ebensowenig  braucht  ausgeführt  zu  werden, 
dass  sich  die  Formeln  (7)  und  (8)  auf  irrationale  Zahlen  anwenden 
lassen. 

IL  Die  analytische  Geometrie. 

Wir  baben  jetzt  alle  Hülfsmittel  bereit,  um  die  analytische  Geo- 
metrie unabhängig  von  unseren  metrischen  Vorstellungen  (d.  h.  un- 
abhängig vom  Parallelenaxiome)  zu  begründen.  Wie  wir  jedem  durch 
0'  gehenden  Strahle  den  Parameter  des  Punktes  zugeordnet  hatten, 
in  dem  er  die  Linie  A-O  schneidet,  so  ordnen  wir  auch  jedem 
durch  0  gehenden  Strahle  als  Parameter  die  seinem  Schnittpunkte 
mit  A-  C  beigelegte  Zahl  zu.  Es  sei  so  x  der  bewegliehe  Para- 
meter eines  durch  0  gehenden  Strahles,  y  derjenige  eines  durch  0' 
gehenden.  Als  Goordinatm  eines  beliebigen  PtmJdes  der  Ebene  definiren 
wir  die  Parameter  x,  y  der  beiden  Geraden,  toelcke  den  Fuiikt  mit  0 
bez.  0'  verbinden. 

Es  ist  dann  offenbar  x  ==  const,  die  Gleichung  einer  Geraden 
durch  0,  y  =  const.  diejenige  einer  Geraden  durch  0',  x  —  ?/  =  0 
die  Gleichung  der  Linie  A-C.  Betrachten  wir  feiner  die  Geiade 
A  -  0".  Die  Punkte  A,  P,  P',  0  auf  ihr  stehen  zu  einander 
und  zu  den  Punkten  0,  0'  in  deibelben  Be?iehing     wie  die  PunI  te 


*)  Einen  a  de  ci  \\  g  die  \iifh  ctik  lei  Geumeti  e  dieuitba  zu  mai-bu 
Süliemt  ea  nicht  zw  gebi.ii  iiiiclid's  1  tiulimte  Behaudlung  des  Tirdtionalen 
be  iiht  (insoweit  es  darauf  ankommt  die  Unabhängiglieit  der  Constinction  von 
dei  gewihlten  Llngetiemlieit  zu  zeigen)  aut  den  Vuritellungen  dei  Äebnln-hKeits 
lebre  letztere  ePtzt  das  Parallplenaxiom  voraus  dieaer  Weg  lat  also  fui  uns 
nii-ht  biancbbar  vgl  daiubei  Mobinn  Baryi-entcisolier  Cilcul  Sthluss  les 
2  Catitels  (Gesammelte  Werke  Bl  1  p  176)  fernei  Hanlei  Ibeoue  der  com 
plesen  Zahlensjsteme,  Leipz  g  18S7  p-  50  t.  und:  Zur  Gescluchte  der  Mathe- 
matik I  eipzig  1874  p  403  f  —  D  e  im  Texte  berührten  begriffhchen  Schwie- 
rigkeiten sind  besonders  eingehend  von  P.  du  Bois-Reymond  erörtert:  Die 
allgemeine  F inctionentheorie  Tilmgen  1882;  es  sei  feiner  auf  die  Werke  von 
Tliomae  (Elomentare  Ihforie  dfi  analytischen  Functionen,  Hallo  1880)  und 
Lii^   hitz  (LpIiI  ii,h  d  r  An iljsi      Bonn   1877)  v 
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A,  B,  I),  C  der  Geraden  J,  -  C,  denn  uacli  Fig.  2")  wicil  P'  durch 
die  Construütion 

A-0'\  Q-0"\  D-0\ 

gewonnen.  Dieselben  Punkte  A,  B,  1),  C  von  0'  aus  anf  j1  -  0" 
projicirt,  liefern  die  Punkte  A,  T,  P,  0",  welche  zu  einander  und 
'£a  0,  0'  wiederum  in  derselben  Beziehung  stehen.  Ebenso  ist  es 
mit  der  Projection  der  übrigen  Punkte  3,  4,  . . .,  —,  —,  ...  von 
A-G  aus  auf  A-0".  Die  a;-Ooordinate  der  Punkte  von  A-0" 
gibt  also  auf  dieser  Linie  dieselbe  Parameterbestimmung,  wie  auf 
der  Linie  ^4  -  0;  dabei  liegt  der  Punkt  x^O  in  A,  der  Punkt 
X  ^1  in  P.  Gleiches  gilt  für  die  »/-Coordinate  derselben  Punkte; 
nur  liegt  der  Punkt  j/  =  1  an  der  Stelle  X  '= -^ ,  y  ■=  2  an  der 
Stelle  ic  =  1,  u.  a.  f.,  während  die  Nullpunkte  beider  Parameter- 
bestimniimgen  zusammenfallen.  Nach  (8)  besteht  daher  auf  ^-0" 
allgemein  die  Relation 

(10)  y-2a;  =  0, 

und  dies  ist  die  Gleichung  der  Linie  A  -  0".  Durch  Verlegung  des 
Nullpunktes  von  A  in  irgend  einen  andern  Punkt  der  Linie  A-  C, 
waa  nach  (7)  durch  eine  lineare  Transformation  von  x  und  y  ge- 
schieht, lässt  sich  dieser  Hchiuss  auf  alle  durch  0"  gehenden  geraden 
Linien  übertragen.  Die  G-hichiotg  der  Verbindungslinie  von  0"  mit 
irgend  einem  Funlcte  g  der  Geraden  A~C  ist  daher 

(11)  ^~3x  +  s  =  0. 

In  derselben  Weise  lassen  sieh  successive  alle  Strahlbüschel 
darstellen,  deren  Ceutren  aut  der  Linie  0  -  0'  liegen,  und  somit 
alle  Geraden  der  Ebene,  wenigstens  soweit  sie  die  Linie  0-0' 
schneiden.  Für  Gerade,  welche  diese  Linie  nicht  schneiden,  gelten 
die  folgenden  Betrachtungen  vorläufig  nicht. 

Ebenso  wie  auf  der  Linie  A-  B  der  Punkt  B  (d,  i.  2)  mit 
Hülfe  von  0,  0'  aus  A,  B,  Ü  construirt  wurde,  läsat  sieh  auf  der 
Linie  0  -  0'  der  Punkt  0"  mit  Hülfe  von  D,  B  aus  0',  0,  C  ab- 
leiten. In  der  That  bestätigt  Fig.  25  sofort  die  Richtigkeit  der  Con- 
struction  (vgl.  oben  p.  435) 

0''B\  g,-C\  Q-B] 

(^^)  O-J«"        o-pjö'       0-0'^"- 

Wenn    wir    also     auf    A-B    den    Punkten    A,    B,    G,    D    resp.    die 
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Parameter  0,  1,  oo,  2  zuordneten,  ao  müssen  wir  ebenso  auf  0-0' 
den  Punkten  0',  0,  G,  0"  dieselben  Zahlen  0,  1,  cx),  2  entsprechen 
lassen.  Aber  zu  dem  Punkte  0"  gelangen  wir  ebenfalls  durch  die 
Construetion: 

O'-Sl  B-0]  P-A] 

(1^)  ü-a\^'      c-s]'''      o-o]^"- 

Den  Uebergang  von  der  Linie  A  -  S  zur  Linie  0-0'  kijnnen  wir 
also  auch  dadurch  bewerkstelligen,  dass  wir  die  Punkte 

A,  B,  C,  0,  0\  B 
resp.  ersetzen  durch 

o;  G,  0,  A,  S,  0". 

Demgemäss  wollen  wir  festsetzen,  dass  den  Tuyüzten  0',  G,  0,  0" 
hez.  die  Zahlen  0,  1,  oo,  2  als  Farameter  beigelegt  werden. 

Oben  wurden  unsere  Constmctionen  durch  Einführung  des  Punktes 
0"  vereinfacht,  der  als  vierter  harmonischer  von  0'  in  Bezug  auf  C 
und  0  definirt  war,  Suchen  wir  nun  den  Tiecten  harmonischen  Punkt 
1  jS  in  Bezug    auf  0    und  A,   so  ergibt   sich   derselbe    aus   (13) 


mittelst  der 


(ebenen  Vertauschungen,  d.  h.  durch  die  Construetion 


Der  Paukt   Q^ 


0'^(-l)| 
A-0        j 


Q.- 


■m  C,  0', 


0;  wobei  dann  < 
G~S\ 


weiteren  Oonstructionen  ebenso 
benutzt  werden,  wie  früher  der 
Punkt  0".  Auf  eine  nähere  Er- 
örterung brauchen  wir  nicht  ein- 
zugehen. 

Nun  leiteten  wir  die  Glei- 
chung (11)  aus  (10)  ab,  indem 
wir  uns  die  Linie  A  -  G  durch 
A-0"  ersetzt  dachten.  Ebenso 
können  wir  weiter  gehen,  d,  h. 
die  Linie  A  -  0"  durch  eine 
Linie  A  -  0'"  ersetzt  denken, 
wenn  0"'  zu  0",  G,  0  in  der- 
selben Beziehung  steht,  wie  0" 
Punkt  0'"  durch  die  Construetion 


-Ol 


\^, 


N- 


0'" 


P- 

0"-a]'^'         0"-S)"''         0-0'J 
definirt  ist  (vgl.  Fig.  27)  und   diesem  Punkte  der  Parameter  'ü   bei- 
gelegt werden  muss.     Die  Gleichung  der  Linie  A  -  0'"   ist  hiernach 
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y — 3a;  =^  0;  und  die  Gleicliung  irgümi  einer  Linie  ilureh  den 
Punkt  0"'; 

y-Zx  +  q^O. 

Diese  Gerade  schneidet  die  Linie  A-0  iva  Punkte  --'  Falirt-'n  wir 
ao  fort  und  construiren  auf  0  -  0'  die  Eeilie  der  ganzen  Zahlen, 
so  ist  allgemein  die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  n  von  0-0' 
gehenden  Geraden 

(14)  y  —  W3;  +  2  =  0 . 

Dies  gilt  zunächst  für  -alle  ganzzahligen  positiven  Werthe  von  n, 
kann  aber  leicht  auf  die  negativen  Zahlen  n  (denen  Punkte  zwischen 
0'  und  C  entsprechen)  übertragen  werden.  Endlich  lassen  sieb  auch 
für  gebrochene  Zahlen  mit  einem  Nenner  der  Form  2''  die  ent- 
sprechenden üeberlogungen  anstellen  und  letztere  vermöge  der  Dar- 
stellung (9)  auf  beliebige  rationale  oder  irrationale  Zahlen  ausdehnen. 
Die  Gleichung  (14)  stellt  also  allgemein  eine  Gerade  dar,  welche  die 
Linie  0-C  im  Funkte  n  wnd  die  Linie  A-C  itn  Fi^nhte  ^_-^  schneidet. 

Man  erkennt  hieraus,  dass,  vrenn  sich  der  Punkt  x,  y  auf  einer 
geraden  Linie  bewegt  und  sich  dabei  der  Geraden  0  -  0'  nähert, 
die  Coordinatcn  x  und  y  zwar  einzeln  unendlich  gross  werden,  dass 
aber  ihr  Verhältniss  y  i  x  endlich  bleibt  und  zwar  gleich  dem  Para- 
meter des  Punktes  wird,  in  welchem  die  betreffende  Gerade  der  Linie 
0  -  0'  begegnet. 

Nachdem  so  die  gerade  Linie  durch  eine  lineare  Gleichung  dar- 
gestellt ist,  lassen  sich  unsere  früheren  Untersuchungen,  soweit  die- 
selben nur  auf  dem  linearen  Charakter  der  Gleichung  beruhten,  unter 
Benutzung  unserer  neuen  Coordinaten  durchführen.  Wir  deuten  hier 
nur  kurz  den  betreffenden  Gedankengang  an.     Sind 

R^.ax-\-hy-\-c=-^0,     8  =  ax-\-h'y-\-c=0 
die  Gleichungen  zweier  von  einander  verschiedenen  Geraden*),  welche 
sich  schneiden,  so  ist  der  durch   sie  bestimmte  Strahlbüschei  in  der 
Gleichung 

(15)  E  +  ^Ä  =  0 

dargestellt.  Insbesondere  kann  der  Mittelpunkt  des  Büschels  auf 
der  Linie  0-0'  liegen;  dann  ist  in  (15)   nach  Division   mit  einem 

*)  Wir  können  nicht  It  und  S  als  zwei  beliebige  lineare  Auadriicke  defi- 
niren,  denn  es  ist  nicht  gezeigt,  dasa  jede  lineare  Qleichnng  in  x  und  y  auch 
eine  gerade  Linie  darstellt.  Wir  werden  später  sehen,  dass  diese  TJmkchrnng- 
nnv  bei  unserer  zweiten  Hypothese  (p.  443)  richtig  ist. 
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paasenden  Factor  nur  das  coiiataute  Glied  von  dem  Parameter  X  ab- 
hängig, wie  die  zu  (14)  führenden  Ueberlegungen  sofort  zeigen,  d.  h. 
in  R  sind  die  Factoren  von  x  und  y  resp.  zu  den  entsprechenden 
Factoren  in  S  proportional.  Schneiden  sich  (bei  unserer  ersten  Hypo- 
these) die  Linien  iS  1=  0  und  S  =  0  nicht,  so  wollen  wir  gleichwohl 
die  Gesammtheit  der  durch  (15)  dargestellten  Geraden  als  einen  Strahl- 
höachel  bezeichnen. 

Unsere  nächste  Aufgabe  wäre  jetzt,  die  geometrische  Bedeutimg 
des  in  (15)  auftretenden  Parameters  A  zu  eröriern.  Wir  schicken  zu 
dem  Zwecke  einige  allgemeine  Betrachtungen  voraus.  Sind  zwei 
Strahlen  Ü-j-AjS'  =  0  und  ü  +  AgS^O  gegeben,  so  nennen  wir 
-T^  das  DoppelverMliniss  (fer  vier  Strahlen  iJ  =  0,  5  =  0,  B-\-  l^S  =  0, 
JJ  -j-  Ag  jS  =  0.  Statt  der  Strahlen  M^O,  S  ^0  kann  man  in  be- 
kannter Weise  zwei  beliebige  Strahlen  mit  den  Parametern  X^,  X^ 
einführen  (vgl.  Bd.  I,  p.  37);  wir  nennen  dann  allgemein  den  Ausdnich 

(16)  (A„i.,  A„  «-i^i.^^i 
das  DoppelverhäUniss  der  vier  Strahlen 

R~\- 1^8=^0,    für  e  =  l,  2,  3,  4. 

Dasselbe  ist  eindeutig  bestimmt,  sobald  ausser  den  vier  Parametern 
die  Anordnung  angegeben  ist,  in  welcher  diese  Parameter  zu  be- 
nutzen sind.  Der  Werth  des  Doppelverhältnisses  hängt  von  der 
Lage  der  vier  Strahlen  des  Büschels  gegen  einander  ab,  vielleicht 
aber  auch  noch  von  anderen  Punkten  (z.  B.  0  und  0')  und  Linien 
der  Ebene,  die  bei  Definition  nnserer  Coordinaten  x,  y  benutzt  wurden. 
Dass  ausschliesslich  die  gegenseitige  Lage  der  vier  Büschel  strahlen 
für  den  Werth  ihres  Doppelverhältuissos  entscheidend  ist,  werden 
die  folgenden  ueberlegungen  zeigen. 

In  entsprechender  Weise  lässt  sich  das  Doppelverhältniss  von 
vier  Punkten  einer  Geraden  analytisch  deflniren.  Wir  bringen  die 
Gleichung  einer  Geraden  auf  die  Form 

(17)  Mic  +  »y  +  1  =  0 

und  nennen  dann  u,  v  ihre  Coordinaten.  Geht  die  Linie  durch  den 
Anfangspunkt  a;  =  0,  y  =-  0,  so  ist  nur  das  Verhältnias  derselben 
bestimmt.  Denken  wir  x,  y  constant,  u  und  v  dagegen  als  ver- 
änderlich, so  ist  (17)  die  Gleidtung  des  Punletes  x,  y  in  Li/niencooräi- 
naten.  Sind  nun  P,  Q  zwei  lineare  Ausdrücke  in  u,  v,  und  P==0, 
(j)  c=  0  die  Gleichungen  zweier  Punkte,  so  ist  Jeder  Punkt  der  Vor- 
bindungslinie durch  eine  Gleichung  der  Form 
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(18)  P  +  A  C'  =  0 

darstLllbii  Sind  viei  Punkte,  entsprechend  den  Werthen  A^,  A^j, 
Ag,  A4  von  A,  gegeben,  so  nennen  mr  den  Ausdruck  (16)  das  Doppel- 
verhaltmss  diesei  vier  Fmikte.  Eine  leichte  Rechnung  (vgl.  Bd.  I, 
p.  44)  zeigt  sofort,  dass  das  Do^pelv^häWniss  von  vier  Strählen  eines 
BUscltels  gleich  tst  dem  Boppelverhältnisse,  wdokes  durch  ihre  Schniü- 
punMe  mit  einet  hehebigen  Geraden  Vestimmt  wird. 

Die  ausgezeichneten  Werthe  des  Doppel  Verhältnisses  sind  ebenso 
wie  bei  unserei  früheren  Darstellung  zu  diäcutiren  (Bd.  I,  p,  38  ff.). 
Her voi gehoben  weide  hier  nur  der  Fall  der  harmonischen  Lage,  bei 
welcher  die  Werthe  —  1  -^  oder  2  auftreten.  Insbesondere  sind 
die  Strahlen  JB  =  0,  jS  ^  0  harmonisch  zu  den  Strahlen  M  -\-  S  ^Q 
und  U  —  S  ■=G.  Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  lässt  sich  die  Figur 
des  vollständigen  Vierseits  behandeln,  und  es  ergibt  sich  so  als  wich- 
tiges Resaltat,  daes  die  Construction  des  vierten  harmonischen  Punktes 
vollständig  tmdbMngig  ist  wn  der  Wahl  der  dabei  mi  mhmden  Hülfs- 
linien.  Solche  Viereeitsconstruetionen  waren  es  aber  auch,  die  uns 
oben  von  den  Punkten  A,  S,  C  zu  D  (d.  h.  von  0,  1,  00  zu  2) 
führten,  und  dH.iju  weiter  die  Punkte  3,  4,  .  . .  finden  lehrten.  Alle 
diese  Construetionen  sind  daher  von  der  Wahl  der  Punkte  0,  0' 
vollkommen  unabhängig;  wie  man  diese  Bulfspmkte  mKh  wöMen  möge, 
man  wird  durch  Ausführting  der  früheren  Construetionen  immer  mi  dem- 
selben PunUe  D  yeführt.  Die  harmonische  Lage  von  vier  Punkten 
auf  einer  Reihe  gibt  also  eine  Beziehung  zwischen  diesen  Punkten, 
die  in  keiner  Weiae  durch  irgend  welche  ausserhalb  der  Geraden  ge- 
legenen Elemente  (Punkte  oder  Gerade)  vermittelt  wird.  Ent- 
sprechendes gilt  für  vier  harmonische  Strahlen  eines  Büschels. 

Kehren  wir  zu  den  Strahlen  des  Büschels  (15)  zurück  und  bilden 
das  Doppelverhältniss 

(18)  (1,  A,  0,  00)  =  A, 

so  erkennen  wir,  dass  der  Parameter  A  des  beweglichen  Strahles 
aufzufassen  ist  als  das  DoppelverhaJtnias,  welches  dieser  Strahl  zu- 
sammen mit  den  „Grundstrahlen"  K  =  0,  S  =0  und  dem  „Einheits- 
strahle" ü  -|-  jS  ^  0  bestimmt.  Auch  dieses  Doppelverhältniss  wird 
sich  uns  als  eine  allein  durch  die  gegenseitige  Lage  der  vier  Strahlen 
bestimmte  Zahl  ergeben. 

Vermöge  unserer  wiederholten  Vierseitsconstructionen  („harmo- 
nischen Construetionen")  ordneten  wir  froher  (p.  436  if.)  jedem  Punkte 
der  Geraden  A  -  G  eine  Zahl  3:  zu,  die  vollkommen  bestimmt  war, 
wenn   die  Punkte  A,   B,   C  auf  der  Geraden   beliebig   angenommen, 
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und  diesen  Piiiikten  bez.  die  Wertlie  0,  1,  oo  zugetheilt  waren. 
Suchen  wir  nun  das  Doppel  Verhältnis  s  zu  bilden,  welches  durch  vier 
Funkte  x^,  «g,  x^,  x^  bestimmt  wird.  Zu  tlem  Zwecke  haben  wir  die 
Gleichungen  dieser  Punkte  aufzustellen.  Da  für  alle  Punkte  von 
A-C  die  Gleichung  x  —  y  =  0  erfüllt  war,  so  sind  diese  vier 
Gleichungen  in  der  Form 

p,  =  (^  +  i,)^;  _|_  1  =  0     für     i  =  1,  2,  3,  4 
enthalten,  und  man  kann  zwei  Werthe  f.^,  A^  so  bestimmen,  dass  die 
Gleichungen  P^  =  0,  P^  =  0  bez.  mit  den  Gleichungen 

p^-|-AjP^  =  0,     Pi  +  A3P3  =  0 
äquivalent  sind.     Es  ergibt  sieh: 

^s  ~    1  +  Ij    '     ■^i  1  +  ^a    ' 

Das  Doppelverliältniss  der  vier  Punkte  wird  also  gleich 

.  .  .^ ,  1^  Xr,     Xa  X,     ' X,  /  \ 

(»9)         i  - 1^.  ■  t^,  -  '•''"  '-■  "'■  "'^  • 

man  berechnet  es  demnach  ans  den  obigen  Parametern  Xt  der  Punkte 
auf  A-ü  genau  so,  wie  es  Formel  (16)  angab.  Insbesondere  folgt 
hieraus  gemäss  (18):  Die  durch  unsere  früheren  Constrmtionen  dm 
Ihinkten  der  Geiaden  A-C  beigelegten  Parameter  x  sind  die  Doppel- 
verMUnisse,  welche  diese  Fmikte  mit  dm  drei  festen  Funkten  A,  B,  C 
'bei  nötiger  Anordnung  bildeit.  Es  wurde  schon  hervorgehoben,  dass 
diese  Paiameter  auaschliesshi-h  von  der  gegenseitigen  Lage  der  vier 
Punkte  abhangen  Da  nun  A  C  eine  ganz  beliebig  gewählte 
Geiade  war,  und  da  die  Punkte  Ä,  B,  G  auf  ihi  ebenfalls  beliebig 
gewählt  waren,  so  ist  allgemein  das  DoppelverJuilintss  von  vier  Punkten 
einei  Getaden  eine  allein  dmch  dte  gegenseitige  Lage  dieser  PimUe 
Itesttmmlt  ZaJil*),  deien  Beiechnung  moghch  ist,  ohne  dass  von  den 

*)  Dem  entspiechend  bezeichnat  v    Staudt  fiii  'i-mon  Pe  t  L 

nietue  doi  Lage    I,  p   15)  den  „Tubegiifi  vcn  viti  Blemeateii  A    T    L    D 
und  desselben  Elementaigebildes,  mit  Eucksiclit  auf  die  Ucdnung     u   d     d 
selbtn    Angeschrieben    weiden,    und    mit    Rucksicht   auf   dts    El  m     t         b  Id 
(d    1    Panktreihe,   Strahlbu&chel   odei  EbenenbuBchelj  gelbst'   al       n  n   TT    /" 
und  findet  fdr  diesen  abstiacten  (,ohQe  metii'che  Hulfamittel)    l  fi     t       W    f 
nacMr^licli   dieselben  hechnungB     und  Conetrui.tions'id.tze     wtl  h  ad 

Theoiie  des  Doppelveihaltnissea  bekannt  sind;  vgl  oben  p  Hb  ff  —  Wir  I  b  u 
es  \otgezogen,  duich  specielle  Constiuetionea  jedem  Elemente  fc     n    Z  hl 

(die  dann  auch  em  DoppelverhAltcies,  ein  Wv/rf,  ist)  zuzuoidnen         1  da  n  d  n 
allgemeinen  Begrift  dos  DoppdveilialtniaeeH  inalytibch  einzufdh    n     E       t  d 
um  ho  empfehkiiineithei    aK  die  gemachten  ConstmctionPc  do  h       th      w     1 
winden,  um  dii,  Crluünmti  emei   lehebig  n  geiaten  Lime  lutzust  11        —  11 


y  Google 


Pi'ojcctivisobo  und  metriscte  Geometrie.  455 

Begriffen  des  Altstandes  oder  des  Winkels  Gebrauch  gemacht  wei'den 
müsste. 

Auch  die  beiden  Coordinaten  x,  y  eines  beliehigea  Punktes  11 
der  Ebene  lassen  sich  jetzt  als  Doppelverhältnisse  deuten.  Es  war 
X  das  Doppelyerhältnisa ,  welches  von  dem  Strahle  0  -  II  mit  den 
Strahlen  0  -  A,  O-H  und  0-C  gebildet  wird,  ebenso  y  das  ent- 
sprechende von  den  Strahlen  0' -  II,  0' -  A,  0' -  B,  0' -  C  gebil- 
dete Doppelverhältniss.  Da  G  auf  der  Verbindungelinie  von  0  mit 
0'  liegt  und  da  S  die  Coordinaten  a;  =  «/  =^  1  hatte,  können  wir 
dies  in  folgender  Weise  aussprechen*): 

Die  Coordinaten  x,  y  eines  Punktes  IT  werden  durch  ein  mlUcür- 
lieh  zu  wählendes  „Coordinatenäreieck"  AOO'  und  einen  ebenfalls  wiU- 
hürlich  wäMbaren  „Einheit^miki"  B  festgelegt;  und  swar  ist  x  das 
Dop^lverhältniss  der  von  0  nach  A,  0',  B,  II  gehenämi  Strahlen,  y 
dasjenige  der  von  0'  nach  A,  0,  B,  H  mi  siehenden  Linien  (bei 
passender  Anordnimg  der  Puiihte). 

Hierbei  erscheinen  zwei  Ecken  des  Coordinatendreiecks  AOO' 
vor  der  dritten  ausgezeichnet;  um  völlige  Symmetrie  herzustellen, 
führen  wir  homogene  Coordinaten  ein.  Die  Gleichungen  der  vier 
Strahlen,  welche  A  mit  0,  0'  B,  II  verbinden,  sind  nämlich  in 
Variabeln  X,   Y: 

x  =  o,    r=o,   r— x  =  o,  xj-yx^o-, 

ihr  Doppelverhältniss  ist  folglich  gleich  —  ■  Nennen  wir  alao  a;,,  x^-, 
■x^  drei  Zahlen,  die  der  Proportion 

x^:  x^:  x^^  X  ly  -.X 

wii  gleichzeitig  die  Projectivitt  t  aaaijtinoh  (dmoli  die  Forderung  lei  blPinh 
heit  entsprechender  Do; pelveihältniste)  defimren  \eiineiden  wir  die  Schwiei  g 
keit,  die  sieh  Vei  der  y  Staidt  scheu  Dehnitiou  (wonach  Me  dadurch  leliti'' 
ist,  dftbs  1«  vier  haimonischen  Elementen  wiede  um  harmonisclip  Elemente  ent 
sprechen)  nach  Klein  ergeben  nnl  die  rmn  nich  den  Lntwicklungen  von 
Lüroth,  Zeuthen  (vgl  j  44b)  md  Daibo  i-^  (Math  Acnalen  Bd  17)  zu  he 
Beitigen  hat;  vgl  für  letztere  Frage  ■xaiJh  de  Paoho  Memoiie  della  reile  Acca 
demia  dei  Linoei  (Llasse  fiBiche   matem    e  natui )    Serie  3*    vol   9    1880  Sl 

*)  Die  Definition  dei  Coonlmiton  du  cli  Doppelverh'%ltt)iBBe  ist  von  Fiedler 
gegeben:  Vierteljahisschrift  dpr  natm forschenden  (lesellhehaft  in  Zunch  Bd  15 
1371;  vgl.  auch  I  üioth  Math  Annitlen  Bd  R  p  211  —  Klein  (ib  Bd  6 
p.  142)  weist  darauf  hin  dasa  min  von  Fipdlei  b  Detnition  der  Coordinaten 
ausgehen  müsse,  um  die  a aal jt  sehe  Tieometr  e  rem  piojectivisch  zu  begründen; 
das  a.  a.  0.  ebenfallB  zn  Hülfe  genommene  -ibatracte  Eachnen  mit  v.  Staudt's 
Würfen  (vgl.  oben  p.  IIb)  kann  abei  nach  den  Entwu-klungcn  des  Textes  ver- 
mieden werden,  wennglen-h  diiielbe  zui  Constiui,tioa  iller  Punkte  mit  ratio- 
nalen Coordinaten  sich  nichtiäglich  als  nitzhi-h  ornLisiii  wird. 
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genügen,  so  sind  die  Doppelverhältniase  der  drei  von  den  Ecken  des 
Coordinatendreiecks  aus  zu  construirenden  Strahleuquadrupel  durch 
die  Quotienten  auB  j'c  zweien  dieser  Zahlen  symmetrisch  dargestellt. 
Die  Einführung  dieser  homogenen  Coordinaten  empfiehlt  sich  über- 
dies dadurch,  dass  nun  auch  die  Gerade  0-0'  drirch  eine  lineare 
Gleichung,  nämlich  x^  =  0,  dargestellt  werden  kann,  und  dass  jetzt 
die  Gleichung  eines  Strahlhüschels ,  dessen  Centram  auf  0-  0'  liegt 
(vgl.  p.  451  f.),  in  der  Form 

Wi*'i  +  «a«a  +  "3*3  +  ^3^3  =  0 
erscheint. 

Bisher  konnten  wir  nur  solche  gerade  Linien  durch  Gleichungen 
darstellen,  welche  die  bei  unserer  Coordinatenb estimmun g  zu  ziehen- 
den Hülfaiinien  schneiden;  um  auch  andere  Gerade  in  den  Kreis  der 
Betrachtung  zu  ziehen,  leiten  wir  die  Formeln  der  Coordinatentrans- 
formation  ah.  Da  die  Coordinaten  durch  Doppelverhältnisse  definiri 
sind,  unterliegt  dies  keinen  Schwierigkeiten.  Es  mögen  drei  gerade 
Linien,  deren  Gleichungen  in  der  Form 

ax  -{-  iy  ■{■  c  ^  0 ,  a  X  -|-  V y  +  c'  =^  0,  a" x  +  h" y  +  e"  =  0 
bereits  bekannt  sind,  ausgewählt  werden;  die  erste  werde  au  Stelle 
der  Linie  a;  =  0,  die  zweite  an  Stelle  der  Linie  ?/  =■  0  benutzt,  die 
dritte  möge  diejenigen  Punkte  liefern,  für  welche  die  neuen  Coordi- 
naten I,  11  beide  unendlich  gross  werden.  Es  seien  ferner  x^,  y^ 
die  Coordinaten  des  neuen  (an  Stelle  von  B)  zu  benutzenden  Ein- 
heitspuuktes.  Die  erste  und  dritte  der  gegebenen  Geraden  bestimmen, 
einea  Strahl  b  fisch  ei;  der  durch  einen  beliebigen  Punkt  x,  y  desselben 
gehende  Strahl  hängt  von  einem  Parameter  k  ab,  welcher  der  Gleichung 

fflSF  +  Jj/  +  c  +  X{a"x  +  Vy  -\-  c")  =  0 
genügt.     Der  Parameter  k^  des  durch  x,,,   «/,,  gehenden   Strahles  in 
demselben  Büschel  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 

«a^o  +  tj/ü  +  c  +  Ao  (a"x^  +  h"y^  +  e")  =  0. 
Die  neue  Coordmate  |  ist  definirt  als   das  Doppelverhältniss  der  vier 
Strahlen  X^,  X,  0,  oo;  also  wird: 

?  =  i  =      «a  +  5^  +  c        a-x,  +  l-'y,  +  c" 
^  X,         a-.'c  +  b-,f  +  c-         a:c,  +  1,g-\-c      ' 

und  ebenso  ilndet  man: 

^    a'x  +  h'ij  +  e'       a"x^  +  b"y„  +  c" 
1         a-x  +  b-y  +  c"'    ax,  +  b'y,+V" 

Es  werden  sonach  |  und  *;  gleich  allgemeinen  linearen  Functionen 
von  X  und  y  mit  gemeinsamem  Nenner;  die  Formeln  der  Coordinaten- 
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transformatimi  sind  daher  dieselben,  wie  sie  früher  aufgesteÜt  wurden; 
und  dies  gilt  auch  tax  homogene  Coordiiiaten. 

Betrachten  wir  jetzt  eine  Linie  L,  deren  Gleichuug  durch  unsere 
bisherigen  Untersuchungen  noch  nicht  erhalten  werden  kann,  weil  sie 
eine  der  zu  benutzenden  Hülfslinien  nicht  schneidet.  Wir  legen  dann 
das  neue  Coordinatendreieck  so,  dass  die  Gleichung  der  Linie  L  in 
den  neuen  Coordinaten  sich  in  der  früheren  Weise  ergibt.  Die  eben 
aufgestellten  Formeln  der  Ooordinatentransformation  erlauben  uns, 
zu  den  ursprünglichen  Veränderliehen  x,  y  zurückzukehren;  und  die 
alsdann  sich  ergebende  lineare  Gleichung  soll  als  diejenige  der  Ge- 
raden L  bezeichnet  werden.  Jede  Gerade  der  Ebene  wird  daher  durch 
eine  lineare  Gleichung  dargestellt 

Nach  Erreichung  dieses  Resultates  können  wir  alle  fr  übe  reu 
Untersuchungen  und  Constructionen,  welche  nur  auf  dem  linearen 
Charakter  der  zur  Behandlung  der  Geraden  dienenden  Gleichungen 
beruhen,  auch  jetzt  als  gültig  in  Anspruch  nehmen.  Insbesondere 
gilt  dies  von  denjenigen  Constructionen,  die  wir  früher  zur  Auf- 
findung der  Summe  oder  des  Productes  zweier  Doppel  Verhältnisse 
ausführten.  Lassen  wir  z.  B.  in  Aufgabe  5,  p.  116  die  Punkte  (t 
und  V  zusammenfallen,  so  ist  die  gegebene  Involution  durch  ihre 
beiden  Doppelpunkte  (J.^  und  ft  =  -r)  bestimmt,  und  ö  erscheint  ein- 
fach als  vierter  harmonischer  Punkt  von  l^^  in  Bezug  auf  diese 
Doppelpunkte,  Lassen  wir  also  ^^  mit  A  in  Fig.  24  (p.  435),  A^  mit 
B,  (t  =  v  mit  G  zusammenfallen,  so  wird  6  mit  D  identisch.  Setzen 
wir  demgemäss  in  (5),  p.  116 

Aj==0,     .la  =  l,     ft  =  v  =  co, 
so  geht  diese  Gleichung  über  in 

^-^  =  1-1-  1  =  2; 

es  wird  also  in  der  That  6  =  2.  Um  weiter  vom  Punkte  2  zum 
Punkte  3  zu  gelangen,  haben  wir  nur  f^  =  1,  v  =  2  zu  nehmen  and 
A,  =  0,  Ajj  =  oo;  die  Gleichung  (5)  gibt  dann  iii  der  That 

ö  =  l  +  2  =  3. 
Allerdings  ward  in  Fig.  14,  p.  117,  der  Punkt  ff  nicht  als  yierter  har- 
monischer von   1   in  Bezug  auf  2   und   oo   gefunden;   aber  da  hier 
2  zu  0  und  oo  in  Bezug   auf  1   harmonisch  liegt,   so  gibt  die  For- 
derung der  harmonischen  Lage; 

(1,  .,  2,  »)  _  !^  =  -  1 
hier  ebenfalls  6  =  3.    Unsere  frühere  Construetion  führt  daher  ohne 
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Benutzung  des  Punktes  0  m  demselben  l'uuUe  3,  wie  die  in  Fig.  24 
ausgeführte.  Diese  in  Fig.  14  dargestellte  Constructioh  erlaubt  uns 
aber  allgemein  die  Summe  (t  -|-  !>  zu  coustruiren,  d.  h,  auf  unserer 
Geraden  AC  am  den  Funlten  (i  und  v  direct  den  PanM  fi  +  "  allein 
durch  Ziehen  von  geraden  Linien  dbsuleiten;  denn  machen  wir  A^  =  0, 
^3  =  00,  so  geht  die  Gleichung  (5),  p.  116  ober  in 
«-,a  +  „. 

Während  also  in  der  Äi-ithmetik  die  Summe  zweier  ganzen  Zahlen 
nur  durch  successives  Hinzufügen  der  Einheit  gewonnen  werden  kann, 
sind  wir  mittelst  einfacher  harmonischer  Oonstmctiouen  in  der  Lage, 
diese  Summe  zu  finden,  ohne  von  den  Zwisehenpunkten  (t  -{-  1, 
ft-f-2,  . . .  ^  -\-  V  —  1  Gebrauch  zu  machen. 

Durch  diese  Ueberlegung  wird  nachträglich  die  Aufgabe,  auf 
der  Linie  A  •-  C  den  einer  gegebenen  Zahl  zugeordneten  Punkt  zu 
finden,  ausserordentlich  vereinfacht.  Eine  noch  wichtigere  Erleichte- 
rung kann  durch  Benutzung  von  Aufgabe  6,  p.  117  erzielt  werden. 
Dieselbe  gestattet,  aus  den  Funkten,  jt  und  v  direct  den  Punkt  [i-v 
zu  construiren,  denn  für  Aj  ^0,  A^  =  od,  ylg  =  1  geht  die  frühere 
Gleichung  (6)  über  in  /i  ■  v  =  n.  Durch  Umkehrung  dieser  Operation 
gelangt  man  also  dazu,  den  Punkt  —  aus  re  und  (i  zu  finden,  und 
so  allgemein  alie  Funkte  der  Linie  A  -  C,  denen  rationale  Zahlen 
als  Parameter  mgeordnet  sind,  in  einfachster  Weise  su  construiren. 
Während  früher  alle  rationalen  Zahlen,  deren  Nenner  nicht  gleich 
einer  Potenz  von  2  war,  nur  näherimgsweise  (durch  eine  unendliche 
Zahl  von  Operationen)  gefunden  werden  konnten,  bleibt  ein  solches 
Verfahren,  das  der  Darstellung  einer  Zahl  in  der  Form  (9)  ent- 
spricht, nunmehr  ausschliesslich  für  irrationale  Parameterwerthe  vor- 
behalten. 

Es  unterliegt  nunmehr  keinen  Schwierigkeiten,  auch  die  ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes  auf  rein  projectivischer  Grundlage 
aufzubauen.  In  einer  beliebig  angenommenen  Ebene  legen  wir  zunächst 
in  der  besprochenen  Weise  mit  Hülfe  eines  Fundamentaldreiecks 
AOO'  jedem  Punkte  zwei  Coordinaten  x,  y  bei,  so  dasa  x  auf  A-0, 
y  auf  A-0'  versehwindet,  während  auf  0-0'  beide  Ooordinaten  un- 
endlich gross  werden.  Ausserhalb  dieser  Ebene  nehmen  wir  einen 
Punkt  Q  beliebig  an  und  ordnen  den  Punkten  der  Linie  A  -  Q 
mittelst  fortgesetzter  harmonischer  Constructionen  Parameter  s  in 
der  Weise  au,  dass  3  =  0  den  Punkt  ^,  ^  =  oo  den  Punkt  S  liefert, 
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während  «  =  1  beliebig  auf  A-  Q  gewählt  werden  darf*).  Zu  den 
räumlichen  Cooräinaten  gelangen  wir  durch  folgende  Festsetzung:  es 
sei  die  ;S-Coordinate  eines  Punktes  P  der  Parameter  desjenigen 
Punktes  von  J.  -  Q,  in  dem  diese  Linie  von  der  Ebene  FOO'  ge- 
troffen wird,  die  x-  und  »/-Coordinaten  desselben  Punktes  P  seien 
die  Coordinaten  desjenigen  Punktes,  in  welchem  die  Ebene  AOO' 
von  der  Linie  ß  -  P  geschnitten  wird.  Es  ist  so  offenbar  x  =  const. 
die  Gleichung  einer  Ebene  durch  die  Äxe  0-Q,  j/ =  conat.  die 
Gleichung  einer  Ebene  durch  die  Äxe  0'  -  9.,  endlich  s  =  const. 
diejenige  einer  Ebene  durch  die  Ase  0  -  0'.  Allgemeiner  ist  die 
Gleichung  einer  Ebene  durch  den  Punkt  U  stets  von  der  Form 
ax  -\- iy  -\-  c  ^  Q .  Um  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  ab- 
zuleiten, führen  wir  den  Begriff  des  Doppelverhältnissos  für  vier 
Ebenen  eines  Büschels  ein. 

Als  Doppelverhältniss  von  vier  Ebenen  eines  Büschels  definiren  wir 
das  Doppelverhältniss  der  vier  Punlite,  welche  sie  auf  irgend  einer 
nicht  von  der  Axe  des  Büschels  getroffenen  Geraden  ausschneiden. 
Dass  dieses  Doppelverhältniss  von  der  Wahl  dieser  Geraden  (die 
mit  L  bezeichnet  werde)  unabhängig  ist,  sieht  man  leicht  ein.  Sei 
L'  irgend  eine  Gerade,  welche  L  schneidet,  dann  bilden  die  Ver- 
bindungslinien der  auf  i  ausgeschnittenen  Punkte  mit  den  ent- 
sprechenden auf  L'  ausgeschnittenen  Punkten  vier  Strahlen  eines 
ebenen  Strahlbüschels,  dessen  Scheitel  auf  der  Büschelaxe  liegt 
Den  vier  Punkten  auf  L'  kommt  daher  auch  dasselbe  Doppel- 
verhältniss zu,  wie  denen  auf  L.  Um  zu  beweisen,  dass  auch  auf 
emei  Linie  L",  welche  von  L  nicht  getioffen  wud,  -vier  Punkte  mit 
demselben  Doppclveih  Itnisse  durch  unsere  Ebenen  bestimmt  weiden, 
braucht  man  demnach  nui  eine  Hulfslime  L  fii)7usi.haltcn,  wekhe 
aus  den  gemeinsamen  Treftgeraden  dei  Lmien  L  mul  L  sc  dU" 
zuauchen  ist,  dass  sie  auch  jede  der  viei  Ebenen  schneidet  Untei 
Benutzung  des  hieinut  erklaiten  Dpppelveih  iltni<<ses  von  viei  Ebenen 
ist  es  nunmehi  gestattet,  Ebenenluschel  pi ojettivisch  auf  emandei 
und  luf  Punktreihen  odei  Strihlbuschpl  ?u  bez  eben  In^be&ondeie 
kann  aus  der  Eindeutigkeit  solcher  Bczithungen  imd  ms  dei  Ab 
hangigkeit  derselben  von  diei  Panmetein  leicht  geschlossen  werden 
dass  Bwci  projechnscfu  Ebenmibtisdiel,  dorn  Aa-en  steh  schneidm  mid 
dnen  gpnipm'^a'me  Ebene  strh  •selbst  ^uf/e)idnet  -ist,  als  Ott  det    Sehmtt 

*)  Ebenso  konnten  früher  die  Punkte  X  =  1  i/  =^  1  bez  auf  den  Linien 
4  0  und  Ä  0  behebig  gewählt  werden  nämlich  a  Q  und  S,  dei  Ein 
he  tsptinkt  £  v  n  dem  v,  n  mi%  n„  i  !  esti  i  mt  s  h  !  i  n  alo  Scb  itt]  i  nkt  i  o  i 
0     (I  mit  <>       -i 
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linien  entsprechender  Plenen  eine  dem  Büsehel  nicht  ungehörige  Ebene 


Dieser  Satz  soll  uns  dazu  dienen,  zunächst  die  Gleichung  einer 
Ebene  anfzustellon,  welche  durch  eine  Ecke  des  „Coordinaten- 
tetraeders"  AOO'^  hindurchgeht.  Es  ist  «  —  A  =  0  die  Gleichung 
des  Ehenenbüschels  mit  der  Axe  0  -Q,  s  —  ft  =  0  diejenige  des 
Büschels  mit  der  Axe  0-0';  ihnen  ist  die  Ebene  QOO'  (d.  h. 
l  =  CO,  (i  =  oo)  gemeinsam,  die  projectivische  Beziehung  wird  daher 
durch  eine  Gleichung  der  Form  aX  -\-iii  -}-  0=^0  vermittelt;  und 
so  ergibt  sich  ax  -{-  hs  -{-  c  •=  0  als  Gleichung  einer  Ebene  durch  0; 
umgekehrt  ist  jede  den  Punkt  0  enthaltende  Ebene  in  dieser  Form 
darstellbar,  wie  man  leicht  beweist.     So  haben  wir  allgemein 

die  Gleichung  einer  Ebej 


durch  Q  in 

tie 

Form 

ax  +  ly-\-c 

—  0 

„      0    „ 

„ 

„ 

ax  +  ls  +  c 

=  0 

„    0-  „ 

„ 

uy+ls  +  c 

—  0 

„      ^    „ 

„ 

„ 

ax+ly-^c^ 

—  0 

Bei  jetzt  eine  beliebige  Ebene  E  gegeben;  durch  A  und  Q  legen 
wir   Gerade,    die  aich  in  einem   Punkte  F  von  E   schneiden.     Den 
beiden    Ebenenbüseheln    mit    den    Axen    P  -  A    und   P  -  £2    ist    die 
Ebene   P^ß,   deren   Gleichung  ax  -\-  ßy  =^0   sei,   gemeinsam.     Die 
Gleichungen  dieser  Büschel  dürfen  daher  in  den  Formen 
«^  +  6j/  +  c  +  A(ßa;  +  ^^/)  =  0, 
a'x-\-  b'y  +  c's  +  ii(KX  +  /3)/)  =  0 
vorausgesetzt  werden.     Wir  können  beide   Büschel    so  projectivisch 
auf  einander  beziehen,  dass  sie  die  gegebene  Ebene  -E  als  ihren  per- 
spectivischen  Durchschnitt  erzeugen;  dabei  müssen  die  Werthe  l^=co 
und   jt  =  oo  einander  zugeordnet  sein,   und  folglich  ist   eine  solche 
Beziehung  in  der  Gestalt  AI  -\-  J5/i  +  C=  0  anzunehmen.    Die  Eli- 
mination von  A,  (t  führt  so  zu  einer  linearen  Gleichung 
(20)  u,x^u,fi  +  t^,s-l-u,^0. 

Eine  beliebige  Ebene  wird  daher  durch  eine  linei 
Cooräinaten  x,  y,  s  dargestellt*). 


*)  In  anderer,  weniger  einfacher  Weise  leitet  Fiedler  die  Gleicliung  der 
Ebene  in  den  duroh  Doppel  Verhältnisse  dafinirten  Coordinaten  ab;  er  erhält  sie 
direct  als  Relation  zwischen  Doppelverhältnissen,  indem  auch  die  Ebene iicoordi- 
nafcen  zuvor  ah  Doppclverhiiltuisse  defiiiirt  werden  (Die  dare teilende  Geometrie, 
dritter  Ttei),  p.  IIa  ä.,  Leipzig  1S88). 
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:  Co  Ordinate  nbe  Stimmung  ist  das  Tetraeder  AQOO' 
nicht  symmetriscli  benutzt  worden;  die  in  der  Ebene  QOO'  gelegenen 
Kanten  waren  vielmehr  ausgezeichnet.  Wollte  man  in  gleicher  Weise 
andere  Kanten  des  Tetraeders  auszeichnen,  so  würden  nur  die  Quo- 
tienten — ,  — ,  —  oder  deren  reciproke  Werthe  als  den  Grössen  iU  M,  Ä 
gleichberechtigte  Coordinaten  auftreten,  wodurch  wieder  die  Benutzung 
homogener  Coordinaten  x^,  x^,  x^.,  x^  nahe  gelegt  wird.  Die  Ein- 
führung eines  neuen  Tetraeders  geschieht  durch  lineare  Gleichungen 
mit  gemeinsamem  Nenner.  In  derselben  Weise,  wie  für  die  ebene 
Geometrie,  gelangt  man  zu  diesen  Transformationsformelu  durch  die 
Bemerkung,  dass  sich  x,  y,  b  als  Doppelverhältuisse  auffassen  lassen. 
Zu  dem  Zwecke  muas  man  ausser  den  vier  Ecken  des  Tetraeders 
einen  fünften  Punkt,  der  in  keiner  Ebene  des  Tetraeders  liegt,  als 
Einheiispunkt  auszeichnen.  Es  ist  dies  derjenige  Punkt,  für  welchen 
X  ^y  ^  s  =  1  wird;  er  befindet  sich  bei  unserer  Coordinatenbestim- 
mung  in  dem  Schnittpunkte  der  Ebene  ^  =  1  mit  der  Geraden 
Q-S,  wenn  S  wieder  den  Einheitspunfct  der  Ebene  AOO'  bezeichnet. 
Offenbar  ist  dann  s.  B.  x  das  Doppelverhäliniss  der  vier  Ehesten  des 
Büschels  mit  der  Axe  ß-0,  welche  man  durdt  die  Ecken  A  mid  0' 
des  Tetraeders,  durch  den  Punkt  x,  y,  s  und  durch  den  Einheitspunict 
legen  kann  (bei  richtiger  Änordnnng  der  vier  Ebenen).  In  analoger 
Weise  sind  y,  s  und  die  soeben  erwähnten  Quotienten  zu  interpre- 
tiren,  Dass  auch  die  Verhältnisse  der  homogenen  Ebenencoordinaten 
u^,  Mg,  «3,  %  sich  in  der  dualistisch  entsprechenden  Weise  durch 
Doppel  Verhältnisse  darstellen  lassen,  bedarf  kaum  der  Erwähnung, 
Mit  Aufstellung  der  Gleichung  (20)  ist  das  Hauptziel  unserer 
Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  projectivisehen  Geometrie 
erreicht.  Auf  Grund  unserer  Entwicklungen  kann  der  weitere  Auf- 
bau der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  ganz  in  der  bekannten 
Weise  geschehen, 

III.    Die  Einführung  metrischer  Begriffe  in  die  Geometrie  der  Ebene. 
Die  hyperbolische  Geometrie. 

Wenn   wir  im   Vorstehenden   die  Begriffe    der  Entfernunc   und 
des  Winkels   sorgfältig  vermieden,   um  die  sogenannte  pr  j    t        h 
Geometrie  der  Ebene  selbstständig  zu  begründen,  so  tritt  n  nm  h 
die  Frage  an  uns  heran,   ob  es  nicht  möglich  ist,  die  zun    1   t  a 
geschlosseneu  Begriffe   und  Probleme   der  metrischen  Ge  m  t  e 
dem  bereits  gewonnenen  Standpunlite  aus  in  den  Kreis  d      B  t  a  1 
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tung  zu  ziehen,  die  Frage  also,  weiche  Fuuefcio]!  der  eingefulirteii 
projecti  vi  sehen  Punlttcoordinaten  wir  als  Ausdruck  für  die  Entfer- 
nung zweier  Punkte,  welche  Function  der  Liniencoordinaten  in  der 
Ebene  wir  als  Winkel  zweier  Geraden  anzusehen  haben?  In  der 
Elementargeometrie  wird  der  Begriff  der  Bewegung  als  ein  funda- 
mentfiler,  nicht  weiter  erklärbarer  beim  Messen  der  Strecken  und 
Winkel  zu  Grunde  gelegt;  zwei  Strecken  heissen  einander  gleich, 
wenn  die  eine  mit  der  anderen  durch  eine  Verschiebung  in  der  Ebene 
zur  Deckung  gebracht  werden  kann;  zwei  Winkel  heissen  einander 
gleich,  wenn  die  Schenkel  des  einen  sich  mit  denjenigen  des  anderen 
durch  Bewegung*)  zur  Deckung  bringen  lassen.  Wie  aber  soll  dieser 
BewegungsbegriiF  mittelst  unserer  bisherigen  Hülfsmittel  analytisch 
zum  Ausdrucke  kommen?  Offenbar  begründet  jede  Bewegung  eine 
bestimmte  Zuordnung  zwischen  den  Punkten  zweier  (einander  con- 
gcuenten)  Figuren;  die  Coordinaten  der  Punkte  der  einen  Figur  werden 
als  gewisse  Functionen  der  Coordinaten  der  Punkte  der  anderen  zu 
betrachten  sein;  und  diese  Functionen  näher  zu  bestimmen,  dazu  muss 
uns  irgend  eine  mit  dem  Begriffe  der  Bewegung  nothwendig  ver- 
knüpfte Vorstellung,  d.  h.  irgend  eine  für  die  Bewegung  charaJtte- 
ristische  Eigenschaft  der  gesuchten  Functionen  dienen.  Diese  Eigen- 
schaft kann  man  z.  B.  darin  finden,  dass  alle  Bewegungen  eine  Gruppe 
hüden  (p.  373),  d.  h.  dass  die  durch  zwei  nach  einander  ausgeführte 
Bewegungen  erzielte  Ortsveränderung  auch'  durch  eine  einzige  Be- 
wegung erreicht  werden  kann**),  ferner  darin,  daas  jede  Bewegung 
sich  aus  stetig  auf  einander  folgenden  unendlich  kleinen  Bewegungen 
zusammensetzt,  daas  es  demgemäss  nahe  liegt,  die  Regeln  der  Infini- 
tesimalrechnung bei  analytischer  Einführung  der  gesuchten  Functionen 
zur  Anwendung   zu  bringen***).    Wir  sehlagen  im  Folgenden  einen 

*)  Es  ist  nicht  erlaubt,  das  Wort  „Bewegung"  oder  „OrtsveraMderung" 
dorch  de»  Zusatz  „starre"  oder  „congi-uente"  zn  erlüatern;  denn  ob  eine  Orta- 
veränderting  als  congrueut  bezeiclinet  werden  darf  oder  nicht,  kann  nur  durcb 
Aufeinanderlegen  der  betr.  Figuren,  d.  b.  wieder  dnrob  eine  „Bewegung"  ent- 
schieden werden.  —  Für  die  im  Texte  benutzte  Definition  der  Gleichheit  vgl. 
Enclid'a  Elemente  lib.  I  unter  den  Koivat  tvvmai. 

**)  Hiervon  geht  Lie  in  seinen  TJnterauohungen  über  die  Asiorae  der  Geo- 
metrie aus;  dieselben  sind  bisher  nur  an deutuags weise  vereiTentlicht;  Berichte 
Aber  die  Verhandlungen  der  königl.  sächs.  GeaellBcbaft  der  Wissenschaften, 
math.-phys.  Classe,  Bd.  38,  p.  337,  Leipzig  1886;  Vgl.  auch  Poincarö,  Balletin 
de  la  Sociötö  inathiSmatique,  t.  15,  1887, 

***)  Da  eine  stetige  Fanotioa  nicht  nothwendig  Differential qnotienten  be- 
sitzt (vgl.  daa  von  Weierstrass  angegebene  und  von  P.  du  Bois-Eeymond 
veröffentlichte  erste  Beispiel  einer  solchen  Function  in  Bd.  79  von  Ctelle's  Journal, 
p,  29  ff.),  ateht  die  Anwendbarkeit  dieser  Eegeln  nicht  ohne  weiteres  fest. 
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an<lereü  Weg  ein,  indem  wir,  von  den  eiufachstea  Fällen  zu  den  com- 
plicirteren  aofsteigeodj  successive  diejonigen  Voraussetzungen  ein- 
führen, welche  schliesslich  zur  Definition  der  Entfernung  und  <Ies 
Winkels  führen. 

Zuerst  betrachten  wir  die  Verschiehimg  eines  Fmtlfes  m  tma 
Geraden^  und  die  ihr  dualistisch  gegenüber  stehende  Ihekung  etna 
&eradm  tim  eimtt  Funkt,  d.  h.  in  einem  ebenen  Strahlbüschel  Wii 
müssen  dabei  unterscheiden,  ob  wir  die  erste  oder  die  zweite  unseiei 
beiden  obigen  Hypothesen  (p,  442)  zu  Grunde  legen  wollen  Wie 
wir  von  dem  einen  unendlich  fernen  Punkte  einer  Geraden  zu  =!pie(hen 
gewohnt  sind,  so  können  wir  —  und  die  vorhergehenden  üntei- 
Sücbungen  werden  dies  hinreichend  rechtfertigen  —  jene  beiden  Hypo- 
thesen kürzer  in  folgender  Weise  formuliren : 

1)  die  gerade  Linie  hat  zwei  unendlich  ferne  Punkte, 

2)  die  gerade  Linie  hat  keinen  unendlich  fernen  Punkt. 
Zwischen  beide  Päile  stellt  sich  als  Grenzfall  derjenige,  hei  welchem 
die  beiden  unendlich  fernen  Punkte  zusammenfallen,  und  der  auf  das 
Euclid'sche    Parallelenaxiom   führt.      Auf    denselben    kommen    wir 
später  eingehend  zurück. 

JÜrstens  möge  also  die  in  sich  "zu  verschiebende  Gerade  zwei 
unendlich  ferne  Punkte  besitzen.  Bestimmen  wir  die  Punkte  der 
Geraden  in  der  obigen  Weise  durch  einen  Parameter  x  (p.  435  ff.), 
wobei  die  den  Wertheu  a;  =  0,  sc  =  1  und  x  =  <x>  zugeordneten 
Punkte  willkürlich  angenommen  werden  dürfen,  so  gibt  es  zwei  be- 
stimmte Zahlen  A^,  A^,  welche  negativ  sind,  wenn  die  Punkte  x  =  0 
und  rc  ^  1  vom  Punkte  x  =  oo  nicht  getrennt  werden,  positiv  im 
entgegengesetzten  Falle,  und  welchen  die  Eigenschaft  zukommt,  dass 
z.  B,  im  ersteren  Falle  nur  den  positiven  Werthen  von  x  und  den 
negativen  Werthen  von  x,  soweit  dieselben  nicht  zwischen  Ai  und 
Ag  liegen,  wirklieh  Punkte  der  Geraden  entsprechen,  während  die 
Werthe  A^,  A^  den  Grenzübergang  vermitteln  und  so  als  „den  beiden 
unendlich  fernen  Punkten  der  Geraden  zugehörig"  in  Anspruch  ge- 
nommen werden  dürfen.  Durch  eine  Bewegung  der  Geraden  in  sich 
wird  nun  jeder  Punkt  derselben  in  einen  bestimmten  anderen  Punkt 
Übergeführt;  jedem  reellen  Werthe  von  x,  welcher  nicht  zu  den 
zwischen  Aj  und  A^  liegenden  ausgeschlossenen  Werthen  gehört, 
entspricht  ein  anderer  Werth  von  x,  der  ebenfalls  nicht  zu  diesen 
ausgeschlossenen  Werthen  gehört;  ein  Werth  von  x  aber,  welchem 
kein  Punkt  der  Geraden  zugehört,  muss  bei  einer  Bewegung  in  einen 
ebensolchen  Werth  transformirt  werden.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Grenzwerthe  Aj  und  Ag  sich  selbst  zugeordnet  werden  müssen,   d.  h. 
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class  die  beidm  unendlich  fernen  Punlcte  der  Geraden  bei  einer  Ver- 
schiehmg  derselben  in  sich  fest  bleiben. 

Eine  solche  Verschiebung  ist  vollkommeu  bestimmt,  wenn  für 
irgend  einen  Punkt  der  Geraden  seine  neue  Lage  gegeben  wird.  Die 
entsprechende  Transformation  hängt  daher  nur  noch  von  einem  Para- 
meter a  ab  und  kann  in  der  Form 

§  =  ^  (a^,  u) 
augesetzt    werden.     Nun    sollen    den   Werthen   «  =  A, ,  Aj    beK.    die 
Werihe  g  ^  Aj,  A^   entsprechen.     Es   empfiehlt  sieh   daher  mittelst 
der  Formeln 

=  =  ^  ~A     X  =  -~-^'- 
^"  —  aV  k  —  \ 

neue  Variable  =.,  X  einzufUhreo ^  wir  haben  damit  die  Coordinaten- 
grundpunkte  0  und  oo  in  die  beiden  unendHch  entfernten  Punkte 
der  Geraden  verlegt;  man  überzeugt  eich  in  der  That  leicht,  dass 
eine  solche  Verlegung  ebenso  durch  lineare  Gleichungen  dargestellt 
wird,  wie  jede  andere  Coordinateatransformation.  Wir  können  nun- 
mehr die  Bewegung  als  durch  eine  Gleichung  der  Form 
(1)  E~X-f(X,i) 

gegeben  annehmen,  wo  l  den  die  „Grosse"  der  Bewegung  messenden 
Parameter  bedeutet,  so  dass  für  2.  ^  0  die  Function  ^  gleich  Eins 
wird.  Eine  Bewegung  ist  ein  rein  geometrischer  Vorgang,  sie  kann, 
wie  sogleich  noch  näher  erörtert  werden  soll,  in  keiner  Weise  von 
der  Wahl  der  Coordinatengrundpiinkte  abhängen;  die  sie  darstellende 
Gleichung  darf  demnach  durch  Ooordinatentransformation  nicht  beein- 
flusst  werden.  Sollen  die  Punkte  0  und  oo  an  den  gewählten  Stellen 
bleiben,  so  kann  eine  Coordinatentransformation  nur  durch  Verlegung 
des  Einheit s pu nktes ,  d.  h.  durch  Multiplication  der  Variabein  X  und 
Z  mit  einer  und  derselben  Zahl  q  bewirkt  werden.  Dadurch  aber 
würde  (1)  übergehen  in 

E  =  X-iI>{qX,  X). 
Da  diese  Gleichung  nun  nicht  von  p  abhängen  darf,   muss  ip  auch 
von  X  unabhängig  sein,  und  wir  können  statt  ip  (A)  einen  neuen  Para- 
meter  (i   einführen.     Kehren   wir    zu    den   ursprünglichen  Variabein 
zurück,  so  ist  also  eine  Bewegung  durch  die  Tremsformation 

dargestellt,  wobei  Aj,  Aj  die  Coordinaten  der  beiden  unendlich  fernen 
Punkte  bedeuten,  während  (t  der  die  Grösse  der  Bewegung  messende 
Parameter  ist. 
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Was  bedeutet  es  aber,  wenn  wir  die  Bewegung  soeben  als  un- 
abhängig von  der  Lage  des  Einheitspunktes  in  Anspruch  nahmen? 
Es  ist  damit  zunächst  ausgesagt,  dass  der  Punkt  qX  in  ^=.  über- 
geht, sobald  der  Punkt  X  in  E  Übergeführt  wird.  Nun  wird  Xp  aus 
X  in  bekannter  Weise  durch  blosses  Ziehen  von  geraden  Linien 
innerhalb  einer  die  gegebene  Gerade  enthaltenden  Ebene  gewonnen, 
ebenso  pH  aus  E  durch  die  entsprechenden  Conetructionen  (p.  441). 
Diese  Construetionen,  weiche  nur  durch  das  Sclmeideu  von  Linien 
und  Verbinden  Ton  Punkten  bewerkstelligt  wurden,  dürfen  also  durch 
eine  Bewegung  nicht  wesentlich  beeinflusst  werden,  wenn  man  nicht 
nur  die  Bewegung  einer  geraden  Linie  in  sich,  sondern  gleichzeitig 
die  einer  ganzen  Ebene  in  sich  betrachtet.  Für  eine  solche  also 
machen  wir  die  Festsetzung,  äass  "bei  ihr  jede  gerade  Linie  wiederum 
in  eine  gerade  Linie  übergehe,  und  sich  schneidende  Linien  wieder  in 
sidi  schneiäenäe  Linien  iihergeführt  werden.  Daraus  folgt  dann  von 
selbst,  dass  unsere  von  X  in  qX  führende  Construction  ebenso  von 
H  zu  Q=.  hinleitet,  dass  also  die  Formel  (1)  in  der.  That  von  der 
Wahl  des  Einheitspunktes,  d.  h.  von  p,  unabhängig  sein  niuss. 

Als  Maass  der  Bewegungsgrösse  ist  uns  durch  die  Erfahrung 
der  Begriff  der  Entfernung  gegeben.  Dieselbe  ist  dadurch  charakte- 
risivt,  dass  die  Entfernung  1-2  zweier  Punkte  l  und  2,  die  durch 
einen  dritten  Punkt  3  getrennt  werden,  gleich  ist  der  Summe  der 
Entfernungen  1-B  und  3-2.  Diese  wesentliche  Eigenschaft  kommt 
unserem  Parameter  ft  nicht  zu,  denn  führen  wir  mittelst  einer  zweiten 
Bewegung  den  Punkt  $  nach  |'  über,  so  ist 


Wird  also  die  Entfernung  x-^  durch  p,  die  Entfernung  ^  -  |' 
durch  ((.'  gemessen,  so  ist 

r  —  A,     x  —  h, 

^-■- _  A^  ■ ,,  ^ä;  -^-^ 

das  Maass  der  Entfernung  x  -  i,'.  Um  ferner  vom  Producte  zur 
Bumme  überzugehen,  brauchen  wir  nur  noch  fi  ^=  e'',  r  =  log  (t  zu 
setzen.  Statt  der  Zahl  c  hätten  wir  auch  irgend  eine  andere  Zahl 
als  Basis  der  Potenz  wählen  dürfen;  allgemein  setzen  wir  daher 
r  ^h  log  fi,  wo  h  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.  Die  lint- 
femung  r  stme^-  Punkte  x  und  %  ist  hiemach  durch  die  Gleichung 

,n\  ,   ,         I  —  A.      X  —  Aj 

(3)  r  =  l  log  |---^  .  ^--^^ 

Die  Yertauachuug  von  A,  und  A^  ändert  das  Vorzeichen 
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von  *■;  die  Entfernung  ist  daher  erst  vollkommen  bestimmt,  weun 
über  die  Richtung,  in  der  sie  zu  messen  ist,  bestimmt  verfügt  wird. 
Willkürlich  bleibt  auch,  welche  Entfernung  man  gleich  der  Einheit 
setzen  wili;  die  Längeneinheit  hängt  davon  ab,  wie  k  gewählt  wird. 
In  Worten  können  wir  den  Inhalt  von  (2)  dahin  aussprechen,  dasa 
die  Entfernung  sweier  Ftmlcte  x  und  %  gleich  ist  dem  Froducte  einer 
wiUhtirlichen  Constantm  in  den  Logarithmus  des  Dqppeherhältnisses, 
welches  diese  Punkte  mit  den  leiden  unendlich  fernen  Punkten  ihrer 
VerUndunffslinie  bestimmen.  Dieses  Resultat  erinnert  sofort  an  die 
Art  und  Weise,  wie  früher  der  Winkel  zweier  Geraden  mittelst  der 
von  seinem  Scheitel  nach  den  imaginären  Kreispunkten  gehenden 
Strahlen  deflnirt  wurde;  der  so  angedeutete  Zusammenhang  mit  der 
Geometrie  im  Strahlbüschel  tritt  im  Folgenden  noch  mehr  hervor. 

Stellen  wir  noch  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten 
X,  y,  I,  ij  in  seiner  Abhängigkeit  von  den  gegenseitigen  Entfer 
uungen  dieser  Punkte  dar!     Es  sei 

r  die  Entfernung  der  Punkte  x  und  ^, 


Dann  erhält  man  ans  (3) 


_(A,-A,)(.x- j) 


und  analoge  Formeln  für  die  anderen  Entfernungen; 


'  folgt: 


Macht  man  nun  passende  Bestimmungen  über  den  Sinn,  in  welchem 
die  Eutfernungen  von  den  Punliten  |,  ij  aus  geraessen  werden  sollen, 
so  ist  offenbar  r  —  r'  gleich  der  Entfernung  der  Punkte  |  und  % 
und  p  —  p'  gleich  dieser  selben  Entfernung.  Somit  lässt  sich  unsere 
letzte  Gleichung  in  der  Form  schreiben: 


(4) 


"J     TLZ 


2/ä 


worin  i  =  ]/—  1.    Diese  Formel  i 
wonach  (vgl.  p.  ?i\) 


lit  unserem  früheren  Resultate, 
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,,>  x^  I      y^ji  _    )■      ^ 

nicht  in  Einklang,  geht  aber  für  /c  =  oo  in  die  letztere  Ober.  Man 
könnte  hieraus  schltessen  wollen,  dass  es  überBüssig  sei,  bei  unserer 
Annahme  von  der  Existenz  mmer  unendlich  fernen  Punlrte  zu  be- 
harren und  auf  Grund  dieser  Annahme  noch  weitere  Entwiekhmgen 
durchzuführen.  Gleichwohl  sind  diese  weiteren  Entwicklungen  von 
Iiüchster  principietler  Wichtigkeit;  es  ist  eben  eine  sehr  beachtens- 
werthe  Tliataache,  dasa  man  von  einer  Hypothese  aus,  deren  Con- 
sequenzen  mit  unserer  geometrischen  Anschauung  in  völligem  Wider- 
spruche stehen,  doch  ein  in  sich  widerspruchsfreies  System  von 
Schlüssen,  eine  iu  sich  folgerichtige  Geometrie  aufzubauen  vermag. 
Die  Bedeutung  dieser  Thatsache  werden  wir  am  Schlüsse  unserer 
Untersuchungen  näher  beleuchten. 

Wie  schon  gezeigt  wurde,  ist  die  erwähnte  Geometrie  von  der 
gewöhnlichen,  unter  Benutzung  des  Parallelenaxiome  (d.  h.  unter 
Voraussetzung  eines  unendlich  fernen  Punktes  auf  der  Geraden)  ent- 
wickelten nicht  verschieden,  in  so  weit  es  sich  um  rein  projectiviache 
Eigenschaften  der  Figuren  handelt.  Sobald  aber  metrische  Begriffe 
eingeführt  werden  .sollen,  so  tritt  der  Unterschied  deutlich  hervor, 
wie  wir  an  dem  Beispiele  der  Gleichung  (4)  zuerst  gesehen  haben. 
Da  uns  über  die  unendlich  fernen  Punkte  einer  Geraden  die  Wahl 
zwischen  zwei  Hypothesen  blieb,  so  haben  wir  auch  zwei  verschie- 
dene abstracte  Geomefrieen  der  gemeinton  Art  zu  unterscheiden, 
nämlich*): 


*)  Diese  BeieichoUDg  is.t  lon  Mein  (.mgefuhifc  we  eBtöpiioht  dem  Um 
stände,  äsms  min  eine  Involution  alij  hypeibolisch,  elliptisch  odei  parabolisch 
bfizeichaet  je  nachdem  diP  Doppeleleminte  leell  imiginäi  oder  yuBimmenfallend 
sind.  Die  hjpeibolische  Geometrie  wnd  auch  nach  ibiera  ersten  Begiunder  ils 
Lobatcheffsky  sehe  Geometrie  bezeichnet  Mit  Hölfe  elementaiei  Methoden 
hat  Lobatcheffsky  die  Möglichkeit  dei  liypeibohsehen  Geometrie  1820  eikannt 
und  die  HauptEärtze  der  IngonotjiPtue  nnd  dei  analj  tischen  Oeometiie  ent 
wickelt  (ira  Kazaner  Boten  von  1829  und  1880,  Gelohite  SJiriften  dei  Uniipi 
sität  Kaain  1836 — 3«  Geometiie  iinigmaiie,  Crelles  Journal  Bd  17  Geome 
triacbe  Unter^uihunben  ziii  Iheorie  dei  Paiillelluiien  Berlin  1840  Pangt^ometue 
ou  Pröcia  de  geometiie  fondee  ?iir  nnc  theoiiu  genßnle  des  paralleles  Kaaan  1855 
und  Gioiiiile  tli  Mitematiche  vol  6)  In  gliioher  Richtung  bewegen  »sicli  die 
Arbeiten  loa  Johann  Bolj  ai  enthalten  m  einem  Appendix  /a  dem  WeiLe 
seines  Vateis  Wolfgang  Bolyai  Tentamen  jnvenf ntPm  studiosim  in  eleraenti 
matheseo''  mtroducendn,  t   1    Maio?  Vi'iiihflj   1832      Schon  seit  1792  hatte 

Gauss,  mit  welchem  Bolyai  in  Veibindung  stand  aSinhche  Ueberlegungen 
angestellt  vgl  dpw  Bmetw  ch^el  7wi8chPu  GauKs  miil  fethumachei  Pd  " 
11.908-271    AlfnnilSCn  (Biipf  \oiil«-tl)u  Bd  5   ]    >47        Neu  1  pul  eitct  wn   le 
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1)  die  hfperbolische   Geometrie,    bei  welcber   yorausgesetzt  wird, 
dass  jeder  Geraden  zwei  unendlicli  ferne  Punkte  zukommen; 

2)  die  elliptische  Geometrie,  bei  welcher  auf  keiner  geraden  Linie 
ein  unendlich  femer  Punkt  liegen  soll, 

Beide  Fälle  zusammenfassend  spricht  man  von  einer  absoluten 
oder  nickt- Endidiscken  Geometrie,  welcher  dann  die  auf  dem  gewöhn- 
lichen Paraüelenaxiome  bernhende  als  Euclidische  oder  parabolische 
gegenübergestellt  wird.  Die  folgenden  Betrachtungen  beziehen  sich 
zunächst  auf  die  hyperbolische  Geometrie. 

Wollen  wir  dieselbe  für  ebene  Figuren  darstellen,  so  ist  unsere 
uUehste  Aufgabe,  die  Bewegungen  der  Ebene  analytisch  zu  definiren. 
Wir  nehmen  dieselben  als  in  der  Form  einer  Transformation 

l  =  ip(x,  y),  ^v  =  i'i^,  y) 
gegeben  an;  und  wir  maeken  die  Festsetmmg,  dass  vermöge  derselben 
jede  gerade  Linie  wieder  in  eine  gerade  Linie  übergeführt  werden  soll 
(vgl.  p.  465).  Aus  einem  Strahlbüachel  wird  dann  auch  wieder  ein 
Strahlbüscheh  Insbesondere  gehe  so  der  Büschel  ^  —  A  =  0  über 
in  den  Büschel 

u^x  4-  v^y  +  Wi  —  fttws«  +  ^3^'  +  %)  =  ö, 
und  zwar  so,  dass  die  Strahlen  f('=0  und  A==0,  jt  =  oo  und  ;i  =  oo 
bez.   einander   entsprechen.     Sobald    X    constaut  ist,   nimmt   -auch   ^ 
einen  constanten  Werth  an;  wenn  A  sich  ändert,  variirt  auch  (t.    Es 
ist  daher  X  eine  Function  von  ;*  und  wir  können  setzen; 

g-'>(:::+::;t::)--i'w- 

Da  nun  das  üoppelverhältniss  von  vier  Strahlen  eines  Büschels  durch 


die  Boljai'Bche  Schrift  von  Frischauf,  Elemente  der  absolnten  Geometiii', 
Leipzig  1876  (man  findet  hier  auch  einige  weitere  Litteratiu-ao gaben),  —  Mitteilt 
der  Methoden  der  analytischen  Geometrie  Gebändelt  Plye  S".  Marie  die  hy- 
perbolische Geometrie;  Btadea  analytiques  sur  la  ti^orie  des  paiallclof., 
Paris  1871.  —  Die  Möglichkeit  der  elliptisclieti  Geometrie  ernannte  zueist 
Eiemann,  ausgehend  fon  dem  Ausdrucke  für  daa  Quadrat  des  Linieiielements 
lieber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen,  Abhaiidlunj,en 
der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  nu  Göttingen,  Bd,  13,  1867  (dipse  aui 
dem  Jahre  1854  stammende  Arbeit  wurde  nach  des  Verfassers  Tode  veroffent 
lieht).  Andere  Arbeiten  von  v.  Helmboltz,  Cayley,  Klein  haben  wir  spater 
Gelegenheit  zu  erwähnen.  —  Wie  Beitrami  bemerkt  hat  (Rendiconti  della 
R.  Accaderaia  dei  Lineei,  olasse  di  scianze  morali,  etoriehe  e  fllologiche, 
17.  März  1889)  hat  schon  1733  Hieronyraua  Saccheri  einen  eilolgieichpn 
Versuch  anr  Begründung  der  nicht- Euelidischen  Geometrie  gemacht,  wai  abir 
in  seinen  weiteren  Schlüssen  nicht  immer  correet. 
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Ziehen  von  geraden  Linien  (durch  harmonische  Constructioneu,  vgl. 
p.  454)  vollständig  definirt  werden  kann,  da  ferner  gerade  Linien  wieder 
in  gerade  Linien  übergehen,  die  zur  Definition  des  Doppelrerhältnissea 
dienenden  Conaiructionen  also  nicht  wesentlich  durch  Bewegungen 
modificirt  werden,  so  haben  vier  Strahlen  des  Büschels  |  —  ^  =  0 
dasselbe  Doppelverhältniss,  wie  vier  Strahlen  des  ihm  entsprechenden 
Büschels,  d.  h.  zwischen  l  und  jt  besteht  eine  lineare  Relation. 
Damit  nun  die  Werthe  0  und  oo  sich  selbst  zugeordnet  bleiben, 
kann  (i  sich  von  A  nur  am  einen  constanten  Factor  unterscheiden. 
Lassen  wir  letzteren  in  die  Coeffieienten  Mj,  Vi,  w^  eingehen,  so  wird 
demnach  die  Function  't>(it)  durch  jt  selbst  zu  ersetzen  sein.  Ana- 
loges gilt  für  den  Strahlbüschel  tj  —  X  ^0;  und  so  erhalten  wir 
sclüiesslich  mr  Barstellang  der  Bewegung  eine  ColUneation: 

Aber  nicht  jede  CoUineation  stellt  eine  Bewegung  dar.  Wir 
haben  also  zu  fragen,  wie  die  Coeffieienten  der  rechten  Seiten  durch 
die  übrigen  für  eine  Bewegung  charakteristischen  Forderungen  in 
ihrer  Veränderlichkeit  beschränkt  werden.  Diese  übrigen  Forderungen 
beziehen  sich  auf  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Ebene.  Da  es 
auf  jeder  der  doppelt  unendlich  vielen  Geraden  zwei  solche  Punkte 
geben  soll,  und  da  durch  jeden  unendlich  fernen  Punkt  einfach  un- 
endlich viele  Gerade  hindurchgehen,  so  gibt  es  in  der  Ebene  einfach 
unendlich  viele  „unendlich  ferne  Punkte";  und  da  bei  continuirlicher 
Bewegung  einer  Geraden  ein  unendlich  femer  Punkt  immer  in  einen 
ebensolchen  übergehen  muss,  so  reihen  sich  die  unendlich  fernen 
Punkte  stetig  au  einander,  d.  h.  zwischen  ihren  Coordinaten  x,  y  Ge- 
steht eine  Gleichung,  sie  lüden  „die  unendlich  ferne  Curve  der  Ehme". 

Diese  Curve  muss  bei  allen  zur  Darstellung  von  Bewegungen 
brauchbaren  Collineationen  in  sich  übergehen;  alle  Curven  der  Art 
aber  sind  uns  bereits  bekannt*).  Sieht  man  von  der  geraden  Linie 
ab,  so  werden  sie  alle  von  einer  beliebigen  Geraden  in  mindestens 
zwei  Punkten  getroffen;  die  einfachste  unter  ihnen  ist  die  Curve 
zweiter  Ordnung;  sie  ist  auch  die  für  uns  allein  brauchbare.  Bei 
einer  Yerschiebiing  einer  Geraden  in  sieh  bleiben  nämlich  zwei  und 
nur  zwei  Punkte  (die  unendlich  fernen)  fest;  dadurch  ist  zunächst 
nicht  ausgeseblossen,  dass  solche  Werthe  der  Variabein  x,  denen 
keine  Punkte  der  Geraden  entsprechen  (p.  463),  fest  bleiben  oder  sich 

*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  U96  ir. 
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unter  einander  vertauschen.  Die  fragliche  Transformation  aWr  ist 
eine  lineare;  und  eine  solelie  ist  auf  der  Geraden  nicht  mehr  mög- 
lich, wenn  drei  Werthe  der  Yariabeln  ungeandert  bleiben  sollen;  eb 
kann  sich  also  mir  noch  darum  handeln,  dass  bei  den  Bewegungen 
ein  System  von  Werthen  x  (reeilen  oder  imaginären),  denen  keine 
Punkte  entsprechen,  bei  den  Bewegungen  unter  sieh  vertauscht 
worden.  Solche  Vertäu  seh  un  gen  würden  dann  aber  nur  eine  discrete 
Mannigfaltigkeit  (hei  einer  endliehen  Anzahl  von  unter  einandor  zu 
vertauschenden  Werthen  von  a-  nur  eine  endliche  Zahl)  von  fJe- 
wegungen  zulassen;  es  würde  nicht  möglich  sein,  durch  beliebige 
siGtvje  Aenderung  eines  Parameters  eine  Bewegung  zu  erzeugen,  was 
unseren  Voraussetzungen  widersprechen  würde  (p.  464).  Die  v/nenä' 
lidi  ferne  (Jurve  der  Ebene  ist  daher  von  der  swcitm  Ordnung. 

In   unseren  projectivisch   definirten  Coordinaten  ^  -—  a:,  :  x^  und 
und  11=  x^:Xi  (p.  455)  sei  nun 

(6)  ß„^^2;2;öfia;.-!^'*  =  0 

die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Curve.  Dann  ist  die  Entfernung 
zweier  Punkte  x,  y  (d.  L.  oa^,  x^.,  Xg  und  j/,,  y^,  j/J  nach  (3)  definirt 
als  k  iog «,  wenn  a  das  von  den  Punkten  x,  y  und  den  Sehnitt- 
punkfen  ihrer  Verbindungslinie  mit  (6)  bestimmte  Doppelverhältniss 
bedeutet,  also  (vgl.  Bd.  I,  p.  74  und  148): 

(7)  r  -  ilog  ^ii^^L^S^J, 


Hieraus   ergibt  sich   die   (JldcMmg    eines  Kreises   mit   detti  Radius  r 
und  dem  Mittelpunkte  y  in  der  Form: 

\e"  +  V  ^.M,j,  -  4c'  ^„j  --  0, 
oder; 

(8)  Q„n„-(co,j|,yQ!,  =  o, 

wo    wieder   i   dio   imaginäre  Einheit   bedeutet.     Hieraus    finden   wir 
weiter 

(9)  cos  -   -  =  ----tt^ ,     Hin  —  =    /  -"■'-  ■"-''--  -'^-^ ■ 

Die   letzte  Formel  kann   benutzt  werden,   um   das  Bogenelement  ds, 
d,  h.  die  Entfernung  zweier  unendlich  benachbarten  Punkte  von  ein- 
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ander,  kii  borechnei].  Zu  dem  Zwecke  habeu  wir  't/i  =  3:1 -\- dxi  zu 
uehuiüu  und  dou  Sinus  des  unendlich  klein  werdenden  Arguments 
durch  dieses  Argument  selbst  zu  ersetzen.  Für  das  Quadrat  des 
Boffmelemmts  finden  tvir  so: 

(10)  -a.---"^^^'^-. 

eiu  Auadruck,  mit  dem  wir  uns  sogleich  noch  weiter  beschäftigen 
werden. 

Der  in  (7)  gefundene  Werth  von  r  ist  nur  reeil,  wenn 

]iüsitiv  ist,  d.  h.  wenn  der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  von  der 
Linie  x  -y  in  zwei  rellcn  Punkten  geschnitten  wird;  und  diese  Be- 
dingung ist  hei  unseren  Voraussetzungen  für  jede  gerade  Linie 
erfüllt.  Nun  theilt  ein  Kegelschnitt  die  Ebene  in  zwei  Theile:  jede 
Gerade,  welche  in  den  einen  Theil  eintritt,  sehneidet  die  Curve  in 
zwei  reellen  Punkten,  gleichzeitig  sind  die  von  irgend  einem  Punkte 
dieses  Theiles  an  den  Kegelschnitt  zu  legenden  Tangenten  imaginär; 
von  jedem  Puiiktu  des  anderen  Theiles  dagegen  kann  man  zwei  reeJle 
Tangenten  an  den  Kegelschnitt  legen,  und  dieser  Theil  der  Ebene 
wird  sowohl  von  geraden  Linien  durchsetzt,  die  den  Kegelschnitt  in 
reellen  Punkten  treffen,  als  von  solchen,  deren  Schnittpunkte  ima- 
ginär sind.  Algebraisch  lässt  sieh  dies  dahin  aussprechen,  dass  es 
zwei  Gruppen  von  Werthepaaren  S,  ij  gibt;  diese  Gruppen  werden 
von  einander  durch  diejenigen  Werthepaare  |,  ti  getrennt,  welche  der 
Gleichung  (6)  genügen.  Irgend  zwei  verschiedene  Werthepaare  der 
einen  Gruppe  §,  t;  und  %',  ij'  gestatten  imendlich  viele  Paare  nach 
dem  Schema 

zu  bilden,  unter  denen  sich  für  zwei  reelle  Werthe  von  X  zwei  der 
Gleichung  (6)  genügende  Paare  finden;  und  für  dieselbe  Gruppe  ist 
die  in  (7)  auftretende  Quadratwurzel  stets  reell.  Nur  die  W^he- 
paare  dieser  Gruppe  können  als  Coordinaten  von  FunJcten  unserer  Ebene 
aufgefasst  werden;  den  Werthepa,aren  der  anderen  Gruppe  entsprechen 
keine  Punkte  der  Ebene,  während  die  unendüch  fernen  Punkte  der 
Ebene  den  Grenzübergang  vermitteln.  Um  gewisse  algebraische 
Operationen  und  Schlüsse  kurz  kennzeichnen  zu  können,  wird  es  sich 
oft  empfehlen,  auch  die  Werthepaare  der  zweiten  Gruppe  kurz  als 
Punkte  zu  bezeichnen;   wir  wollen   aber  dann  von  „idealen  Punkten" 
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Sprechen*),  im  Gegensätze  zu  den  wirklichen  Punkten,  deren  Coor- 
dinaten  der  ersten  Gruppe  angehören.  Es  ist  dies  in  ganz  demselben 
Sinne  gestattet,  wie  man  sich  gewöhnt  hat,  in  der  Euclidischeu 
Geometrie  von  einer  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  zu  sprechen. 
Soll  z.  B.  die  Gleichung  des  Kreises  (8)  so  transformirt  werden,  dass 
nur  die  Quadrate  der  homogenen  Variabein  vorkommen,  so  müssen 
wir  bekanntlich  ein  Polardreieck  als  Fundamentaklreieck  einführen. 
Von  den  Seiten  eines  solchen  schneidet  aber  eine  den  Kegelschnitt 
nicht;  die  eine  Ecke  des  Polardreiecks  ist  also  in  den  Mittelpunkt 
des  Kreises  zu  verlegen,  die  beiden  andern  Ecken  (0  und  0')  liegen 
dann  in  dem  Gebiete  der  idealen  Punkte;  die  zur  Coordinaten- 
hestinimung  dienenden  Strahl  büscliel  x  =  const.  und  y  =  const.  haben 
ideale  Mittelpunkte.  Gleichwohl  können  wir  sie  ganz  so,  wie  Strahl- 
bttsehel  mit  realem  Mittelpunkte  benutzen,  denn  ihre  perspectivische 
oder  projectiviache  Beziehung  auf  Punktreihen  wird  analytisch  in 
der  gleichen  Weise  vermittelt.  Durch  passende  Wahl  des  Einheits- 
punktes  und  des  Coordinatendreieeks  kann  daher  die  Gleichung  des 
Kreisea  auf  die  Form 

gebracht  werden,  wobei  0,  0  die  Coordinaten  des  Mittoipunktos  sind. 
Man  sieht  sofort,  dass  jeder  solche  Kreis  den  unendlich  fernen 
Kegelschnitt  in  zwei  imaginären  Punkten  berührt,  nämlich  in  seinen 
Schnittpunkten  mit  der  idealen  Linie  Q^j,  =  0  (der  Polare  des  Mittel- 
punktes). Insbesondere  kann  der  Mittelpunkt  unendlich  weit  rücken; 
dann  wird  die  Linie  Q^,j  =  0  zur  (idealen)  Tangente  des  unendlich 
fernen  Kegelschnittes,  und  jene  beiden  imaginären  Berührungspunkte 
fallen  in  den  reellen  unendlich  fernen  Mittelpunkt  znsaramen.  Als 
einfachste  Gleichung  der  so  entstehenden  Grcnsctirve'^*)  kann  man  die 
folgende  wählen  (vgl.  Bd.  I,  p.  1000): 

(12)  f-2x-(oo^^-'r^^'^-0. 

Em  Kreis  mit  unendlich  yrosscm  Madiiis  isi  also  von  einer  geraden 
Linie  versdiiedefn. 

Jeder  Kreis  kann  durch   gewisse  Bewegungen   (Drehungen    um 
seinen  Mittelpunkt)  in  sich  Übergeführt  werden.    In  der  That  kennen 


*)  Vgl.  Klein,  Math,  Annalen,  Bd.  VI,  p.  131. 
**)    Flye   S**.   Marie   benutzt  a.  a.  0.    eolehe   Grenacurven   nur  Definition 
der  Coordinaten.    Dadurch,  wird  es  erklärlich,  dasa  bei  ihm  z.  B.  die  Gleichung 
einer  geraden  Linie  nicht  linear  in  den  Coordinaten  ist. 
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wii-  bereits  die  algebraische  Darstellung  aller  möglichen  Bewegungen 
ebener  Figuren  durch  unsere  früheren  Untereuchungen  über  tlie  lineare 
Transformation  eines  Kegelschnittes  in  sieh.  Darnach  haben  wir 
analytisch  nur  ku  unterscheiden,  oh  zwei  getrennte  oder  zwei  zu- 
sammenfallende Punkte  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  fest 
bleiben  solicn.  Im  ersten  Falle  kann  die  Bewegung,  falls  dieser 
Kegelselinitt  in  der  Form  2X^X^  +  -^3^  =  0  gegeben  ist,  durch  die 
(Ilcichung  (vgl.  p.  384) 

(13)  X,  =rHi,     X,  =  a-i5j,,     Xa^Hg 

dargestellt  werden.  Aber  für  unsere  jetzige  Anschauungsweise  ist 
noch  weiter  zu  beachten,  ob  der  „Mittelpunkt"  zu  den  wirklichen 
oder  üu  den  idealen  Punkten  gehört.  Nur  im  erstereu  Falle  haben 
wir  eine  Drehung  um  den  Mittelpunkt,  und  jeder  Kreis  der  Schaar 
2X1X2  +  AX/  =0  geht  gleichzeitig  in  sich  über.  Die  fest  bleibende 
Gerade  X^  =  0  ist  hier  eine  ideale  Linie,  und  sie  sehneidet  den  un- 
endlich fernen  Kegelschnitt  in  zwei  imaginären  Punkten;  deshalb 
mues  man  Xj'=(x-\-iy}X^,  X2^{x  —  iy)X^  setzen,  um  die  Kreis- 
gleichung in  der  Form  (11)  zu  gewinnen.  Ist  aber  der  Mittelpunkt 
ideal,  so  sind  die  Schnittpunkte  von  X^  ==>  0  mit  dem  unendlich 
fernen  Kegelschnitte  reell  und  die  Linie  X^  =  0  bleibt  fest;  die  Be- 
wegung besteht  also  in  einer  Verschiebung  dieser  Linie  in  sich. 
Alle  nicht  auf  ihr  liegenden  Punkte  bewegen  sich  dabei  nicht  etwa 
ebenfalls  auf  Geraden,  sondern  auf  den  Kegelschnitten  des  Systems 
^XjXg  -f-  AXfl.^  =  0,  welche  die  unendlich  ferne  Curve  in  zwei  reellen 
J'unkten  berühren.  Rückt  der  Mittelpunkt  auf  letztere  Curve,  so 
haben  wir  eine  Drehung  um  einen  unendlich  fernen  Punkt,  bei  der 
sich  alle  Punkte  auf  Ourven  der  Form  (12)  bewegen.  Es  geht  hieraus 
liervor,  äass  jede  Bewegung  dm-  Ebene  in  sich  mü  einer  Drehung  um 
einen  mrUidken,  hez.  dnen  unmdlich  fernen  PunU  oder  mü  einer  Ver- 
schidnmg  längs  ein^  Geraden  äquivalent  ist.  Die  Drehung  um  einen 
unendlich  fernen  Punkt  kann  dabei  auch  als  Verschiebung  nach 
einer  idealen  Geradon  (Tangente  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes) 
aafgefasst  worden. 

Bei  einer  solchen  Verschiebung  bleibt  nach  Obigem  die  Entfernung 
je  zweier  auf  der  Geraden  gelegenen  Punkte  constant.  Aber  es  bleibt 
auch  gerne  aUgeinein  hei  jeder  Bewegung  die  Entfemwig  je  zweier  Fufüite 
ungeändert,  denn  vermöge  e'iner  Bewegungstransformation,  die  den 
Punkt  a:  in  I,  !/  in  ij  Überführt,  wird  der  Definition  nach  Qi.r  =  fiij, 
also  auch  Q^'j  ^  Ö|>ji  woraus  das  Behauptete  hervorgeht.  Das  Prin- 
cip    der  Dualität   lehrt   sofort,   dass    für  je   zwei  Gerade    eine   ent- 
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spreeheiiiJe  Function  der  Liniencoordiiiaten  ungeänderfc  bleibt.  Die- 
selbe gibt  ein  Maass  für  den  Winhl  zweier  sidh  schncklendm,  Geraden 
u  und  V.  Ist  M'm^  =  0  die  Gleichung  der  Curve  Q^j;  =  0  in  Linien- 
coordinateu  iit,  so  haben  wir  ihren  Winkel  qc  durch  die  Gleichung*) 

Ml, ,  4-  1/412    _  M',„'r" 
(14)  <p  =  ih'  log  -"'       \J::L^     ""  "' 

zu  deiinircLj  in  der  Hi  eine  rein  imaginäre  Oonstante  bedeutet. 
Letztere  ist  hier  imaginär  zu  wählen,  weil  für  die  nicht  idealen  ge- 
raden Linien  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  negativ  aua- 
fällt  Was  hier  und  an  einigen  früheren  Stellen  unter  einer  idealen 
Geraden  verstanden  wird,  ist  leicht  ersichtlich.  Wir  nennen  so  tHc 
Gesammtheit  aller  idealen  Punkte  (p.  471  f.),  deren  Coordinaton  eijior 
linearen  Gleichung  genügen,  falls  diese  Gleichung  durch  keinen  wirk- 
lichen Punkt  befriedigt  wird.  Jede  wirkliche  gerade  Linie  enthält 
theils  wirkliche,  theils  ideale  Punkte;  durch  einen  wirklichen  Punkt 
gehen  nur  wirkliche  gerade  Linien,  durch  einen  idealen  Punkt  aber 
sowohl  wirkliche  als  ideale  Gerade.  Für  je  zwei  wirkliche  Gerade 
u,  V  ist  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  (14)  reell,  weil  die 
von  ihrem  Schnittpunkte  an  den  Kegelschnitt  ^^^  =  0  zu  legenden 
Tangenten    imaginär   sind,    der   unter   dem   Wurzelzeichen    stehende 


*)  Läsai.  man  den  Kegebchnitt  V  =  0  m  e  n  I  unl  tei  aar  ze  Ml  n  11 1 
wivhlt  als  solcLeB  die  beiden  imagioaiea  Kre  epnnk  e  le  Eben  o  t  de  1  e 
gegebene  Ausdtuck  für  fc'  ="  1  ideat  acl  m  t  dem  W  nk  1  de  be  len  b  I  a 
in  der  gewölinlicben  Geometi'ie;  und  &o  w  d  es  beg  e  1  ch  dd  s  len  A 
drucke  (14)  dieselben  cbarakteristi  eben  E  genschaften  w  e  dem  ^e  völml  ehe 
Winkel  zukommen.  Analoges  wird  für  den  d  al  st  seh  ent  p  echonlen  Ausdru  k 
(7)  gelten.  Auf  diese  Weise  ergibt  s  ch  e  ne  Verallgeme  ne  ung  de  gewöhnl  hen 
metrischen  Geometrie,  die  von  Cayley  aue  t  anfgestellt  wu  de  A  Süth  Memo 
upOQ  Qaantics,  Philoaophical  Transaot  ons  Januar  lb59  vgl  a  ch  1  e  Darstellung 
in  Piedler's  Elementen  der  neueren  Geometne  und  der  Algebra  der  binären 
Formen,  Leipzig  1862,  sowie  in  dessen  Bearheitung  von  Salmon's  Theorie 
der  Kegelschnitte.  Cajiey  hob  auch  den  Zusammenhang  mit  der  sphSiiachun 
Grcometrie  hervor,  auf  welchen  man  duich  die  angeführte  Verallgemeinerung 
des  Distanzbegriffes  geführt  wird,  nnd  der  sich  uns  in  den  trigonometris»licn 
l^'ormeln  noch  weiter  geltend  machen  wird.  Die  Identität  dieser  Cayley'sohen 
Veral!  gemeine  tun  g  der  Metrik  und  der  nicht- Euclidischen  Geometrie  wurde 
von  Klein  erkannt  und  im  Einzelnen  begründet  (Math.  Annalen,  Bd.  4,  1871, 
vgl.  auch  Bd.  6)j  die  projectivisohe  MaassbestimmQng  mittelst  eines  feeteu 
Kegelschnittes  wird  als  etwas  Gegebenes  angesehen,  und  die  au»  ihr  sich  er- 
gebenden Folgerungen  werden  mit  den  Resultatea  von  Lobatcteffeky, 
Boljai,  Eiemann  u.  a.  verglichen  (vgl,  Bd.  1,  p.  150);  doch  wird  auch  ge- 
legentlich auf  den  im  Teste  befolgten  Gedankengang  hingewiesen  (a.  a.  0. 
Bd.  6,  p.  138). 
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Ausdruck  iilao  einen  iiegiitiven  Wertli  hat.  —  Eiue  leichte  Uinfor- 
luuHg  ergibt 

(t4a)         cos  —  --^  ~ -^ ,     sin  —  =  1/   -  -  ^ ■ 

Auch  ävr  Win/cel  sweier  Geraden  _  bleibt  hei  beliebiger  Beweyung  im- 
i/eändert. 

Die  Constante  7c'  bleibt  vollkommen  willkürlich;  ihr  Werth  wird 
bebtimmt,  wenu  wir  irgend  einen  bestimmten  Winkel  als  Einheit  zu 
Grunde  legen.  Wir  sind  gewohnt,  den  Winkel  durch  den  Bogen  dos 
ihm  coneentrisehen  Kreiaea  vom  Kadius  Eins  zu  messen;  der  ganze 
Umfang  ergibt  sich  dann  gleich  23E,  wenn  nr  die  bekannte  Ludolpli 'sehe 
Zahl  bezeichnet;  und  so  wird  die  Grösse  des  Winkels  in  der  Regel 
in  Bruchtheilen  von  23E  angegeben.  Um  hier  etwas  Analoges  zu 
versuchen,  berechnen  wir  den  Umfang  des  Kreises  (11),  wobei 
sin  3^--  =  '*Ji  gesetzt  werden  möge.  Unter  Benutzung  nicht  homo- 
gener rechtwinkliger  Cuordiuat«n  wird  nach  (11)  xdx  -\-  ydy  ^^  0, 
also  aus  (10): 

^~,lx'  +  clf. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  a;''^  +  ^^  +  1  -^^  1  +  -^^  erhSlt  man  hieraus 
für  deu  Kreisbogen  s: 

(15)  —  ==  li    {-,--——  =^  ii  arcsiu f-  const. 

^     '  th  J  \/M'  -  a^-'  li 

Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  des  Aufaugapiiuktea  mit  dem 
Punkte  X,  y  ist  in  homogenen  Coordinaten  x^y  —  3:33-'  =  0;  um 
den  von  ihr  mit  der  Linie  a^j  =  0  (d.  i.  der  Y-Äxe)  gebildeten  Winkel  fp 
zu  berechnen,  haben  wir  also  in  (14a)  V,,«  =  «,'' +  %^ -|- m^^  und 
Mj  =  1/j  u^  =  —  X,  «3  =  0,  v^==  1,  !Jg  =  0,  v.^==  0  zu  setzen  und 
finden  so 

(16)  ™fi'--Si 

die  rechte  Seite  von  (15)  ist  dalier  gleich  -Z  +  consU  Durchläuft 
nun  X  alle  Werthe  von  M  bis  —  JR  und  zurück  von  —  U  bis  R, 
so  ist  bekanntlich  der  Werth  des  auf  der  linken  Seite  von  (15)  auf- 
tretenden Integrals  gleich  äre;  für  den  Umfang  S  unseres  Kreises 
ergibt  sich  daher 


(17)  ^-K2, -(»"-»    ")».<) 


[ioljiii    iintl    Loljiituhoffaky    aulgcütellt^    Formel    üudet 
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Die  GrÖisse  des  Winkels,  welcher  einem  vollen  Umgänge  auf  der 
Kreisperipherie  entspricht,  ist  nach  (16)  gleich  4:lc''Jt  zu  setzen;  denn 
wenn  der  Winkel  um  diese  Grösse  wächst,  muss  die  Coordinate  x 
ihren  früheren  Werth  wieder  annehmen.  Benutzt  man  diese  Be- 
merkung, so  folgt  aus  (15)  unter  Berücksichtigung  von  (16)  wiederum 
die  Gleichung  (17).  Es  ergibt  sieh  aiso  keine  Relation  zwischen  /c 
und  k';  beide  Grössen  können  zur  Festlegung  der  Einheiten  für  Eul- 
fernung,  bez.  Winkel  willkürlich  gewählt  werden. 

Gemäss  dem  dualistischen  Charakter  unserer  Formeln  kann  man 
ebenso  von  einem  „  Winheleleineiite"  oder  „Drehungselemmt^'  sprechen, 
wie  von  einem  Bogenelemente.  Als  Winkeleiement  hätte  mau  den 
unendlich  kleinen  Winkel  ds  zu  bezeichnen,  den  zwei  Linien  u  und 
u  +  du  mit  einander  eiuschliessen.  Aus  der  zweiten  Gleichung  (14a) 
ergibt  sich: 
(18)  (^)  =    "^i.-;^|_^-. 

Fasst  mau  die  Liuien'it  und  u  -\-  du  als  einander  benachbarte  Tau- 
genten einer  gegebenen  Curve  auf,  so  nennt  man  das  Differential 
dB  den  ConUng&tsmnlcel  der  Curve.  Es  ist  dann  u  die  Verbindungs- 
linie von  a;  mit  a;  -^-  dx,  also  zk  =  Qöda:),  und  du,  =  {x^x),.  Setzen 
wir  symbolisch  V„a  =  i^J  =  «f/i  so  kommt: 

'\'uJVd«d,.  —  'Vl,iu=(K!sdxf{ßxd^x)^—{axdx){axd^x){ßxdx){ßxd^x) 
=^(aßx)(axdx)(ßxd''x)(xdxd^x) 

Gehen  wir  von  der  Punktgleichung  Q^^  =  0  aus  und  nehmen 
Q^j,  =  t(/  E=  hj^  so  ist  Ua  =  (aitiY  zu  setzen,  und  wir  haben 

{ccßxy  =  (a^ft:,  —  ft^fli)^  =  2a/  ■  J>J  —  '^a^l^aj)^  =  y  V '  ^"^  *) 

Nun  ist  üa  =  aß^  =^  {ahcf  =  & A,  wenn  ^  =  2/ +  0,^  «gg  ß^s  die 
Discriminante    des    Kegelschnittes    0     e^  «  *  =  0    hezeichnet-     hIso 


sioli   a«ch  bei  Gauss  a.  a    0         S  e  zo  gt     1        1     T  ig     n  d    le    Mo^l    1 
keit  der  Rectifioation  des  K  e  ses    l  r  K  Con  t      t  o  eii       Ltol  t  de    Z    kels     n  1 
Lineals  für  die  uicbt-Euehd  sehe  Qeou  etne  du  h  den  vom  Heriu  gel  e    e 
brachten  Beweis    für  die  TtanssceudenK   de    Zahl  %    (Math    Anniie      Bl 
1882,  vgl.  auch  Weioratraea    S  t  un^sl  e  chte    ler  Be  1    e    Äe   lern  p  18851 
noch  nicht  eiiedig^:  ist. 

*)  Der  Tei-m  a^b^a^l        t  n      1    h     I      1     le      n  Bl   I    i    2   t  1  c  c  h  ote 
Bildung  J'ii, 
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wird  (aßxy  =  SylfJj,^.  Setzen  wir  aucli  im  Nenner  der  rechten 
Seite  von  (18)  «;  =  (xdx)i,  so  erhalten  wir 

Der  Continyensmnliel  bestimmt  sich  hiernach  aus  der  Gleichung: 

Das  Verhältnies  voa  äs  zu  äs  gibt  ein  Maass  für  die  „Krümmuiig" 
der  Curve  im  Punkte  x,  d.  h.  für  die  Grösse  der  durch  äs  gemesseneu 
Drehung  der  Tangente,  wenn  x  auf  der  Ourve  um  äs  fortschreitet 
Es  wird: 

Gebrauchen  wir  rechtwinklige  Coordinaten,  setzen  ^^^  "=  i^^ -\- tl"  —  Ij 
ferner  «,  =  1 ,  (?%  =  0  und  sehen  y  als  Function  von  x  an  (so  dass 
auch  d^i/  =  0),  so  kommt  insbesondere 


(jf 


iJ-^\+yL~J)L 


[(xda^  +  ydi/r  -  (*'  +  y'-l)  {da>'  +  dy'')f 


Wenn  man  mit  den  Differentialen  homogener  Coordinaten  rechnet, 
mnss  min  die  letzteren  bekanntlieh  in  irgend  einer  Weise  absolut  fest- 
gelegt denliLn  in  lern  man  zwischen  ihnen  eine  nicht  homogene  iden- 
tische Gleich  mg  annimmt.  Am  einfachsten  geschieht  dies  durch 
fine  lineaie  Gleichiig  (vgl,  p.  95),  z.  B.  durch  die  Forderung 
j"  =  1  man  kann  al  er  auch  andere  Gleichungen  benutzen,  nur  geht 
hnn  Uli  Voiiheil  der  eindeutigen  Bestimmtheit  verloren.  Für  die 
lormelo  bei  denen  das  Bogenelement  vorkommt,  empfiehlt  es  sich 
festzusetzen  dass  Q  ^  gleich  emer  Constanten  sei.  Um  den  Coordi- 
naten eine  eist  sjatet  zu  eroiternde  einfache  metrische  Bedeutung 
zu  geben  i  t  es  feinei  vortheilhaft,  Q^^  in  der  Form  ic^^-f-^;/  —  ih^x^^ 
voriusza^etzen  und  dte  abitoluten   Wefthe  der  Xi  durch  die  läentUät 

(21)  Q,,  =  3^/  +  Xs'  —  iJ^Xs'  =  ~  4/f;ä 

*)  Die  rechte  Seite  iat  stets  positiv,  da  £2^^  fui  alle  wirlibchen  Tankte 
ein  conetantes  Vorzeichen  hat,  und  da  sich  A  hei  Imeaier  'liansfoimation  der 
Coordinaten  nur  um  das  Quadrat  dPi  Siibstitationsdeteimmaiite  andeit  (Bd,  T, 
p.  131  und  oben  p.  Sil).  Man  kana  die  fileichniig  Q^.^  —  0  in  dei  Vorm 
Kj'-l-a'j'  —  «j'-^O  annetinen,  wena  i,  i=0,  a^„  -=0  die  Cooidmateu  eines  wirk- 
lichen Puuttea  sind;  dann  wii-d  AQ^^  fiu  diesen  Pnnkt  jiositn ,  foigliuh  gilt 
dasselbe  für  alU  wirklichen  Punkte. 


y  Google 


478  Dritte  Abtlieiluag. 

0u  deßniren*).  Von  der  hierdurch  eingeführten  Zweideutigkeit  kann 
man  sieh  ein  Bild  naachen,  indem  man  die  Grössen  x^,  x^,  x^  als 
gewöhnliche  rechtwinklige  Coordinaten  im  ßaume  interpretirt.  In  (21) 
haben  wir  dann  die  Gleichung  eines  zweischaligen  Rotationshyper- 
boloids vor  uns  (p.  174).  Die  Verhältnisse  Xi :  Xg  und  x^ :  Xg  bestimmen 
eine  durch  den  Anfangspunkt  gehende  gerade  Linie;  jedem  Punkte 
unserer  Ebene  entspricht  eine  solche  Gerade;  insbesondere  sind  den 
unendlich  fernen  Punkten  der  Ebene  die  Erzeugenden  des  zu  (21) 
gehörigen  Asymptotenkegels  zugeordnet;  den  idealen  Punkten  ent- 
sprechen diejenigen  Geraden  des  Bündels,  welche  die  Fläche  (21)  in 
imaginären  Punkten  treffen.  Die  übrigen  Geraden  des  Bündels 
schneiden  die  Fläche  in  je  gwei  reellen  Punkten;  somit  sind!  jedem 
Pwtlcte  tmserer  Ebene  swei  Funhte  des  Hyperboloids  mgeoränet**).  Jeder 
geraden  Linie  der  Ebene  entspricht  eine  Ebene  durch  den  Anfangs- 
punkt, also  ein  Diametralschnitt  des  Hyperboloids,  u.  s,  f. 
Aus  (21)  erhalten  wir  durch  Differentiation 

Q-cdx  ^  Xj^dxi  +  x^dx^  —  iJ^x^dx^  =  0; 
ferner   ist  A  =       4/(.^      TInseic    fiüheren  Foimeln   für   da^   Linien 
element      den    Cnntingenzwinkel    und    die    Iviummung    einer    Cui\p 
weiden  dihei 
(lOi)  (7';ä  =  f7>     -j-dj     —4:1   dl    "**) 

*)  In  (211  miiSH  leohtB  eine  nogitive  (  oastant  gowihlt  weiden  dimit  die 
von  a:  an  den  Kegelachnitt  zu  legenden  langenten  iniigindi  mtiden  nur  fin  dif 
idealen  Punkte  ist  Ü^^  positiv 

■**)  Vgl  Kilhng  a  ^  0  p  260  und  Point, iie  Balletin  de  K  SociBte 
maihematiqne  t  15  i  205  18b7  —  Das  Hjpeiboloid  ist  so  zweideutig  auf 
die  Ebene  ibgebildet  daduich  entsteht  nioh  einei  fiuheien  Beraeilmng  {p  431) 
eine  Vei allgemeiaeriing  der  Ereiotheoiie  von  dei  man  jetzt  einsieht  daa^  sie 
mit  dei  durih  die  nicht  Euchdisclie  Geometrie  bedingten  Veiailßememeirng 
/uaanimenfillt 

***)  Hierin  ist  nach  (21)  i,  noch  als  runction.  von  J',  nnl  j,  anzosehen 
wir  «eiden  erst  spater  die  Elimination  von  di^  wiikln.h  ausfuhien  und  daduieh 
7n  dei  von  Riemann  als  fui  die  muht  Euclidisi-he  Geometrie  cbaiabteii 
stischen  Poim  des  Bogenelenientes  gelangen  —  Wie  nämlich  nach  Ganea  die 
Theoiie  dti  Cutven  auf  einei  Fläche  im  WeSentiiohen  ^on  Icr  Art  und  Weise 
ibhlugt,  wie  sich  auf  ihr  d^s  Bogeneleinent  durch  zwpi  Paiameter  ausdruckt 
so  ist  nach  Eiemann  {vgl  ölen  p  4G7  f)  dei  Änsdruck  fui  das  Quadrat  des 
Pogenelementea  dnioh  die  Cooidioaten  (deien  Definition  dabei  unbeatimmt  ge 
lissin  wild)  chiiafctei istisch  fut  die  Metrik  in  der  betreffenden  Min nigf altig 
Iceifc  Eine  t^uadratieehe  Eunctioii  der  DiEfeientialc  fnhrt  insbefiondeie  7a  den 
dtoi  von  uns  zu  behandelnden  Geom  tnen  complicuteie  Au&diuele  für  äi^ 
werlen  zwai  als  möglich  t  wlhit  ibei  lie  ii  il  i  n  i  i  I  fndcn  FoIt{  m^e  i 
nicht  w  eitel   verfolgt 
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(£  +  ic,dw^d^x^y 

ik^dce^^  +  dx,^  +  diCi'J 

Pi-ojeotivisclio  und  metrisolie  Geometrie. 

Die  in  (31)  gemachte  Festsetzung  ist  z.  B.  nötzlieh,  um  ein- 
zusehen, wie  in  der  hyperbolischen  Geometrie  der  geraden  Liuie  die 
Eigenschaft  erhalten  bleibt,  dass  aie  die  kürzeste  Linie  ist,  durch 
welche  man  irgend  zwei  ihrer  Punkte  mit  einander  verbinden  kann. 
Die  Aufgabe,  diese  kürzeste  Linie  zu  bestimmen,  führt  nach  den 
Regeln  der  Variationsrechnung  zu  der  Forderung: 

(22)  dJds  =  Q, 

wenn  ds  durch  (lOaj  gegeben  wird,  und  wenn  awischeu  den  drei 
Variabein  die  Identität  (21)  besteht.  Sei  mit  8  der  Wertb  des  in 
(22)  auftretenden  Integrals  bezeichnet,  so  ist 


-/^'^'^ 


da  die  Variationen  Sxt  an  den  beiden  festen  Endpunkten  ic'^'  und  x^-^ 
verschwinden.  Nehmen  wir  (21)  hinzu,  so  ergeben  sich  die  beiden 
Bedingungsgleichungen : 

Sx.ä^  +  Sx,d^  -  U^dXsd^  =  0, 
'      ds     '         ^      ds  "      rfs  ' 

XiSXi  -f-  x^Sxs  —  4^3^353:3  =  0 . 

Beide  Gleichungen  sollen  für  alle  Werthe  von  Sx,,  äx.^^,  Öx^  be- 
stehen, d.  h.  es  miiss  sein 

,  dx,  dx^         ,  dic^ 

(23)  lZl_lZi_l^. 

Hierin  ha.ben  wir  nur  eine  einzige  Bedingung  gefunden,  da  von 
den  Differentialen  noch  die  beiden  Identitäten 

Xidxj  -\-  x^äx^  —  Wxgdxs  =  0, 

dx,    -jdx,    ,    dx,   t'Ix,         .  ,0  dx.,    -.dx..        ,. 

ds       ds     '     ds       ds  ds       ds 

erflillt  werden  müssen.  Interpretiren  wir  x^,  x^,  x^  als  gewöhnliche 
rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  auf  dem  Hyperboloide  (21), 
so  ist  auf  dieser  Fläche  eine  Ourve  defiuirt,  deren  Schmiegungsebene 
durch  die  Gleichung 
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Dvitte  Abi.h eilung-. 
Xi^  X^  iCfl         1 

dcc^  äXi  äxj,  0 
ifx,  iPx,  (fx,,  0 
X,  Xs  X.,  1 
in  tlen  Variabein  Xi  tlnrgestellt  wird.  In  Folge  von  (23)  kann  man 
die  dritte  Horizontalreihe  der  Determinante  durch  x^,  x^,  Xg,  0  er- 
setzen; die  Gleichung  ist  daher  für  X,=  0  identisch  erfüllt,  d.  Ii. 
die  Schmiegungs ebene  geht  durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloids. 
.  Diesen  ebenen  Diametralschnitten  entsprechen  aber  die  geraden  Linien 
der  hyperbolischen  Geometrie.  Letztere  shul  daher  in  der  Tftat  gleich- 
3  Linien. 


IV.  Die  trigoiiometrischeii  Ponaeln  der  hyperbolischen  Geometrie. 
Nach  der  Aufstellung  analytischer  Ausdrücke  für  die  Grund- 
begriffe der  Entfernung  und  des  Winkels  kommt  es  darauf  au,  bei 
einer  gegebenen  Figur  die  verschiedenen  Strecken  und  Winkel  in 
ihrer  gegenseitigen  Abhängigkeit  zu  untersuchen.  Für  die  Eucli- 
dische  Geometrie   werden  die  dazu  nöthigen  Mittel  in  der  Trigono- 


sich   entsprechende  Betrach- 
ie  anstellen  lassen! 
nbligen  Coordinaten"  x,  y  eines 


metrie  entwickelt;  sehen  wir  also, 
tungen  fiir  die  hyperbolische  Geometrie 
Zunächst  drücken  wir  die  „rechtwin 
Punktes  P  durch  seine  Entfernung  von  den  Coordinatenaxen  x  = 
und  y  ^  0  aus.  Es  sei  also  p  die  Entfernung  von  der  Axe  a;  =  0, 
d,  h.  die  Länge  des  von  P  aus  auf  diese  Axe  gefällten  Lothea, 
q  die  Lange  des  von  P  aus  auf  die  Linie  y  =  0  gefällten  Lothes. 
Zu  Grunde  gelegt  wird  (und  dadurch  sind  für  uns  die  reehtwinkligen 
Coordinaten  deßnirt)  ein  Polardreieck  des  Fundamentalkegel  Schnittes, 
so  dass 

Q^^  -=  [x^  -{-y^  —  ik^jx^K 
Das  von  P  auf  die  Linie  x  ^0  gefällte  Loth  ist  die  Verbindungs- 
linie von  P  mit  dem  Pole  dieser  Linie  in  Bezug  auf  den  Fundamental- 
kegelschnitt  (dessen  Coordinaten  )/  =  0,  Xg  =  0  sind);  der  Fuss- 
punkt  des  Lothes  hat  also  die  Coordinaten  0  und  y,  und  seine 
Entfernung  von  F,  d.  i.  die  Strecke  p,  ergiobt  sich  aus  (9): 
(2Ö)  sin  -^    =  '^  ; 

ebenso  wird  q  und  die  Entfernung  r   des  Punktes  P  vom  Anfangs- 
punkte berechnet;  wir  fljiden: 

j-_  _     j/^"+V^     _ 


(25a)  sin    -^  =   -=:^^=:rr- 


y  Google 


Projcclivisübe  und  raeti'isohe  Gcomctrio,  481 

Es  besteht  hiernach  die  Identität 

(26)  (™  0  +  (™  -i)'  -  (sin  0  -  0 . 

Defluiren  wir  also  drei  Variable  |,  jj,  t  durch  die  Gieichuageii 

(27)  I  -  2ä  sm  A,     ,  -  2it  m  ^f-.,      g  =  cos  ^., 

SO  besteht  zwischen  ihnen  die  Relation 

(28)  r  +  i?^  — 47c^£«  =  -4F. 

Der  Vergleich  mit  (21)  lehrt  sofort,  daas  die  Grössm  |,  ^,  £  Mj'cAfe 
anderes  sind,  als  die  in  ihren  absoluten  Werthm.  gemäss  obiger  Fest- 
setmng  fmrtm  homogenen  Coordinafen  des  Punktes  P*). 

Zu  den  trigonometrtscJmt  Formeln  für  das  Dreteclc  (zunächst  daa 
rechtwinklige)  gelangen  wir  durch  unsere  frühere  Untersuchung  über 
die  Transformation  eines  Kegelschnittes  in  sich.  Ist  die  Gleichung 
des  letzteren  2Xj^X^  —  X/  =  0,  so  wird  eine  solche  Transformation 
durch  die  Formeln 

(29)  Hi=:tt-iXi,     E,  =  ffiXä,     E3  =  Xs 
dargestellt;    sie  repräsentirt  eine   Drehung    um   den   Punkt  Xj  ==  0, 
Xg  =  0,  wenn  die  beiden  fest  bleibenden  Punkte  des  Kegelschnittes 
imaginär  sind.    Um  dies  zum  Ausdrucke  zu  bringen  und  gleichzeitig 
den  Kegelschnitt  in  die  obige  Form  zu  trausformiren,  setzen  wir: 

Die  Formeln  (29)  nehmen  dann  folgende  Gestalt  an: 
2x^        („  +  «-i)^  +  i(«_«-ij^, 
^  2^==_^(„_^-i)g_|.(«_|.„-i)^. 

Der  Strahl  X^-^üX^  =  0  geht  in  den  Strahl  X^-\-eiX^  =  0 
über;  das  Quadrat  des  Parameters  a  ist  daher  gleich  dem  Doppel- 
verhältnisse, welches  irgend  ein  durch  den  Anfangspunkt  gehender 
Strahl  mit  dem  ihm  zugeordneten  Strahle  und  mit  den  beiden  vom 
Anfangspunkte  an  den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  gehenden  Tau- 
genten bildet**).    Es  ist  folglich  a^  ein  Maass  des   Winkels  95,  um 

*)  Diese  Coordinaten  legt  Killing  a.  a.  0.  zu  Grunde,  indem  er  sicL 
dabei  auf  die  von  Weierstrass  in  seinen  VorleBungen  gemachten  Angaben 
stütat.  Bei  g  und  ij  tritt  in  (37)  auf  den  rechten  Seiten  der  Factor  7;  binzu, 
damit  Bich  für  Ä  =  oo  die  gewöhnlicben  recbt winkligen  Coordinaten  J,  jj,  1 
ergeben.  Ans  (2G)  ergibt  sioli  für  7:  ^  00  der  Pythagoräiaclie  Lebrsat?.. 
**)  Vgl.  Bd.  I,  p.  199. 
ClebBcL,  ToilesnngEu.  II,  1.  Sl 
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welchen  ein  durch  dm  Anfangspunkt  gehender  Strahl  vermöge  der  in  (30) 
dargestellten  BotaUon  um  diesen  Änfang^anht  gedreht  wird;  und  aaeh 
(14)  können  wir 

ip  =  2i7(;'log(f 

setzen.  Führen  wir  noch  die  Abstände  p,  q  des  Punktes  P  (d.  i. 
X,  y)  von  den  Coordinatenaxen  nach  (25)  und  (25a)  ein  und  ebenso 
seine  Entfernungen  ro,  x  von  den  Axen  |  =  0,  ?)  =  0,  so  gelien 
wegen 


x^  +  t/  ■ 
die  Gleichungen  (30)  über  in 


-4F 


-  T 


-A¥ 


(31) 


BiQ  ^-  = 


(D.w.  Q> 

-  ^'"  äF  ^^"  2K-  +  ^"^  27? 


iU 


Nehmen  wir  insbesondere. 5  ==  0,  d.  h.  lassen  den  Punkt  P  auf 
die  X-Aso  rücken,  so  wird  p  gleich  dem  Abstände  dieses  Punktes 
vom  Anfangspunkte;  die  Elimination  TOn  jc  bez.  jt  führt  dann  zu  den 
Gleichungen 


welche  sich  auf  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Katheten  jr,  x 
und  der  Hypothenuse  p  be- 
ziehen,  während  91  den  der 
Kathete  x  g e gen (ib erliegen- 
den Winkel  bezeichnet  (?gl. 
Fig.  28).  Ziehen  wir  durch 
P  eine  iDeliebJge  Gerade, 
weiche  die  £- Ase  in  N  trifft 
und  dort  mit  ihr  den  Winkel 
^  bildet,  sei  ferner  mit  p' 
die  Entfernung  P-N  be- 
zeichnet, ao  haben  wir  ebenso 


also  durch  Elimination  von  k: 

p'       ■      p  ■      f        ■      ^ 

^^^  all  ■  ^^^  Wi  ~  ^'"  ¥/i'  '  ^'-^  W ' 

Dieses  Resultat  bezieht  sich  auf  die  Seiten  und  Winkel  des  beliebig 
gestalteten  Dreiecks  OPN.    Sind  daher  in  der  üblichen   Weise  a,  6,  c 
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die  Längen  der  Seiten  eines  Dreiedes  und  a,  ß,  y  die  Grössen  der  ihnen 
heg.  geymiiber  liegenden  Winkel,  so  folgt: 

(33)  »in  J^  :  sin  jIv  ■  Sil'  älS  =  «"  SF  ■  ™  !P  ■='»!¥  ■ 

Aus  diesem  Fundamental satze    (clejn  sogenannten  Sinussatze)   lassen 

sich  alle  anderen  Formeln  der  Trigonometrie  ahkiten. 

Zur  Aufstellung  des  zweiten  Hauptsatzes  (des  „Cosinussatscb"'') 
gehen  wir  auf  das  rechtwinklige  Dreieck  OPQ  (vgl.  Fig.  28)  zurück. 
Es  werde  mit  S  die  Länge  der  Seite  OQ  bezeichnet,  welche  in  der 
hyperbolischen  Geometrie  nicht  mit  %  identisch  ist*).  Nach  (9)  resp. 
(2öa)  haben  wir 


"'"•  H/j!       y  ^'  +  n^  —  ik^' 

also  folgt: 
(35) 

''•>'m-'""Ai'"ih' 

wobei  Q  dieselbe  Strecke  bezeichnet,  die  früher  p  genannt  wurde. 
Nehmen  wir  nun  ein  beliebiges  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  h,  c  und 
den  Winkeln  «,  ß,  y  als  gegeben  an,  und  werde  die  Grundlinie  c 
durch  die  Höhe  x  in  die  beiden  Theile  c'  und  c"  getheilt,  so  haben 
wir  nach  (35): 


'  Wi  -''=  Wi 
=  cos  -"-:-.  ( 


'">'■  ä  0"^  m '"'  L  +  ^''^  äi  ^"'  ikl) 

h  c      .  «      .       c      .      c" 

=  cos  TTj-.  cos  T-^.  ■+•  cos^-T".  SIE  ^  ,  sin  ■  ,-.■ 

Fcrnei'  lehren  die  Gleichungen  (34),  (25)  und  (32),  dass 

(■''^)  '■"■'  m  •'"  iU  =  «'■'  Mi  ~  ='°  2«  «"  w^ 

*)  Maa  kanu  auch  die  Grössen  m  und  d,  d.  h.  Ordinate  und  Abscisse,  als 
„Coordinaton"  dei  analytischen  Geometrie  benntaen;  bo  thut  es  Friachauf: 
Absolute  Geometrie  nachBolyai,  p.  60,  Leipzig  1872.  Mittelst  der  angegebenen 
I'ormeln  finilpt  man  datin  die  Gleichung  der  Geraden  «5-|-ÖJj  +  C  =  0m  der 
compliüitteren  Form 


2ha: 


,_-i.2U;t.ng^.  +  ceos^.= 


Koch    andere    GriSsaen    führt   Flyo    S^^-Marie    a.   a.   0,    fik    Coordiuaten 
(vgl.  oben  y.  472). 
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För  unseren  Fall  haben  wir   S  durch  c",  p  durch  &,  9  durch  «  zu 
Wir  finden  somit   die  folgende  zweite   wichtige  Formel*) 
a         .       n         .       l 
3fc'  '  ^"^  2ÄJ'  ^^"^  2fcj' 
Eine  dritte  Fundamentalformel  der  Trigonometrie  ergibt  sich  in 
folgender  Weise,     In  dem  eben  benutzten  Dreiecke  mit  der  Grund- 
linie c  und  der  Höhe  k  ist  nach  (35): 


Multipliciren  wir  beiderseits   mit  sin^  ^,    und  ersetzen    das  rechts 
entstehende  Produefc  durch  den  ihm  gleichen  Ausdruck 


s  ;rr-.  [COS  ^r;-  ~-  cos  r-,~  cos  -=-,1 , 


beachten  ferner,  dass  nach  (37)  die  hier  auftretende  Klammer  gleieh 

^■°  m  »'■  iu  ""'  sF 

gesetzt  werden  da.rfj  so  ergibt  sicli 

(39)  cos^|,-tang^  =  tang^, 

eine  Gleichung,  mittelst  welcher  bei  einem  rechtwinkligen  Dreiecke 
der  Cosinus  eines  Winkels  durch  die  Hypothenuse  und  die  anliegende 
Kathete  ausgedrückt  wird.  Berechnen  wir  ferner  nach  dem  Sinua- 
satze  den  Winkel  ß  durch  die  Seite  a  und  die  Höhe  x,  so  folgt: 

taagjf,  cos  i  tang^.  _  sin  ^, 

und  die  Anwendung  von  (38)  gibt  endlich  die  für  jedes  rechtwinklige 
Dreieck  anwendbare  Relation: 

(40)  togj|,.sm/jj  =  tag^,. 
Es  ist  ferner 

cos  ^-j  -  cos  Ig  COB  ^l-j  +  sin  |j^.  »in  i  cos  ^. , 
also  nach  (38): 

cos  ^  sin  ^  =  sin   f  cos-^- 

*)  Man   Lerne  kt     ofo  t     Ja       le    gewon  enen  Fonela  (le  seh       von 
Boljai   entwickelt  n)   m  t  decen  de     sjla    seien  Geometr  e    n   Uelj 

stäramuug  z  b  n^  a  d  wecn  man  u  Ä.  re  n  mag  n  ir  n  mmt  le  G  d 
hierfür  w    1    nte    1      B  li  nllimg  de    eil  pt  sehen  Geometie  hervo  i  «teu 
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Verweiuleii  wir  endlich  noch  die  Gleichungen 

"'215  ""  SS  -  «™  ftl  •     ™  äTi  -  ""  ffi  ''»  JS" 
SO  erhalten  wir  aus  (40): 

(41)  t.ngi(sm^.-t«ngj45COS5|,oosj«,)_tang^|,8m^. 

Dies  ist  die  gesucMe  dritte  fundamentale  Belation  zmsclum  dm  Seiten 
tmd  Winkeln  eines  DreiecliS.  Multipliciren  wir  beiderseits  mit  cos  ^., 
80  erscheint  sie  in  der  Form 

(42)  »n  jIj  CO.  i  -  cos  ^  sin  i  cos  ^ 


in  weicher  eine  gewisse  Analogie  mit  (37)  hervortritt.  Mittelst  des 
Sinussatzes  findet  man  hieraus: 

sm  r^TT  COS  ^-  =  sin  ;ry7  cos  ^  +  cos  57-^  cos  5T7  sin  -^  • 
th  ihl  2k  2/6      '  2/c»  26  2Ä 

Hierin  vertauschen  wir  Ö  mit  c  und  ^  mit  y,   multipliciren  die  neue 
Gleichung  mit  cos  ^rr-  i-rad  addircn  sie  zur  vorstehenden  Gleichung; 
nach  Division  mit  sin^p  ergiht  sich  dann: 
(43)  cos  ^  +  cos  jj,  cos  ^  -  sin  -J,  sin  jjr  oos  ^^ . 

Diese  Gleichung  steht  der  Gleichung  (37)  dualistisch  gegenüber;  sie 
wird  aus  ihr  bis  auf  eia  Vor/.eiehen  durch  Vertauschung  der  Winke! 
mit  den  Seiten  und  der  Grösse  V  mit  ih  gewonnen.  Dass  eine 
solche  Relation  (43)  bestehen  rausste,  war  nach  dem  Principe  der 
Dualität  vorauszusehen ;  da  aber  in  den  entsprechenden  Formeln  der 
analytischen  Geometrie  Quadratwurzeln  vorkommen,  war  eine  neue 
Ableitung  zur  Bestimmung  der  Vorzeichen  notbwendig*). 

In  entsprechender  Weise  kann  man  die  übrigen  Formeln  iu 
ihre  duahstischen  Gegenhilder  übertragen;  es  genügt  aber  in  dieser 
Beziehung  zu  bemerken,  dass  die  Üelationm  (33)  und  (41)  m  sich 
selbst  ^lalistisch  sind.     Bei   der   ersteren  ist  dieses  evident;  i'Ur  (41) 


*)  In  der  sphärischen  Trigonometrie  beweist  mün  die  ontsp  rech  enden 
Gleichungen  mitteist  des  sogenannten  „Polard reiccka",  was  für  uns  nic'nt  erlaubt 
ist.    Für  die  Ableitung  des  Textes  vgl.  Killing  a.  a.  0.  p.  11. 
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erkeniit  man  es,  indem   man  c  mit  a,   y  mit  a  vertauscht,   und  die 
Gleichung  in  der  Form  schreibt: 


(44)  tang  ^.  ("sin  ^  +  tang  - 


2ki)  '' 


Für  das  Folgende  ist  es  nützlicli,  noch  einige  Gleichungen  als 
Conseciueiizen  der  vorhergehenden  abzuleiten,  in  denen  die  halbe 
Summe  s  der  Seiten  und  die  halbe  Summe  6  der  Winkel  vorkommt. 
Berechnet  man  aus  (37)  die  Werthe  von  1  —  cos  ^p  und  1  -)-  cos  ^y, 
so  ergibt  sich: 


(46) 


cos''  r-;-/   =    ■ 


mid  ebenao  findet  man  aus  (43): 


(40) 


cos    --jr-  ==  - 


2k'  ■ 


•Hc" 


wori 
(47) 


Nach  (33)  bestehen  die  Identitäten 

ß_ 


"W" 


-.  sni  -r-  = 


3  7? 


(48) 


Bezeichnen  wir   den  gemeinsamen   Werth    der   ersten   drei  Producte 
mit  d,   denjenigen  der  anderen  drei  Producte  mit  S,   so  ist  hiernach 

(49)      «■i-jli-m.i^jii-'i",     <ism5|,™J,sm/j,_ä'. 

Aus  der  ersten  Gleiehung  (48)  erhalten  wir  mittelst  (37): 

'l'  —  sin'  A--  «""'st-,  ''"'i^  =  1  —  4"  —  B'  -  C=  +  2 ABC, 

wenn  zur  Abkiirznnsf  Ä  =  cos   ■,- ,  u.  s.  £,,  oder  weisen  (9); 


j  1    0  -B      i  Q,,  a„  fi„ 

(50)  d'=   \o    1     A     —  I  Q,.    a„    Q,. 

I  i'    /l    1  i  Q.,    Q„    Q,. 
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wobei  X  die   zu   a,  y  die  zu  }>,  s  die  zu  c   gegenribcrliegentlu  Ecke 
bezeichnet.     Nun  ist  sjuiboliacli 

=  -{aUJ{x%j£f  =  A{xyif, 

weun  jetzt  A  die  Determinante  H -\^ai^^a,^^a^^  unseres  Fuiidamentn,]- 
kegel Schnittes  bedeutet.     Es  wird  daher  auch 


(51) 


ä^^.^%y':i» '^  A{xyif . 


Ebenso  ergibt  sich,   wenn  mit  m,-,  Vi,  Wi  die  Coordinaten   dor  Seiten 
des  Dreiecks  bezeichuet  werden: 


l-cOB^-^,-eoB^ 


(52) 


0^^^  I  ^._:"_^"l™ 


2eos  -  ,-cos„y,  cos, 


wenn  0^«  =  -^  [aibiif  gesetzt  wird,  so  dass  die  Determinante  von 
0„„  gleich  dem  Quadrate  von  A  wird.  Um  auch  in  ä  und  S  die  Summe 
der  Seiten,  bez.  die  Summe  der  Winkel  einzuführen,  beachten  wir, 
dass  nach  (48): 

d?  =  4  sin^  -,-■  siu^  ft^  sin^  -, ,  cos^  -^ : 

hieraus  finden  wir  durch  Anwendung  von  (45); 

("531  <&  =  4 Min  TTT-  sin   „,  .    sin  -^^-^  ain  ■ ,,  .  , 

^     -'  2ftj  2fci  2^4  2Ä;i  ' 

und  iinalog: 

(54)  5^  =  —  4  cos  ^v,  cos  -^-w-  eos      ,,    cos  -^-p-, 


n  S^  mittelst  (45))  auf  S^  zurückgeführt  werden  kann.  Aus  der 
ten  Gleichung  (45)  und  den  beiden  ihr  analog  zu  bildenden 
chungen  finden  wir  ferner: 


„(s-'')„.Js-6)..;Js- 


cos   — ,:;  cos^  jy-.  c 


Dia  halbe  Summe  s  der  j 

(49),  (51)  imd  (52)  durch  die  folge 

der  Drmeclisseiteii  und  Dreieckseckm: 


berechnet  sich  daher  nach  (53), 
Je  Formel  aus  den   Coordinaten 
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W^)  ^"^    2/.i  =        -$--  '^'''    4F  '^■^^    4F  '^'^^    4?.' ' 

und  eiiispreubeiid  liabeii  wir: 

(56)  eos^  2F  =  -  ^  ^^^  äftT-  ^'^   ^i  '^"^   ^  ■ 

Weitere  UmformungeD  ergeben  sieh  durch  Coiubination  der  ersten 
Gleicliung  (45),  bez.  der  zweiten  Gleicbung  (46)  mit  den  Relationen 
(53),  (54)  und  (49).  Wir  finden  so  für  die  halbe  Summe  s  der  Sdten 
mtd  die  Jialbe  Summe  6  der   Winhel  die  Formeln*): 

[Oi)        cos   2/c' "'.j^g^^^,_«_^^^,    ^_^os^  J_'~ '^^^^cv^v'^'^' 

iki  ihi  iki 

wo  z.  B.  D^,j  =  Q^^  +  /fi^,,  Q„,  und 

(ÜS^        sin^   '-  = ^--        =  -  ^-*?-?^>^- 

3™    4^.-  sui    ^^-  sm    ^j., 

WO   z.  B.   A„„  =  1/*„„(1>„  —  (J>„,. 

In  den  Gleichungen  (48)  ist  der  Satz  ausgesprochen,  dass,  das 
Froduct  des  Sinus  der  mit  2i7s  äividirfm  Grundlinie  eines  Dreiecks  in 
den  Sinus  der  mgekörigen,  mit  2ih  dividirten  Höhe  ßir  alle  drei  Seilen 
des  Breiecks  denselben  Werth  hat.  Dieses  Resultat  kann  ohne  Yor- 
steheade  Betrachtungen  direct  auf  rein  algebraischem  Wege  ge- 
wonnen werden.  Es  seien  x,  y,  s  die  Ecken  des  Dreiects,  Wi  die 
Coordinaten  der  Linie  x-y,  %  der  Fusspunkt  der  zu  der  Grundlinie 
w  gehörigen  Höhe  li,  t  der  Pol  der  Linie  iv  in  Bezug  auf  den 
unendlich  fernen  Kegelschnitt  a.^^  ^^  &^^  ^c^^  ^^  Q.^j;  =  0.  Dann 
haben  wir 

5;  =  xSi  •\-  kti  =  xHi  +  kiahw^iaV);. 

Nun  ist  {xy^  ==  0;  also  das  Verhältuiss  x  :  l  bestimmt  sich  aus  dur 
Gleichung 

0  =  x{xyz)  +  }.iahtv){a^l,j  ~  l^a,j)^^x(xys)  +  l(a^l,j  —  ha^jf . 
Hieraus  ergibt  sich: 

pSf  ^  («ai&i,  ~  b^a^^Si —  (xyz)  ■  (ahw){ah)iCz. 
Also  wird: 

pQsj  =  QC^c^  =  («.!&-/  —  lixa^yc/  —  {xyd)(ahw)(abc)e, 

=  {ctxbjj —  hxa,^^c^ {s:ys){ahcf 

=  2Q„(n..Q„  -  fl|,)  -  2Aixydf, 
'■)  Audi  diesi;  finden  ihre  Analoga  iu  iluc  aptiiriscliea  Trigonometrie. 
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Nach  (9)  bestimmt  sich  die  Höhe  h  als  gegenseitige  Entfernung  der 
Punkte  0  und  §  durch  die  Gleichung 


Berechnet   man   ferner   die  Länge  ff  der  Grundlinie   als   gegenseitige 
Entfernung  der  Punkte  x  und  y,  so  ergibt  sich  das  Resultat; 

(59)  sin sm  ^^  =    ^—iJ..—.—  • 

Das   auf  der  linken  Seite   stehende  Product  hat  daher  in  der  That 
für  alle  drei  Grundlinien  einen  und  denselben  Werth*). 

Neben  die  Begriffe  des  Winkels  und  der  Entfernung  stellt  sich 
uns  in  der  Ebene  als  dritter  metrischer  Fundamentalbegriff  derjenige 
des  Flächminhalts  einer  gescJtlossmen  Figur.  Wir  führen  in  der 
Euclidiechen  Geometrie  die  zugehörige  Maassfunction  auf  diejenige 
der  Entfernung  zurück,  indem  wir  angeben,  wie  viele  Quadrate  von 
gegebener  Seitenlänge  sich  in  ein  gegebenes  Eläehenstück  so  legen 
lassen,  dass  sie  dasselbe  ganz  ausfüllen.  Da  nur  für  eine  beschränkte 
Klasse  von  Figuren  sich  ein  solches  Hineinlegen  von  Quadraten  wirk- 
lich ausführen  lässt,  so  wird  man  in  bekannter  Weise  dazu  geführt, 
die  Seiten  der  Quadrate  unendlich  Hein  werden  zu  lassen  und  dann 
den  Flächeninhalt  durch  ein  Doppelintegral  zu  berechnen.  Legt  man 
die  Seiten  der  unendlich  kleineu  Quadrate  alle  parallel  zu  den  beiden 
Coordinatenaxen,  so  wird  dieses  Integral  einfach  gleich  jjdxdy,  aus- 
gedehnt über  das  Innere  des  Plächenstückes ;  es  ist  eben  äxdy  der 
Inhalt  eines  unendlich  kleinen  Quadrats  mit  den  einander  gleichen 
Seiten  äx  und  dy,  und  das  Doppelintegral  gibt  den  Grenzwerth  der 
Summe  aller  dieser  Quadrate  an.  Wählt  man  andere  zu  einander  ortho- 
gonale Curvensysteme,  z.  B.  die  confocaleu  Ellipsen  und  Hyperbeln, 
80  wird  die  Ebene  durch  diese  ebenso  in  unendlich  kleine  Quadrate 
getheilt;   der  Inhalt  eines  solchen  Quadrats  ist  dsds',  wenn  (7s  und 

*)  Die  Gleichung  (59)  zeigt  eine  gewisse  Analogie  mit  der  Formel  fni  den 
Flächeninhalt  eines  Dreiecks  in  der  Euclidischen  Geometrie,  man  dail  aliei 
niclit  die  rechte  Seite  (wie  es  Stalil  in  dem  auf  p,  401  ervulmten  Autaaf/i 
thut)  als  Ausdruck  für  den  Sinua  des  Flächeninhalts  in  Änspiuch  nehmen  wi> 
aus  dem  Folgenden  hervorgeht;  vgl.  unten  Gleichang  (73). 
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ds'   die  Bogenel  ein  eilte  zweier   solcher  sich  ovthogoiial  echneiiJ  enden 

Cnrven  bedeuten,  uud  der  Flächeninhalt  F  daher: 

(60)  F  =  JJdsds', 

das  Doppelintogral  wieder  ausgedelint  Über  alle  Flächenelemente  dsds' 

im  Innern  des  gegebenen,  beliebig  begrenzten  Fiächenstückes. 

In  der  uicht-Euclidisclieii  Geometrie  bleibt  uns  nur  diese 
letztere  allgenaeioe  Definition  des  Fliieheniohalts.  Oonstruiren  wir 
uUmlich  auch  hier  alle  Linien,  welche  auf  emer  Coordinatenase  senk- 
recht stehen  und  ebenso  alle  Geraden,  welche  auf  einer  zu  ihr  recht- 
winkligen Axe  orthogonal  sind,  so  bildet  doch  nicht  irgend  eine  Ge- 
rade des  einen  Systems  mit  irgend  einer  Geraden  des  anderen  Systems 
einen  rechten  Wintel;  es  gibt  also  nicht  ein  zweifach  orthogonales 
System  von  Geraden,  durch  welches  die  Ebene  in  unendlich  kleine 
Quadrate  getheiit  werden  könnte.  Die  Existenz  von  orthogonalen, 
nicht  geradlinigen  Curvensystemen  ist  uns  bereits  bekannt;  alle  Kegel- 
schnitte, welche  die  gemeinsamen  Tangenten  eiuer  beliebigen  Curve 
zweiter  Klasse  und  dos  unendlich  fernen  Kegelschnittes  berühren, 
bilden  ein  zweifach  orthogonales  System  im  Sinne  der  nieht-Euclidi- 
sehen  Geometrie,  wie  unsere  früheren  Betrachtungen  über  „veraJl- 
gemeinerte"  elliptische  Coordinaten  lehren  (vgl.  p.  289  ff,).  Äia 
Flächeninhalt  eines  Fiächenstückes  definiren  wir  dm  Grenswerth  der 
Summe  aller  h-mnmlinig  begrenzten  Quadrate,  deren  Seiten  von  den 
Curven  eines  sweifach  otihogonalen  Systems  gebildet  tverden,  und  die  das 
Innere  des  Fläehenstücks  ausfüllen;  den  Flächeninhalt  eines  solchen 
Quadrats  aber  setzen  wir  gleich  dem  Produete  seiner  Seitenlänge,  so  dass 
die  Gleichung  (60)  ßr  tms  gültig  bleibt.  Dass  der  Werth  des  ent- 
stehenden Doppelintegrales,  falls  letzteres  überhaupt  einen  Sinn  hat, 
unabhängig  davon  ist,  welches  orthogonale  Curvensjstem  man  der 
Berechnung  zu  Grunde  legt,  lehrt  die  Theorie  der  bestimmten  Inte- 
grale*). 

Das  einfachste  System  der  verlangten  Art  wird  gebildet  von 
den  um  einen  Punkt  beschriebenen  Kreisen  und  den  durch  den  Punkt 
gehenden  Strahlen,  also  geliefert  durch  das  System  der  Polarcoordi- 
naten  r,  (p,  welche  mit  unseren  früheren  rechtwinkligen  Coordinaten 
(27)  zusammenhängen.  Dabei  ist  r  die  Länge  der  Verbindungslinie 
des  Punktes  r,  90  mit  dem  Anfangspunkte  und  95  der  Winiiel  dieser 
Verbindungslinie  gegen  die  Axc  jj  =  0.    Nach  (27)  und  (32)  haben 


*)   Vgl.   K.  B.   Thomap,    Einleitung  in   Jie  Theorie   der   bostimmten  Inte- 
e,  Hallo  1875,  p.  33. 
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wobei    die  Identitilt  (28)    erfüllt  bleibt.     Für    das  B o gen el erneut  ds 
finden  wir  hifiraiis; 

iU^  =-■  d^'  -[-  dtf  —  ilc^d^^ 

(62)  ,  ,        '^^■,»■73 
=  dr"  —  p-j  siu^  gT-.  dg>^ . 

Auf    einem    Kreise    haben    wir    är  ^  0,    auf    eijiom    iladiiiaveclor 
d(p  =  0  KU  iielunen;  also  geht  (60)  über  in 

(63)  F  =  )pJJ  si"  ^  ^^^  '■^'P  • 

Unmittelbar  ergibt  sicli  hieraus  der  Flächeniiilialt  eines  Kreises 
mit  dem  Radius  R;  derselbe  ist  nämlich  gleich 

(64)  'ItJärJ  sin  ^.dr  -^-^  (cos  ^Ij-  ly-') 

Um  den  Inhalt  eines  Dreiecks  zn  berechnen,  dessen  Seiten  mit 
o,  h,  c,  dessen  Winkel  mit  a,  ß,  y  bezeichnet  seien,  legen  wir  die 
Seite  c  desselben  in  die  Axe  tj  =  0,  und  zwar  so,  dass  ihr  Schnitt- 
punkt mit  a  in  den  Anfangspunkt  fällt.  Die  dritte  Seite  (/;)  des  Drei- 
ecks werde  ihrer  Lage  nach  durch  die  Gleichung 

(65)  «i  +  ..,  +  5  _  0 

in  den  durch  (61)  definh'ten  Coordinaten  dargestellt;  dann  gibt  (63): 


F=^~ridipCdt, 
wobei  nach  (61)  und  (05): 

Wir  liitben  sonach  zunächst: 

(66)  F^^;-(^J'zd<p-ßj. 


*)  Ffli-  das  Problem   der  Quadratai-   des  Kreises  gilt  also  cim  aualogo  Bc- 
erkung,  wie  sie  oben  bei  der  Ucctiflcatioit  gemacht  wurde  (p.  475  f.), 
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Um  Z  iiiHjli  rp  zu  iiitegriren,  setzen  wir 

m      ,         ■      f  -,/'T~'\ — ä    ■     ip  +  ™ 

u cos  ^  -f- 1)  sm  -p  =  y«^  -|-  V  sin       ., 


fZf/g)  =  ±i^*V^V'M'  + 


(67)  .,„  +  ., 

Das  hier  zunächst  unbestimmt  gelassene  Vorzeichen  ist  jetzt  so  zu 
wählen,  claaa  die  Elemente  des  Integrals  aämnitlieh  positiv  werden. 
Wir  setzen  in  (65)  die  Wertlie  (61)  ein  und  finden  für  t;  =  0  (d.  h. 
9^0  und  r  =  c): 

'2?ciu  =  —  cotang  ^. , 
ebenso  für  g;  =  /3,  r  =  a: 

2U  (ii  cos  äf^  +  «  sin  ^A  =  —  cotang  ^, , 
also  unter  Benutzung  von  (42): 
2A^ vsin  X  ein  ~.  sin -I;  =  sin -^.  cos  i^  cos -^7  —  cos -f-.  sin -|-. 


und  durch  Einsetzen  dieser  Werthe: 
.?  +  « 


2/«-  yu^  +  v^  cos  '^-"t^  =  2U  (v  cos  ^  -  «  sin  ^) 


2fci  2fc' 
Bezeichnen  wir  nun  mit  q  die  Länge  des  unter  dem  Winkel  90  gegen 
die  Äxe  ij  =  0  nach  einem  Punkte  der  Linie  (6Ö)  vom  Anfangs- 
punkte aus  gezogenen  Radiusvectors  und  mit  Tp  den  Winkel  dieses 
Radiusvectors  mit  der  Linie  (05),  und  zwar  denjenigen  Winkel,  welcher 
in  dem  Dreiecke  mit  den  Seiten  p,  c  und  dem  Winkel  9  der  Seite  c 
gegenüber  liegt,   so  ist   der  Zähler   des  letzten  Ausdrucks  nach  (43) 

gleich  cos  0^;  also: 
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cos   -T7  totllHH-  — V^ 

(68)  v',.  +  .^„„.^  =  — -^-^- 

Ebenso  finden  wir: 

2,.iyiF+V  Bin  ^+,5  _2Ji  („i.  i,  +  „cos  ,i|,) 

=  __  ^'"  äF  '^"^  2F  '^  ""^  aF  ^'"  är  '^' 


und  hieraus: 


(70)  +  yi  ~  4P(-^  +  »')  sin"  ^  -  (»»  sli)    '■ 

Das  Einsetzen  der  Wertlie  (69)  und  (70)  in  (G7)  lelirt,  dass  d; 
untere  Vorzeichen  zu  wählen  ist.  Die  unljestimnite  Ausführung  di 
auf  die  Variable  t  transformirten  Integrals  ergibt  dann: 

Jziicp— -i/i'log  [sS" («"  +  <,')  sin!' t+^"  —  l  _  4JS („1  _(.  „8) 


+  iiy«'  +  V'  cos  ?!i^  yi-U'iu'  +  .■)sin>  ^] 

—  ~h'  -ili'log  h/l  -«'(«■  +  o")  sin'  ^i^ 

-2Sl/iM^cos»+^]'. 

Führen  wir  auch  liier  die  Grössen  ip  und  p  mittelst  (68)  und  (70) 
ein  und  berechnen  den  reellen  und  imaginären  Theil  des  Logarith- 
mus einzeln,  so  folgt  weiter: 

^  j'zä<p  =  —  1  +  ilog  Tsin  ^  sin  -^,^  +  Sarctang  ("eotang  ^\ 

=  -l+.-l.g(einisinA)  +  «-J. 

Für  die  obere  Grenze  qi  =  ß  ist  9  =  «,  if"  =  y,  und  für  tp  =  0  ist 
^  =  c,  ^  ^  2h' Jt  —  a;  ferner  haben  wir  nach  dem  Sinussatze: 

»■"  Wi ""  w  -  ™"  m '"'  ÜF  -  "°  Hi  ""  TF""  i 

also  wird  allgemein: 


ifz. 
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Nehmen  wir  die  obere  Grenze  endlich  gleich  ß,  so  gibt  uns  (66) 
den  Flächminhali  eines  Dreiecks  mit  den  Winkeln  a,  ß,  y  in  der  Form: 

(71)  F=«.(«-^tf+l). 

Da  der  Flächeninhalt  nolhwendig  durch  eine  positive  Zahl  geraessen 
wird,  so  folgt  hieraus  das  wichtige  Resultat: 

In  der  hyperbolischen  Geometrie  ist  die  Summe  der  Winliel  eines 
geradlinigen  Dreiecks  kleiner  als  Bwei  Hechte  {d.  h.  kleiner  als  2ff/c'); 
diese  Summe  nimmt  ob  hei  wachsendetn  Flächeninhalte*). 

Ea  ist  jetzt  leicht,  F  als  Function  der  Coordinaten  der  Ecken 
des  Dreiecks  zu  bereclinen;   die  Gleichung  (57)  ergibt  uumittelbiir: 

(72)  F=  8}c^8.rcsm^^MM£^^-  =  8F  arcsi« ~ 

^y^^y^,ji^=^  4eo3— -C03--     cos  -'^- 

iki         'ijci         iki 

Nach  (48)  haben  wir  ferner 

F  =  8  k^  aresin  i    -    -  -  am  ^r-'  »'"  tt 

Lassen  wir  nun  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  unendlich  klein  werden 
und  bezeichnen  mit  ds,  ds'  die  unendlich  kleinen  Längen  a,  h,  so 
finden  wir  das  Flächen  dement  mit  den  Seiten  ds,  äs'  und  dem  ein- 
gescliloasenon  Winkel  y  gleich 

eine  Formöl,  welche  uns  die  Berechnuug  von  Flächeninhalten  aus- 
zuführen lehrt,  wenn  nicht-orthogonale  Curvensysteme  benutzt  werden, 
und  welche  mit  der  entsprechenden  in  der  Euelidischen  Geometrie 
übereinstimmt. 

V.  Die  metrischen  Grundbegriffe  für  die  hyperbolische  Geometrie 
des  Raumes. 

Wenn  wir  nunmehr  zur  Geometrie  des  Raumes  in  unseren  Unter- 
suchungen zurückkehren,  so  brauchen  wir  nicht  alle  Aufgaben  mit 
gleicher  Ausführlichkeit  wie  in  der  Ebene  za  behandeln,  da  sich 
manche  Ueberlegungen  nach  leicht  ersichtlichen  Analogien  auf  den 
Raum  ausdehnen  lassen.  Nur  wo  die  gerade  Linie  und  deren  Coor- 
dinaten in  Betracht  kommen,  haben  wir  wesentlich  neue  Ansätze  zu 
machen.     Die  homogenen  Coordinaten  sind  schon  früher  unabhängig 


*)  Vgl.  Lobatchoffsky,  Bolyai,  Gauss,  Eiemann,  a.  a.  0. 
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von   metrisülien  Begriffen   eingeführt  worden  (p.  458  f.)   und   können 
daher  unbedenklich  benutzt  werden. 

Neu  präcisiren  müaaen  wir  den  Begriff  der  Bewegungen  im 
ßaume.  Unfe)'  einer  Bewegung  verstehen  wir  eine  Tremsformation,  ver- 
möge deren  jeder  Pwiki  des  Raumes  wiederum  in  einen  Punki  des 
Baumes,  jede  Ebene  wiederum  in  eine  Ebene,  und  ewar  eine  beliebige 
Ebme  in  jede  andere  Ebene  übergeführt  werden  Icann.  Hiermit  ist  die 
betreffende  Transformation  ala  eine  lineai'e  ganz  so  charakterisirt, 
wie  dies  fi5r  eine  Variable  weniger  in  der  Ebene  geschah  (p.  468); 
um  aber  die  Bewegungen  aus  der  Geaammtheit  der  Collineationeu 
auszuscheiden,  betrachten  wir  wieder  die  unendhch  fernen  Punkte. 
Jeder  solche  Punkt  muas  wieder  in  einen  unendlich  fernen  Punkt 
übergehen;  in  jeder  Ebene  bilden  diese  Punkte  einen  Kegelschnitt 
(d.  h,  genügen  einer  homogenen  Gleichung  zweiter  Ordnung  zwischen 
den  Coordinaten);  die  von  ihnen  erfüllte  zweifach  unendliche  Mannig- 
faltigkeit muss  daher  im  Räume  auch  durch  eine  Gleichung  zweiter 
Ordnung  dargestellt  werden,  und  zwar  durch  eine  solche  mit  nicht 
verschwindender  Determinante,  denn  andernfalls  würden  die  durch 
die  Spitze  des  unendlich  fernen  Kegels  gehenden  Ebenen  nicht  mit 
einer  beliebigen  anderen  Ebene  zur  Deckung  gebracht  werden  können. 
Es  fragt  sich  jetzt  nur  noch,  ob  die  unendlich  ferne  Fläche  eine  ge- 
radlinige ist  oder  nicht,  denn  alle  anderen  Besonderheiten  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  in  der  Euclidiaehen  Geometrie  sind  metrischer 
Natur,  d.  h.  beruhen  auf  Beziehungen  zur  unendlich  fernen  Ebene, 
bez.  zum  imaginären  Kugelkreise.  Gäbe  es  aber  auf  der  Fläche  eine 
geiade  Linie,  so  wuiden  m  jedei  duich  dieselbe  hindurchgehenden 
Ebene  die  unendlich  feinen  Punkte  em  Linienpaai  eifullen,  und  eine 
b  Ichc  Ebene  wuide  nicht  mit  einer  beliebigen  Ebene  duich  Be 
wegung  zur  Deckung  ^ebiacht  weiden  können'*)     Die  tint,ndhch  fanen 


*)  Auch  mittelst  dei  Annahme  dias  die  1  uadimontalfläclie  leelle  ^Jer^de 
Itdsitze  liBst  Bioh  nituiliüli  eine  in  siL.h  conseiiueöte  GeortiPtriG  aif bauen  doch 
nu  s«te  man  dann  die  Aanahme  aufgeben  dass  eme  jede  Fbpae  durch  Diehiin^ 
um  eme  in  ihi  liegoade  Gerade  nut  sich  selbst  zur  Deoiuig  gebracht  weiden 
Itdine  Et  wilde  ferner  zu  unterscheiden  sein  Kwiachen  soklien  Geraden,  welche 
die  FUche  in  awei  leelleo  nnd  'olchfn  welche  sie  m  zwei  imigmlien  Punkten 
tieifen  Eine  Gerade  der  ersten  Alt  wuide  nie  mit  einer  Geraden  dei  zweiten 
Art  durch  Bewegung  zur  Deokung  gebracht  werden  können  Jede  Gerade  dei 
ersten  Ait  tchickt  auch  zwei  reelle  Tangenten  ebenen  an  die  FHche  und  die'ie 
Ebenen  wurden  mit  jeder  andeien  Ebene  desselbea  Bischels  einen  unendhch 
grossen  Winie!  bilden  Mittelst  der  Metlieden  dei  piojectiTiichen  Ge  u  eli  e 
s  nd  weitere  Sitae  dei  Alt  IPicht  i\  zuleiten  Vgl  Klein  Mith  Annilen  bd  ( 
r    127f   und  Pomcaie,  a   ■»   0 
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PunUe  erfällm  sonach  eine  reelle  nicht  geradlinige  Fläche  zweiter  Ord- 
nung; und  die  Bewegungen  werden  durch  diejenigen  linearen  Trans- 
formationen des  Baumes  geg^en,  welche  diese  Fläche  in  sich  überführen. 
Sei  Q.XX  =  0  "äie  Gleichung  derselben  in  den  vier  homogenen  Coovdi- 
nateri  Xi,  so  iab  offenbar  die  Entfernung  )■  zweier  Punkte  x  und  y 
durch  die  Gleichung  (7)  oder  (9),  p.  470,  das  Bogenelement  ds  durch 
(10)  gegeben,  wenn  wir  jetzt  überall  unter  S^i  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  von  vier  Yariabeln,  unter  Q^y  die  zugehörige  Polarea- 
bildung  verstehen;  in  (8)  haben  wir  die  Gleichung  der  Kugel  vor  uns. 

Durch  unsere  froheren  Untersuchungen  über  die  Transformation 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  sich  (p.  356  ff.)  sind  uns  alle  mög- 
liehen Arten  von  Bewegungen  bekannt;  auszuscheiden  haben  wir  nur 
diejenigen  Fälle,  in  denen  mit  einem  imaginären  Elemente  nicht 
gleichzeitig  das  conjugirt  imaginäre  fest  bleiben  kanu.  Da  ferner 
alle  Bewegungen  eine  Gruppe  bilden  sollen,  so  kommen  nur  die 
eigentlichen  Transformationen  in  Betracht*).  Es  bleiben  dann  fol- 
gende Fälle: 

1)  Nr.  1,  p.  361,  die  allgemeinste  Art  der  Ortsveränderung.  Alle 
Punkte  bewegen  sieh  auf  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  die  un- 
endlich ferue  Fläche  in  zwei  Paaren  einander  conjugirt  imaginärer 
Erzeugenden  sehneiden,  d.  h.  in  zwei  reellen  Punkten  berühren.  Um 
reelle  Variable  einzuführen,  setzen  wir  in  den  früheren  Gleichungen 

X^  =  x^  —  2hXi,     Xg^Xj  — «X;     A  +  4  =  U  —  ^)e"S 
und  erhalten  dadurch  die  Gleichung   der  unendlich  fernen  Fläche  in 
der  Form 

(1)  a;^'  -\-  x^  +  x,J  —  A:¥x^  =  0, 

die  Bewegung  dargestellt  durch  die  Gleichungen: 

x^  =       §2^080;  -|-  Ijsina,  x^  =  ^jCOs  -r  -f-  27c«^4sin  -.-, 

(^)  «  1 

x^=  ~  lasina  +  I5COS«,     ^hx^  ^i|i  sin  -r-  -f-  2Ä:|4Cos  -^  , 

Nun  findet  man  e"  als  Ausdruck  für  das  Doppelverhältniss,  welches 
zwei  einander  entsprechende  Punkte  der  festen  Axe  a^^  =  0,  iCj  ^  0 
und  die  Sehuittputikte  dieser  Axe  mit  der  unendlich  fernen  Fläche 
bestimmen;   daher  ist  a  gleich  der  mit  21{,  multiplicirten  Entfernung 


*)  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  uneigevtUchen  Transformationen  don 
Spiegelungen  der  EuclidiBChen  Geometrie  in  gleicherweise  anr  Seite  stehen, 
wie  die  oigentliciien  den  Bewegungen. 
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dieser  beiden  Punkte  von  einander.  Ebenso  ergibt  sieb  das  von 
zwei  einander  angeordneten  Ebenen  des  Büschels  x^  +  ^^3  =  0  nnd 
von  den  beiden  an  dio  Fläche  (1)  durch  die  Büscbelaxe  zu  legenden 
Ebenen  beatimnite  DoppelverhUltuiss  gleich  e"^.  In  Analogie  mit  den 
Festsetzungen  für  die  ebene  Geometrie  wollen  wir  mm  dm  mit  ih' 
mtdiiplicirten  Logarithmus  dieses  Doj^lverMUnisses  wieder  als  Winhel 
der  Tmdm  Ebenm  definirm,  so  dass  dieser  Winkel  dnrch  Gleichung 
(14),  p.  474  dargestellt  wird,  wenn  Y««  =  0  die  Gleichung  der  un- 
endlich fernen  Fläche  in  Ebeneneoordinaten  bedentet.  Wir  können 
dann  sagen,  dass  die  Bewegung  aus  einer  Verschiebung  längs  einer 
gewissen  Äxe  um  die  Grösse  2ka  und  in  einer  gleichzeitigen  Drehung 
von  der  Grosse  2k'a  um  dieselbe  Axe  besteht,  dass  es  sich  also  um 
eine  Scliraid)efiJ>eivegung  handelt.  Wir  können  uns  die  Ueberführung 
der  Punkte  aus  einer  Lage  in  die  andere  durch  suceessive  unendlich 
kleine  Schraubenbewcgungen  bewerkstelligt  denken;  und  dabei  hat 
sich  jeder  Punkt  auf  einer  Curve  zu  bewegen,  deren  Punkte  sieb 
nach  den  Gleichungen  (65),  p.  318  vermöge  unserer  Substitution 
mittelst  der  Formeln 

«2=      y^  cos  na  -{-y^sianK,  Xi  '^ /i  cos^-  -|-  275*^4  sin  -;-, 

(3)  L 

%  =  —  Y^j  s'mna  +  fs  cos  na,      ^hx^  =  iy^  sin  -v-  +  S/cy^  cos  -^ 

durch  einen  Parameter  n  ausdrücken  lassen.  Die  yi  sind  hier  die 
Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes,  durch  den  die  Curye  (für 
K  =  0,  (S  =  0)  hindurchgehen  soll. 

Die  eingeführte  Definition  des  Winkels  ist  unmittelbar  nur  auf 
sieh  schneidende  Ebenen  anwendbar,  insofern  man  durch  den  Winkel 
die  Grosse  einer  Drehung  messen  will;  die  analytische  Formel  bleibt 
aber  auch  für  sich  nicht  schneidende  Ebenen  anwendbar.  Führen 
wir  auch  im  Räume  den  BegrifE  der  idealen  Punkte,  Ebenen  und  Ge- 
raden ein  (p.  471  f.),  so  gehört  die  Schnittlinie  zweier  sich  in  Wirk- 
lichkeit nicht  schneidenden  Ebenen  zu  den  idealen  Geraden,  und  ihr 
Winkel  wird  bestimmt  durch  das  Doppclverhältniss,  welches  sie  zu- 
sammen mit  den  beiden  durch  ihre  ideale  Schnittlinie  gehenden 
(ebenfalls  idealen)  Tangentialebenen  der  unendlich  fernen  Fläche 
bilden.  Ist  die  ideale  SchniUlinie  insbesondere  eine  Tangente  dieser 
Fläche,  so  wird  der  WinJcel  der  Ebenen  gleich  Null  Der  Winkd  isi 
dagegen  ein  rechter,  wenn  die  beiden  Ebenen  einander  in  Bemtg  auf 
die  Fläche  (1)  conjugirt  sind. 

Das  zur  Messung  des  Winkels  dienende  Doppelverhältuiss  ist 
offenbar  gleich   dem  Doppelverhältnisse  der  vier  Strahlen,  in  denen 
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die  vier  Ebenen  von  irgend  einer  Ebene  geschnitten  werdenj  welche 
die  conjugirte  Polare  der  gemeinsamen  Schnittlinie  jener  vier  Ebenen 
enthält;  der  Winkel  ztceier  Ebenen  ist  daher  gleich  dem  Winhel  gwder 
geraden  Linien,  in  denen  diese  Ebenen  von  irgend  einer  d/ntten  zu  beiden 
senh'eckten  Ebene  geschnUkn  werden,  vorausgesetzt  natätlich,  dass  zur 
Definition  des  Ebenen-  und  des  Geraden -Wink  eis  dieselbe  Constante 
¥  benutzt  wird.  Das  Doppelverhältnias  der  vier  Ebenen  iafc  auch 
gleich  dem  Doppelverhältnisse  ihrer  vier  Schnittpunkte  mit  der  con- 
jugirten  Polare  ihrer  gemeinsamen  Axe,  von  denen  zwei  (als  Be- 
rührungspunkte zweier  Ebenen)  auf  der  unendlich  fernen  Fläche 
liegen.  Ist  also  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  ideal  und  nicht  eine 
Tangente  der  Fläche,  so  haben  beide  Ebenen  eine  gemeinschaftliche 
Normale,  und  die  Länge  dieser  Normale  (Entfernung  ihrer  beiden 
FusspunMe  von  einander)  dient  zur  Charakterisirung  der  gegensei- 
tigen Lage  beider  Ebenen;  ist  diese  Länge  gleich  l  und  bezeichnet 
g>  die  gegenseitige  Neigung  der  sich  nicht  schneidenden  Ebenen,  so 
haben  wir  nämlieh- 

y  =  ^^.  =  log  K, 

wo  ft  dis  betreffende  Doppelverhältnisa  bezeichnet.  Diese  Formel 
zeigt,  dass  dte  Neigmig  stteier  sich  nickt  schneidenden  Ebenen  noik- 
u  ndiq  eine  rein  wtagnia/te  Zahl  ist.  Letzteres  wird  in  der  That 
daduich  bedingt  dass  die  beiden  benutzten  Tangentialebenen  der  un- 
endlich feinen  Flache  reell  sind,  während  sie  bei  zwei  sich  schnei- 
denden Ebenen  imaginär  waren. 

Wir  hatten  jetzt  noch  die  Neigung  einer  geraden  Linie  gegen 
eme  Ebene  und  die  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Geraden  zu 
bestimmen;  beide  Aufgaben  werden  sich  von  selbst  erledigen,  wenn 
wir  weiterhin  die  Frage  nach  der  kürzesten  Entfernung  zweier  Ge- 
raden von  einander  ins  Auge  fassen. 

2)  Nr.  3,  p  363  Im  vongen  Falle  ist  ß  =  0;  die  Bewegung 
besteht  also  in  einer  Itotation  um  die  Axe  x^  =  0,  x^=^  0. 

3)  Nr.  3,  p  3G3  Im  ersten  Falle  ist  k  =  0;  die  Bewegung  be- 
stellt in  einei  YuiicJii^ung  längs  der  Axe  x^  =  0,  x^  =  ,0;  dieselbe 
ist  äquivalent  mit  emei  Eotation  um  die  ideale  Axe  3^^  =  0,  a:^  <=  0, 

4)  Nr.  4,  p,  363,  Die  ideale  Axe  der  Botation  ist  eine  Tangente 
der  unendlich  fernen  Fläche,  Wird  die  Gleichung  dieser  Fläche  in 
der  Form 

(4)  X,X^ -{- X.,X,  ^  0 

vorausgesetzt,  so  lautete  die  Transformation: 
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^^  X,  =  Ea  -  A5,,  Z3  =  Hj  —  AH, . 

Hierin  setzen  wir: 

Xj  =  «1  +  2hXif     Zg  =  ir^  +  ixg , 

X^  =  Äi  —  2/C.K4,     Xg  ^  a;^  —  ■ia;g ; 
dann  gellt  (4)  wieder  in  (1)  über,  und  es  wird  eine  reelle  Bewegung 
durch  die  Gleichimgen 

2x^  ==  (3  -  A«)  Si  +  2Ag,  +  2Z;A« |, , 

(7)  a:,  =       ~  Agi     +  la       .+  2/eA|„     x^  =  ^^, 
Ux,^      —  A^gi   +2A|,  +  2^(2  +  A0^i 

dargestellt.  Daher  bleibt  jeder  Punkt  der  idealen  Axe  %  =  0, 
3;^  —  2Äa:,^0  fest,  und  jede  Ebene  des  Büschels  a^j  +  ^C^i  —  ^^x^^^O 
wird  in  sich  übergeführt.  Jeder  Puukfc  bewegt  sieh  daher  auf  einem 
Kegelschnitte,  der  die  Axe  des  erwähnten  Büschels  im  unendlich  fernen 
Punkte  X2  =  0,  x^  ^  0,  x^  —  ^Icx^  =  0  berührt.  Jeder  solche  Kegel- 
schnitt geht  mit  dem  unendlich  fernen  Kegelschnitte  seiner  Ebene 
daselbst  eine  Berührung  dritter  Ordnung  ein,  ist  also  eine  Grmscurve; 
es  wird  nämlich  auch  jede  Fläche  des  Büschels 

(8)  3;/  +  a:/  +  A3'  ~  ilc^xj'  +  ii(x^  —  ^IxJ'  =  0 

in  sich  übergeführt,  und  alle  diese  Flächen  berühren  sich  längs  der 
beiden  imaginären  unendlich  fernen  Geraden,  in  denen  die  Ebene 
fljj  —  21cx^  =  0  von  den  Ebenen  x^  +  ix^  ==  0  geschnitten  wird. 
Eine  Fläche,  welche  die  unendlich  ferne  Fläche  so  in  zwei  je  doppelt 
zählenden  Erzeugenden  schneidet,  nennen  wir  eine  Grensftäche;  sie 
entsteht  aus  der  Kugelfläche,  d.  h.  aus  einer  Fläche,  welche  die  un- 
endlich ferne  Flache  längs  eines  Kegelschnittes  berührt,  wenn  der 
Mittelpuntt  der  Kugel  auf  die  unendlich  ferne  Fläche  rückt,  und 
somit  der  Berührungske  gel  schnitt  in  ein  Linienpaar  ausartet.  Die 
Gleichung  der  Kugel  ist  wieder  durch  (8),  p,  470  gegeben,  wenn  dort 
fij,^  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  unendlich  fernen  Fläche  be- 
deutet. Da  alle  Grenzflächen  der  Schaar  (8)  durch  unsere  Bewegung 
in  sich  übergehen,  so  haben  die  Punkte  jeder  Fläche  von  irgend 
einer  anderen  Fläche  der  Schaar  constanten  Abstand.  In  der  That, 
es  sei  X  ein  Punkt  der  Fläche  (8),  geschrieben  in  den  ursprüng- 
lichen Ooordinaten  X,-,  d.  h.  der  Fläche 

X,Xi+X,X3  +  (iZ/  =  0, 
und  es  sei  Y  ein  Punkt  der  entsprechenden  Fläche  mit  dem  Parameter 
ft',  so  ergibt  sich  ihre  Entfernung  S  aus  der  Gleichung 
_S_  ^  X,  Y,  +  X,Y,  +  X,  r,  4-  ^«  Y, 

32* 
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Steht  nun  die  Verbindmigalime  X-  Y  senkrecht  auf  beiden  Flächen, 
d.  h.  geht  sie  durch  den  Punkt  X,  =  0,  Xg  =  0,  X^  =  0,  so  ist 

und  mit  Hülfe  der  Gleichung  der  zweiten  Fläche  finden  wir 


also  in  der  That  S  nur  abhängig  von  (i  und  ii'. 

Von  Interesse  ist  es,  <äie  Oeometrie  auf  einer  Grmsßäche  noch 
näher  zu  verfolgen.  Zunächst  berechnen  wir  die  Länge  des  Bogens, 
welchen  der  Punkt  X  bei  der  Bewegung  (5)  beschreibt.  Das  Bogen- 
element  ergibt  sich  durch  Betrachtung  einer  unendlich  kleinen  Be- 
wegung, welche  durch  die  Formeln 

dX^^dMX^-\'X;)—2KähX^,     äX^^Q, 
dX,  =  ~  dAX^,  dX,  =  —  dAX, 

gegeben  wird.     Das  Linienelemcnt  ist  dann  nach  (10),  p.  471: 
ds  ^  dA 

27c     yv ' 

wenn  der  Bogen  auf  der  Grenzfläche  mit  dem  Parameter  ji  gemessen 
wird.  Den  Punkt  X  führen  wir  mittelst  einer  zweiten  Bewegung 
in   Y  über,  wobei 

r.  =  Z,  +  iM(X.  —  X.)  -  M'X.,     Y,  =  X,, 

^ -^  r^  =  x, -i-iMX^,  r^  =  x^  —  mx^. 

Obgleich  hier  die  imaginäre  Einheit  i  eingeht,  haben  wir  doch  eine 
reelle  Bewegung,  denn  mittelst  (6)  ergibt  sich  die  entsprechende 
reelle  Transformation 

2yj    =(2  — M')«,  —  SMa^ä  +  S/cM^«^, 
Vi    =«:,,  i/3  =  — Ma;, +  a;3  +  2^M:c^, 

47£)/, W-x^  —  SMa^s  +  2^(2  +  W)x^. 

Bei  dieser  Bewegung  bleibt  jeder  Punkt  der  idealen  Axe  Xg  =  0 , 
x^  —  2Jta;4  =  0  fest,  sie  geschieht  also  senkrecht  zu  der  Bewegung  (7): 
Alle  Grenzcurven,  welche  bei  der  neuen  Bewegung  in  sich  übergehen, 
werden  rechtwinklig  geschnitten  von  allen  Grenzcurveu,  die  in  gleicher 
Beziehung  zu  der  früheren  Bewegung  stehen.  Die  Zusammensetzung 
beider  Bewegungen  fuhrt  zu  den  Formeln: 

Fl  =  =1  +  (A  +  iM)E2  +  (A  — iM)H3  -  (A^  +  M^)H^, 
(10)       Y^  =  Ha  —  (A  —  iM)£^, 

r3  =  E3-(A  +  iM)=„    r,  =  £,. 
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Netmen  wir  A  und  M  gleichzeitig  unendlich  klein,  so  geht  Y  iu 
H  +  t^H  öher,  und  ee  wird 

«?=i  =  (^A  +  idM)Z^  +  (iiA  —  •(f/M)Ha  —  2(M(iM  +  Af/A)H,,, 

(^=2 (t^A  — idM)54, 

dB.;, (<?A  +  »(?M)H^,     i^E^  =  0. 

För  die  Entfernung  äs  der  beiden  unendlich  benaelibarten  Punlite 
auf  der  Fläche  (8)  gewinnen  wir  jetzt  die  Gleichung 

*■     ■*  1/'  ~  ]i         ■ 

Düb  Boiimdtmmt  auf  da  Gremftache  drückt  sich  sonach  durch  die 
Patametet  ä<.)  beiden  m  emmdei  orthogonalen  Schaaren  von  Grens- 
cuioen  genau  ^enso  aus,  wte  in  det  ebenen  EucUdischen  Geometrie 
diifi(h  die  teditwmlhgm  Cootdinalen  Hieraus  können  wir  sofort 
folgern,  dass  in  der  nicht-Euclidssehen  Geometrie  auf  der  Grenz- 
fläche alle  metrischen  Sätze  der  gewöhnlichen  Euclidischen  Geo- 
metrie Gültigkeit  haben,  wenn  mau  nur  die  geraden  Linien  der 
Euclidischen  Ebene  durch  die  Grenzcurven  unserer  Grenzfläche  er- 
setzt. Es  wird  dies,  recht  deutlich  bei  Betrachtung  des  Ebenen- 
bündels,  dessen  Scheitel  im  unendlich  fernen  Mittelpunkte  der  Grenz- 
fläche liegt;  die  metrische  Geometrie  in  diesem  Ebenenbündel  ist 
nämlich  das  genaue  duaUstiache  Gegonbild  der  Euklidischen  Geo- 
metrie der  Ebene.     Es  entsprechen  sich 

im  Ebeneabündel:  1  auf  der  Ebene: 

Ebene  des  Bündels,  '  Gerade  Linie  der  Ebene, 

Strahl  des  Bündels,  Punkt  der  Ebene, 

Unendlich  ferne  Ebene    des  Bün-   Unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene, 

dels  (X^  =  0), 
Die  beiden  imaginären  Erzeugen-   Die  beiden  imaginären  ICreispiinkte 
den,  in  denen  die  unendlich  ferne       der  Euclidischen  Ebene, 
Fläche  von  der  Ebene  X^  =  0  ge- 
schnitten wird, 
Der  Winkel  zweier  Ebenen.  Der  Winkel  zweier  Geraden. 

Der  Winkel  zweier  Ebenen  im  Sinne  der  nicht-Euclidischen 
Geometrie  war  definirt  durch  das  Doppelverhältnias,  welches  sie  mit 
den  beiden  durch  ihre  Schnittlinie  gehenden  Tangentialebenen  der 
Fläche  (4)  bestimmen;  die  letzteren  Ebenen  gehen  aber  in  unserem 
Bündel  stets  durch  die  genannten  beiden  imaginären  Erzeugenden 
hindurch,  so  dass  ihnen  in  der  That  die  Verbindungslinien  des  Scheitels 
eines  Winkels  mit  den  imaginären  Ereispunkten  dualistisch  gegen- 
überstehen. 
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Der  Entfernung  zweier  Punkte  in  der  Eaclidisclien  Geometrie 
entspricht  die  gegenseitige  Neigung  zweier  Geraden  in  unserem 
Bündel.  Die  in  der  Ebene  dieser  beiden  Geraden  gelegenen  Tan- 
genten der  Fläche  (8)  fallen  jetzt  in  die  Schnittlinie  der  Ebene  mit 
der  Ebene  X^  =  0  zusammen;  in  Folge  dessen  wird  das  zur  Berech- 
nung des  Winkels  dienende  Doppelverhältniss  gleich  Eins,  der  Loga- 
rithmus desselben  nnd  somit  der  Winkel  selbst  gleich  Null.  Zwei 
Linien  also,  die  sich  auf  der  unendlich  fernen  Fläche  schneiden, 
schliessen  den  Winkel  Null  ein;  solche  Linien  können  wir  als 
einander  parallel  bezeichnen.  Gleichwohl  ergibt  sich  für  das  gegen- 
seitige Verhältniss  der  Neigungen  zweier  zu  derselben  dritten  Linie 
parallelen  Geraden  gegen  diese  dritte  Linie  ein  bestimmter  end- 
licher Werth.  So  Mnnen  wir  in  einem  BüJtdel  von  ParaUellinien  die 
gegenseitige  Neigung  gweier  Geraden  durch  eine  bestimmte,  von  Null 
verschiedene  Zahl  messen,  sobald  wir  als  Einheit  die  Neigung  zweier 
mllMrlich  aber  fest  gewählten  Geraden  eingeführt  haben.  Doch  hat 
diese  Messung  der  Neigung  nur  innerhalb  eines  und  desselben  Bün- 
dels von  Parallelen  eine  Bedeutung. 

Um  dies  analjtiacli  näher  zu  verfolgen,  bedienen  wir  uns  des 
durch  (6)  eingeführten  Coordinatentetraeders.  Es  .wird  dann  durch 
eine  lineare  homogene  Gleichung  in  den  Ebenencoordinaten  m^,  «3,  u^ 
eine  durch  die  Ecke  %  =  0  gehende  Gerade  dargestellt,  durch  eine 
solche  Gleichung  in  den  Liniencoordinaten  p^^,  p^^,  p^^  eine  demselben 
Bündel  angehörige  Ebene  gegeben. 

Da  Pik  +  Ipik  die  Coordinaten  einer  Linie  des  durch  p  und  p' 
bestimmten  Büschels  sind  (vgl.  p.  65),  vorausgesetzt,  dass  ß  \md  p' 
sich  treffen,  so  bestimmt  sich  der  Winkel  gi  von  p  und  p'  aus  der 
Gleichung 

(12)  sm  ^,-  -  -  -^ ^^^^ 


wo  ^pp  ^  *-*  ^'®  Gleichung  der  unendlich  fernen  Fläche  in  Linien- 
coordinaten bedeutet.  Ist  «„^  ==  0  die  symbolische  Gleichung  der- 
selben Fläche  in  Ebenencoordinaten,  so  ki5nnen  wir  setzen  (vgl. 
p.  142  und  198): 

%j,  =  iaßxyf  =  {ySxyf, 

wobei  X,  y  zwei  Punkte  der  Linie  p  bezeichnen.  Ist  insbesondere 
X  der  Schnittpunkt  beider  Geraden  und  pik  =  Xiy'i,  —  x^y'i,  so  wird 

'^h>-  —  ^p^'p  =  {aßxiy){aßxy')-(jäxy){ydxy')  —  (aßxyy{yäxyy 
=  iKßxy){yäxy')i(aßxtf)(ySxy)-{,xßxy)(yäxy')]. 
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Die  eckige  Klammer  auf  det  reeliten  Seite  ist  nach  belianiiteii  Iden- 
titäten gleich 

(ayxy'){ydxß)  +  (yßxy'){ydxcc)  =  ißySx)u„  —  {aydx)Uß, 
wobei  M  die  Ebeae   der  Punkte  x,  y,  y'   bezeielinet.     Da   sich   die 
beiden  Gflieder  der  rechten  Seite   bis   auf  das  Vorzeichen  nur  durch 
Vertauschung  von  cc  und  ß  unterscheiden,  so  wird,  wenn  TI  zur  Ab- 
kürzung den  Ausdruck  ^Ip'  —  '^pp'^p'p'  bezeichnet; 
n='i{aßxy){y8xy'){ßyäx)n„. 
Die  rechte  Seite  formen  wir  mittelst  der  Identität 
{aßxyXy8xy')  =  (y8xß){ccy'  xy)  +  {fßxy')((xdxy)  +  {ß8xy'){ayxy) 
um,    und   berücksichtigen    die    Vertausehbarkeit   von    y    uüd    S,    so 
ergibt  sich 

JT=  -  2{ßySx)Hi,^  +  A{ßySx){yßxy'){^8xy)u„  . 
Wegen  der  Vertausehbarkeit  von  ß  und  d  ist  das  zweite  Glied  der 
rechten  Seite  wieder  gleich  277,  also  wird  schliesslich 

n^2{ßydxfu^^. 
Hierin  ist  ausgesprochen,  dass  der  Zähler  der  rechten  Seite  von  (12), 
wie   es   eben  behauptet  wurde,  verschwindet,   sobald   der  Scheitel  x 
des  Strahl büschels   auf  der  unendlich  fernen   Fläche   liegt.     Da  nun 
für  kleine  Argumente   der  Sinus   durch   das  Argument   selbst  < 
werden  kann,  so  wird  in  diesem  Falle 


(13)  ^^ymi^m^. 

In  dem  Verhältnisse  der  Neigungen  zweier  Linien  ß'  und  ^"  gegen  p 
hebt  sich  der  verschwindende  Factor  {§y8xf  des  Zählers  heraus, 
und  das  Verhaltniss  erhält  einen  endlichen  Werth. 

Gehen  wir  jetzt  zu   den  in   (6)   eingeführten   speeiellen    Coordi- 
naten  zurück,  so  können  wir  setzen 

Da  ferner  Pii=pid  =  l  angenommen  werden  darf,  so  wird  die 
Neigung  der  unserem  Bündel  augehörigen  Geraden  ji  und  j>'  pro- 
portional zu 

(14)  /(fts-Ä'  +  fc-yi?; 

also  durch  dieselbe  Formel  gemessen,  wie  die  Entfernung  zweier 
Punkte  in  der  Euclidisehen  Ebene.  Wenden  wir  aber  die  Varia- 
bein Xj  und   entsprechend  P;*  an,  so  ist  der  Ausdruck  (14)   gu  er- 
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setzen  durch  [/(Pj,  —  P^s)  {P,g  —  Pis)  ■  Fasst  man  P  als  Ver- 
bindungslinie eines  durch  (10)  dargestellten  Punktes  Y  unserer  Grenz- 
fläche mit  dem  Scheitel  unseres  Bündels  auf,  steht  P'  in  derselben 
Beziehung  zu  einem  Punkte  J',  dem  nach  (10)  die  Parameter  A' 
und  M'  zukommen,  so  wird  diese  letztere  Quadratwurzel  proportio- 
nal zu 

y'{A  —  A'Y  +  (M  —  M'y , 
also  auch  proportional  zu  dem  Ausdmelce  für  die  auf  der  Grenzfläche 
gemessene  Entfernung  zweier  Punkte,  wie  er  sich  aus  dem  in  (11) 
berechneten  Bogenelemente  ergeben  würde.  Wir  sehen  hieraus,  dass 
die  beiden  auf  der  Grenzfläche  gelegenen,  unendlich  fernen  imagi- 
nären Erzeugenden  auf  dieser  Fläche  in  der  That  dieselbe  Rolle 
spielen,  wie  die  imaginären  Kreispunkte  in  der  Ebene;  man  hat  nur 
die  Grössen  A  und  M  an  Steile  der  rechtwinkligen  Cartesischen 
Ooordinaten  zu  benutzen.  Insbesondere  stellt  eine  lineare  Gleichung 
in  A,  M  eine  Grenzcurve  dar;  durch  zwei  beliebige  Punkte  der  Fläche 
geht  also  nur  eine  solche  Curve.  Zu  einer  beliebigen  Curve  dieser 
Art  kann  man  durch  einen  gegebenen  Punkt  nur  eine  Parallele 
ziehen,  nämlich  diejenige  Grenzeurve,  von  welcher  die  gegebene  im 
unendlich  fernen  Punkte  berührt  wird.  Die  Gleichung  A  +  ^M  =  0 
stellt  nach  (10)  den  Schnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene  Y^Z^^  ~  Y^Z^ 
dar,  also  die  eine  der  beiden  ausgezeichneten  imaginären  Erzeugenden 
seibat.  So  gelten  für  das  System  der  Grenzeui-ven  nach  den  auf- 
gestellten Formeln  dieselben  metrischen  Sätze,  wie  für  das  System 
der  geraden  Linien  in  der  Enclidischen  Geometrie*). 

Wir  habm.  daher  kein  Mittel,  durch  Betrachking  von  nur  ^enen 
Figuren  ßw  entscheiden,  ob  wir  es  mii  einer  EucUdischen  Ebene  oder 
mit  einer  nicht- Euclidischert  Grenzfläche  su  thun  hüben.  Erst  durch 
das  Hinausgehen  in  den  Raum  bemerken  wir  den  Unterschied,  denn 
das  Bogenelement  ist  nach  (11)  für  jede  Parallelfläehe  zur  Grenz- 
fläche ein  anderes,  in  der  Euclidischen  Geometrie  aber  dasselbe  für 
alle  zu  einer  Ebene  parallelen  Ebenen.  Dass  wir  in  der  gewöhn- 
lichen ebenen  Geometrie  von  einer  unendlich  fernen  Geraden,  auf  der 
Grenzfläche  aber  nur  von  einem  unendlich  fernen  Punkte  sprechen, 
ist  kein  wesentlicher  Unterschied.  Die  Einführung  der  sogenannten 
unendlich  fernen  geraden  Linie  hatte  ja  nur  den  Zweck,  allen  Sätzen 
der  projecti vischen  Geometrie  ausnahmslose  Gültigkeit  beizulegen. 
Verzichtet  man  hierauf,  so  ist  es  sehr  wohl  gestattet,  in  der  Ebene 
nur  einen  unendlich  fernen  Punkt  vorauszusetzen,  durch  den   dann 


*)  Vgl.  Boljai  und  ffri 
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alle  geraden  Linien  hin iJurch gehen;  und  so  geschieht  es  in  der  That 
in  der  Theorie  der  coniplexen  Functionen  und  des  logarithmischen 
Potentials.  Der  Satz  z.  B.,  dass  durch  jeden  Punkt  einfach  unend- 
lich viele  gerade  Linien  hindurchgehen,  erleidet  dann  eine  Aus- 
nahme für  den  unendlich  fernen  Punkt;  der  Satz,  dasa  zwei  Punkte 
eine  gerade  Linie  bestimmen,  würde  dann  nicht  mehr  gelten,  wenn 
einer  dieser  Punkte  in  das  Unendliche  rückt.  Andererseits  ist  hervor- 
zuheben, daaa  man,  wenn  die  hyperbolische  Geometrie  m  Grunde  gelegt 
wwd,  auf  der  Grenzfläche  eine  geometrische  Darstellung  der  complexen 
Variahein  A  -f*  *M  Mr  Verfügung  haben  würde,  die  dmi  Anfordertmgert 
dm'  Fundionentheorie  und  der  projectivischen  Geometrie  gleickmässig  genügt. 

Den  in  (12)  für  die  Neigung  zweier  sich  schneidenden  Geraden 
aufgestellten  Ausdruck  könnten  wir,  in  Uebereinsiimmung  mit  der 
gewöhnlichen  Geometrie,  zur  Definition  der  gegenseitigen  Ne^ung  zweier 
beliebigen  Geradelt  benutzen  und  nachträglich  geometrisch  deuten. 
Wir  ziehen  es  vor,  vom  Begriffe  der  hursesten  Entfernung  sweier  Ge- 
raden ausgehend,  denjenigen  der  Neigung  neu  zu  entwickeln. 

Es  sei  j)  die  Verbindungslinie  der  Punkte  x,  y  und  p'  diejenige 
der  Punkte  x',  y';  ferner  bedeute  r  die  Entfernung  eines  beliebigen 
Punktes  Xx -\- y.y  der  ersten  Linie  von  einem  Punkte  X'x'-^^'g' 
der  zweiten.     Dann  haben  wir 

fi^^.  +  fi^'ß   ■  -(-X|i'n^  .-[-fi(i'i: 


(15)  cos  ^J; 


V^^^:^:,  +  ^'^I^K>J  +  l^^%>jV^'^^^'x-  +  '^^'  t^'  ^x'<j'  +  (^'"^'l/' 


Die  absoluten  Werthe  der  vorkommenden  Verhältnisszahlen  können 
wir  uns   so  bestimmt  denken,   dass  die  beiden   Quadratwurzeln   des 
Nenners  gleich  einer  und  derselben   gegebenen  Constante  C  werden, 
so  dass: 
(16)  >l^Q^^  +  2Z(tQ.^  +  jt^Q^^  =  A'^Q..v  +2r(t'ß.v,'  +  ft'^Q„  =C^ 

Soll  nun  r  einem  Maximum  oder  Minimum  entsprechen,  so  ist  dazu 
nach  der  Theorie  der  relativen  Maxima  und  Minima  die  Erfüllung 
folgender  Gleichungen  nothwendig: 

X'%^'  +  li'%./  +  M(X  ß^.  -I-  fi  ß^, )  =  0, 
A'Q,..  +  fi'Q,,-  +  Mix  fi.,  +  IL  ß„  )  =  0, 
;i  ß,,^ -I- f(  9„^' +  W(-l'ß^v  + /i'ß«v)  =  0. 

Multiplieiren  wir   die   erste  Gleichung  mit  X,  die  zweite  mit  {t  und 
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addireii    die    entstehenden    Producte,    multipiiciren    wir    ebenso    die 
dritte  mit  X' ,  die  vierte  mit  fi',  und  addiren,  so  ergiljt  sieh 

(18)  U.O=S-ß^O-tm~ 

Für  die  Grösse  W^  N  finden  wir  aus  (17)  durch  Elimination 
von  k,  (^,  k\  ji'  die  Bedingungsgleichuug 

»Q„     Uta,,         Q„.        Q.,'    I 

n..'        n,.'    MQ^..    MQ,y  i""' 
2,,.        Q,,y    MS,v    MS,',- 
Die  liiilcs  stehende  Determinante  ist  von  der  iJ'orm 

JK'Ü  +  M'8  +  I, 
wo   sich  die  Coefficienten  am   einfachsten  mitteist   der  symbolischen 
Methoden  berechnen  lassen.     Sei  zur  Abküraung 

(o6),,  —  o.i,  —  ij,ft„ 
so  finden  wir 
E  =  o,S,(o6),,(!,'(J,-(i!<i),v  —  l  iah)l„{eä)l;/  —  -\  *„0j,y, 

S  "  T  («!').,(»<i)..v[(«»)...'(«'iV,  +  («6).,<«4,', 
+  (»4),,.  {cä)„-  +  {<.!))„.{c<i),.,;| 

-i(»i).!,(»<J).'./K«6«<ri(«!'a''s'')-(»!>),y(c(i).„-(«!').,(«<i).y] 

= -j- [^  (3;|/a;'yy  —  *^P' —  *^P  d>j,'j,'] . 
Unsere  Gleichung  für  M  wird  so  schliesslich: 

(19)  (M'  —  l)'*„<ti,y  +  (M'  —  \)[A(xyx'y')'  +  <l>„„0,y  —*],/] 

+  Ä{xy3:'yy  =  0 . 
Werden  die  Wurzeln*)  mit  Mi  und  Mg  bezeichnet,  die  zugehörigen 
Werthe  von  r  mit  r^   und  r^,   so  haben   wir  unter  Berücksichtigung 
von  (18) 

(20)  ""   " 

f  1  —  JH  ' Wl  —  M  '1  —  sin' ^^  sin" -^  —  '"''  "'''^  —  ('''J''''  . 


*)  Unter  Benutzung  rechtwinkliger  Coordinaten  (vgl.  oben  p.  481)  wir. 
bei  Killing  (a.  a.  0.  p.  60)  in  analoger  Weise  obige  Hnlfagleiohung  für  M  i. 
Determinautanform  aufgestellt,  aber  nicht  anf  die  einfachen  Formen  (19),  (2C 
und  (21)  reducirt. 
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Der  erstere  Ausdrucb  entspricht  genau  demjenigen,  welcher  in 
der  Euclidischen  Geometrie  als  Quadrat  des  Cosinus  der  gegensdtigm 
Neigung  leider  Geraden  auftritt,  der  andere  demjenigen,  welcher  ge- 
wöhnlich als  Quadrat  des  Momentes  bezeichnet  wird.  Die  Eliminatioii 
?on  M  aua  den  beiden  ersten  Gleichungen  (17)  ergibt: 

iX'aJ'  +  ii'a^a,y){X'b^l)^  +  ;(&/) 

—  {X'aya^-  -|-  ii' a,ja/){}.h/  +  fiÖri^y)  =  0; 
die  linke  Seite  iat  aber  identisch  mit 

\{al\^[n'{al\^-  +  X(i'{ah)^,y  -\-  A>(<^&),^'  +  i^V-' (ah),j,y\ 

=  (ah)^y{ah)x:.^.t.y,    l-^'+,.'y    =   %H, 

wo  Tt  die  Verbindungslinie  des  Punktes  l'X  +  P!/  "lit  "^'eiu  Punkte 
k'x'  4-  f-V  bezeichnet.  Das  Verschwinden  von  0^3  sagt  also  nach 
dem  Obigen  aus,  dass  die  Linie  r^  (das  ist  die  kürzeste  Entfernung) 
auf  den  gegebenen  Linien  p  und  p'  senkrecht  steht;  dasselbe  lässt 
eich  ebenso  von  der  Linie  r^  beweisen.  Wir  haben  daher  durch  vor- 
stellende Rechnung  gleichseitig  zwei  gerade  Linien  hestimmt,  welche  su 
den  beiden  qegebenen  Geraden  rechtmnJclig  smd  und  beide  schneiden. 
Es  sind  dieses  offenbar  keine  andereu  Linien,  als  die  beiden  gemein- 
schaftlichen Transversalen  der  Geraden  p,  p'  und  ihrer  conjugirten 
Polaren  m  Bezug  auf  die  unendlich  ferne  Fläche;  oder  es  sind,  wie 
wir  kurz  sagen  können,  im  Sinne  der  hyperbolischen  Geometrie  die 
beiden  Hauptasen  derjenigen  Congruenz,  welche  durch  die  speciellen 
Complexe  mit  den  Axen  p  und  p'  bestimmt  werden  („verallgemeinerte" 
Hauptaxen  in  unserer  früheren  Bezeichnung,  vgl.  p.  348).  Beide 
Hawptaxen  sind  auch  einander  in  Bemg  auf  die  Fläche  (1)  polar- 
conjiigirt;  die  eine  von  ihnen  gehört  daher  gu  den  idealen  Linien  und 
kommt  für  unsere  Fragestellung  nicht  in  Betracht. 

Nun  wird  die  ideale  Strecke  r^  gemessen  durch  das  Doppel- 
verhältniss,  welches  ihre  beiden  Endpunkte  und  die  Schnittpunkte 
ihrer  Verlängerungen  mit  der  Fläche  (1)  bestimmen.  Dieses  Doppel- 
verhältniss  ist  nach  der  Polarentheorie  gleich  demjenigen  der  beiden 
durch  r^  gehenden  Tangentialebenen  der  Fläche  (1)  und  derjenigen 
Ebenen,  welche  man  durch  das  gemeinsame  Loth  r^  rechtwinklig  zu 
den  beiden  Linien  p,  p'  legen  kann.  Wird  der  Winkel  der  beiden 
letzteren  Ebenen  mit  q>^  bezeichnet,  und  derjenige  der  beiden  ent- 
sprechenden durch  r^  zu  legenden  Ebenen  mit  (p^,  so  haben  wir: 

raoai  --'"  =  -^'-      -?i-  =  ^-1.. . 
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Unter  Aueschliessung  aller  idealen  Elemente  bestimmen  sich  daher 

Jcürseste  Entfernung  r^  wnd  Neigung  fp^  zweier  Garaden  p  und  p'  aus 

den  Gleichungm: 

sm  — ^-  sin  -^  =  Cp.-P')  V^ 
2ki  2&'  i/cD     *  ,  ,  * 

(21)  y»»».»' 

cos  T-y-r  COS  --h  ^  - 


Sehneiden  sich  die  beiden  Linien,  so  wird  r^  gleich  Nnll  (während 
die  BickUmg  des  gemeinsamen  Lottes  vollkommen  bestimmt  bleibt), 
und  wir  kommen  für  rp^  auf  die  in  (12)  ausgesprochene  Definition 
zurück.  Wie  die  zweite  Gleichung  (21)  lehrt,  sind  swei  gerade  Idni^i. 
SU  einander  senhrecht,  wenn  <i>pp'  verschwindet,  d,  h.  wenn  die  conjugirie 
{ideale)  Polare  der  einen  m  Be0ua  auf  die  unendlich  ferne  Fläche  von 
der  anderen  geschnitten  wird. 

Soll  die  gegenseitige  Neigung  <pi  gleich  Null  werden,  so  muss 
nach  der  ersten  Gleichung  (21)  (j>,  p')  verschwinden;  wenn  nun  ^i 
von  Null  verschieden  sein  soll,  d.  h.  wenn  die  Geraden  sich  im 
Endlichen  nicht  schneiden  sollen,  so  muss  das  durch  die  Forderung 
(p,  p')  ^  0  bedingte  Schneiden  derselben  in  einem  idealen  Punkte 
stattfinden.  Die  gegenseitige  Neigung  mveier  in  einer  Ebene  gelegenen 
Geraden,  welche  sich  nicht  schneiden,  müssen  wir  daher  gleich  Null  an- 
nehmmi.  Ihre  gegenseitige  Lage  wird  dann  durch  die  Länge  ihres 
gemeinsamen  Lothes  r^  gemessen,  wie  es  die  zweite  Gleichung  (21) 
in  lieber  ein  Stimmung  mit  (12)  näher  angibt;  in  der  That  haben  wir 
auch  schon  früher  hervorgehoben  (p.  498),  dass  der  Winkel  zweier 
solchen  Geraden  rein  imaginär  werden  würde.  In  dem  Grenzfalle, 
wo  der  Schnittpunkt  auf  der  unendlich  fernen  Flache  liegt,  ver- 
schwinden <p^  und  r^  gleichzeitig;  neben  der  Bedingung  {p,  p')  =  0 
ist  auch  die  Gleichung 

(22)  C)^j,*j,y  —  *!;.■  =  0 

erfüllt;  diesen  Fall  haben  wir  bereits  eingehend  besprochen  (p.  502  f.). 
Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  untersuchen,  wann  die  heiden  Wur- 
zeln der  Gleichung  (19)  msammenfallen.  Als  Bedingung  dafür  finden  wir: 

[Ä(p,  py  ~  *jj,'  —  ^pp*i>p-p-f  —  ^%p%-p'%%' 
=  Ä^(p,  p-y  +  <i>^p'  +  *^p*^v  —  2^(p,  p'y^pp' 

(23)  —  2A(p,  py^pp^t,y  —  20pp<i>p'p'<t>}p- 
^lA(p,  pj  +  ^^p-  —  %p%y  —2]/Ä{p,  p')%p-'} 

■  [_A(j>,  p'y  +  *^p.  —  (J3j,^*yy  +  2]/1(jP,  p')%p-'i  =  0. 
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Die   Zerspaltung   der   liuken  Seite  in  zwei  Factoren   oiitsprieht 

dem  Umafcande,  dass  fcei  Bildung  der  Gleichung  cos  (^  —  ~^  =  1 

aus  (20)  auf  der  rechten  Seite  das  Vorzeichen  von  Yä  unbestimmt 
bleibt.  Nennen  wii'  nun  Pj,  JP^',  0^,  O^',  TTi,  TTi'  die  Schnittpunkte 
der  Linie  r^  (bez.  deren  Verlängerung)  mit  den  Geraden  p,  p',  der 
unendlich  fernen  Fläche  und  den  Polaren  %,  ra'  jener  Linien  in  Bezug 
auf  diese  Fläche,  so  sind  Pj  und  T\i,  P^'  und  TTi'  zwei  Punktepaare 
einer  Involution,  deren  Doppel  demente  in  0^  und  Oj'  liegen.  Legen 
wir  also  auf  der  Geraden  r^  den  Punkten  0^  und  0/  die  Parameter- 
werthe  0  und  oo  bei,  während  die  Parameter  der  übrigen  Punkte 
gleichzeitig  durch  die  angegebenen  Werthe  bezeichnet  sein  mögen, 
so  besteht  die  Doppelverhältniss- Relation 

(p„  p;,  o„  0,-)  =  i  -  (n„  n;,  o.,  o;)  _  JJv  -  «^ 

und  entsprechend  auf  r^ 

(F„  p/,  o„  o;)  =  ^  =  (n^,  n^',  o^,  o;)  =  ~\  =  i\ 

Soll  also  r,  =  )\  werden,  so  haben  wir 


wegen  der  erwähnten  inyolutor Ischen  Beziehungen  ist  ferner 

n,  "  n,'  "^  n,"  ^  tr^' ' 

Hieraus  geht  die  Relation 

(24)  (p„  p/,  n„  n/)  =  (Pa,  p;,  n^,,  n^') 

hervor;  die  beiden  Linien  r^  und  r^  weiden  daher  von  den  Geraden 
P,  p'  und  Jt,  it'  in  P  unkt  quadrnp  ein  von  gleichem  Doppel  Verhältnisse 
geschnitten;  dann  aber  sind  diese  letzteren  Linien  Erzeugende  einer 
und  derselben  Fläche  zweiter  Ordnung;  die  Linien  r^  und  r^  gehören 
zu  der  anderen  Schaar  von  Erzeugenden,  und  jede  Gerade  der  letzteren 
Schaar  wird  Iq  Punkten  desselben  Doppelverhältnisses  getroffen.  Das 
Zusatnmmfallen  der  leiden  Wureeln  von  (19),  d.  h.  das  Bestehen  der 
Gleichung  (23)  sagt  also  aus,  dass  die  Geraden  p  und  p'  unendlich 
viele  gemeinsame  Loihe  mlassen;  die  leteteren  sind  dann  alle  von  gleichey 
Länge  imd  bilden  die  eine  Schaar  von  Erseagatden  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung.  Für  reelle  Punkte  kann  die  Bedingung  r^  =  r^  in  der 
hyperbolischen  Geometrie  allerdings  nie  erfüllt  werden,  wie  aus  (20a) 
sofort  erhellt. 
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Sind  nicht  zwei  gerade  Linien,  sondern  ein  Punkt  und  eine 
Gerade  gegeben,  so  entsteht  die  Frage  naeli  der  kürzesten  Entfer- 
nung dieses  Punktes  |  von  der  Geraden  p;  dieselbe  wird  sogleich 
durch  die  ersten  beiden  Gleichungen  (17)  beantwortet,  wenn  wir  in 
ihnen  l'x'  -{-  fi'y'  durch  |  ersetzen.  Es  ergibt  sich  also  wieder,  dass 
die  Richtung  der  kürzesten  Entfernung  senkrecht  zur  Linie  p  steht. 
Zur  Berechnung  der  Entfernung  losen  wir  die  genannten  Gleichungen 
nach  A,  jt  auf  und  finden  unter  Benutzung  der  syniboHschen  Be- 
ziehungsweise 

MX{aJli/  —  a^ayb^h^  ==  a^a^h^ly  —  a^a^h,/ 
M(i{a/b/  —  a^a^h^h,^  =  a^ax'b:ch,j  —  a^a^h-x^, 
oder  nach  einfachen  Umformungen: 

wo  wieder  '\>pp  =  (a^by  —  Eij,«^)^  =  (flö)Jy  gesetzt  ist.  Andererseits 
ist  nach  (15)  und  (16) 

Jf^cos  J.=      ^^   '        "^  , 
also  wird  jetzt 

*„%.■ 

Wir  finden  somit  nach  einigen  weiteren  Umformungen  äie  Enifer- 
nung  r  des  FunJäes  |  von  der  Verbindungslinie  der  Punkte  x,  y  aus 
der  Formel: 

sni^  -,-,  =  1  —  Jf^  ==  -— — ^-^ — r. ^-^ 

(25)  "■*  ^i'  ^'ii 

wenn  «;  =  {xy^i.  Der  Ort  aller  Punkte  |,  welche  von  der  Linie 
x~y  die  constante  Entfernung  r  haben,  ist  demnach  die  Fläche 

(26)  I  {2±a,bycif  -  sin^  ^.  {a^b,  -  ha,j)W  =  0. 

Für  r  =  oo  ergiebt  sich  die  unendlich  ferne  Fläche  c^  =  0,  für 
»■  =  0  die  Fläche  (^  +  «iSi/Ci)'' =  0;  die  letztere  zerfallt  daher  in 
die  beiden  imaginären  Tangentialebenen,  welche  die  unendlich  ferne 
Fläche  durch  die  Linie  jp  schickt*);  ihre  einzigen  reellen  Punkte  sind 

*)  Die  Zerfällung  der  liaken  Seite  in  ihre  linearen  Factoren  liefert  eine 
Mettode  Eut  a^ebraiaohen  Bestimmnag  aller  Erzei4feiideii  der  Fläche  «^^  —  0. 
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eben  diejenigen  der  Geraden  p.  Hieraus  folgt,  daas  alle  Flächen  der 
Schaar  (26)  die  unendlich  ferne  Fläche  in  denjenigen  vier  Erzeugenden 
schneiden,  welche  gleichzeitig  in  den  genannten  Tangentialebenen 
liegen.  Dass  dies  so  sein  musa,  hätten  wir  auch  daraus  erkennen 
können,  dass  die  Entfercung  durch  eine  Bewegung  nicht  geändert 
werden  kann,  und  dass  bei  einer  Bewegung,  welche  die  Linie  p  in 
sich  überführt,  alle  Punkte  des  Kaumes  sich  auf  Flächen  bewegen, 
von  denen  die  unendlich  ferne  Fläche  in  vier  Erzeugenden  geschnitten 
wird  (vgl,  p.  361). 

Da  die  unendlich  ferne  Fläche  keine  reellen  Erzeugenden  enthält, 
befinden  sich  auch  auf  keiner  der  Flächen  (26)  reelle  gerade  Li- 
nien. Andererseits  muas  jede  solche  Fläche  alle  geraden  Linien  ent- 
halten, deren  Punkte  von  der  Linie  p  die  constante  Entfernung  r 
haben,  deren  Coordinaten  p^^  =  a^/j//  —  yi'xt  also  der  Gleichung  (23) 
genügen.  Folglieh  können  diese  letzteren  Linien  nicht  reell  sein,  es 
sei  denn,  dass  gleichzeitig  die  Bedingungen 

(Pr  P')  =^  0      "^^^      %i>%'p   —  'i^pp'  =  0 
erfüllt  sind,  in  welchem  Falle   sich   die  beiden  Geraden   auf  der  un- 
endlich fernen  Fläche  schneiden  (vgl.  p.  503  und  508), 

Das  zur  Definition  der  Neigung  und  der  kürzesten  Entfernung 
zweier  Geraden  dienende  Doppel verhältuiss,  d,  h.  der  Ausdruck 

^PP-  +  V^'~%P^p'J 

kann  noch  in  anderer  Weise  geometrisch  gedeutet  werden;  dasselbe 
ist  in  der  That  nichts  anderes  als  das  aus  den  beiden  Wurzeln  der 
Gleichung 

(27)  %j,  +  21%^'  +  X^<Pj,y  =  0 

zu  bildende  Doppelverhältniss.  Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  der 
lineare  Complex,  dessen  Gleichung  in  Veränderlichen  jtj^  in  der  Form 
^(PiL  +  Ajj,'{.)rei™  =  0  oder  (p  -j-  Ip',  :7t)  =  0  gegeben  ist,  mit  dem 
ihm  in  Bezug  auf  die  unendlich  ferne  Flache  polar-conjugirten  Com- 
plexe  in  Involution  liege  (vgl.  p.  348).  In  einer  linearen  Schaar  von 
Complexen,  deren  Gleichung  in  der  angegebenen  Weise  von  dem 
Parameter  k  abhängt,  gibt  es  nach  (27)  im  Allgemeinen  zwei  Com- 
piexe,  die  zu  ihren  polar-conjugirten  invohitorisch  liegen;  jedem  von 
ihnen  ist  in  einer  beliebigen  Ebene  ein  Punkt  zugeordnet;  die  Ver- 
bindungslinie beider  Punkte  enthält  auch  die  Schnittpunkte  der  Ebene 
mit  p  und  p'.  Das  Doppelverhältniss  dieser  vier  Punkte  ist  gleich 
dem  Quotienten  der  Wurzeln  obiger  Gleichung  (vgl.  p.  67).    Der  mit 
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diier  Gonsfanfm  miiltiplicirte  Logarithmus  dieses  DoppeherhäÜnisses  gibt 
äfüier  meäer  ein  Maass  für  die  in  der  zweiten  Gleichung  (21)  aufgestellte 
metrische  Functton*).  Id  entsprecherfder  Weise  lässt  sich  das  durch 
die  erste  Gleichuiig  (21)  gegebene  „Moment"  definiren,  denn  es  ist 
(p,  p')Ä  =  ^p'„  =  *j,ri' . 
Insbesondere  können  die  beiden  Wurzeln  von  (27)  zusammen- 
fallen, was  durch  die  G-leicliung  (22)  bedingt  wird.  Alsdann  können 
die  beiden  Gleichniigen 

(p,  ,)  +  x(j,;„-)~.o,   (p,  «-)  +  >.(p;  «■)  =  0 

für  einen  gewissen  Werth  von  l  gleichzeitig  erfüllt  werden;  d.  h.  die 
lAnim  ra  und  it'  gehören  einem  und  demselben  linearm  Complexe  der- 
jenigen linearen  Schaar  an,  deren  Leitlinien  mit  p  und  p'  gusammcn- 
falkn.  Bezeichnen  wir  nun  mit  Ej,  Ej,  £„  E^'  die  Ebenen,  welche 
den  Punkten  Pj,  P/,  TTu  17/  durch  unsere  Fundamentalfläche  als 
Polarebenen  zugeordnet  werden,  und  welche  sich  also  in  r^  schneiden, 
so  ist: 

(Pi,  Pi",  n„  n,o  7\  (El,  £,',  E„  El'}, 
und  ebenso:      (P^,  1\',  ü^,  T]/)  A  (^2.  ^2,  ^2,  E/)- 
Andererseits   ordnet   der   erwähnte  lineare   Comples,    dem  je  und  je' 
zugleich  angehören,  dem  Punkte  Pj  die  {p')  enthaltende)  Ebene  Eg', 
dem    Punkte    P,'    die    Ebene    E^,    dem    Punkte    T\^    die    Ebene    J?g 
(welche  Jt  enthält),  dem  Punkte  TTi'  die  Ebene  E^'  zu;  es  ist  also  auch: 

(P„  F,',  Hl,  n/)  A  (E/,  E2,  ^%,  K')> 
folglich  auch:     (P»,  P,',  H^,  n/)  A  (H/,  H^,  Pj,  P/). 
In  Folge  von   (22)   liegen  daher  die  vier  Geraden  Pi-TT/,  P/-TTä, 
TT|-Pa,  rfi'-Pä'  auf  einer  tmä  derselhm  Fläche  zweite-  Ordnung,  ebenso 
die  Geraden   P^-Tl,',   Pg'-TTi,  TTä-P,,  TT/-P/.     Beide  Flächen   sind 
einander  in  Bezug  auf  die  unendlich  ferne  Fläche  polar  conjugirt. 

Durch  die  vorstehenden  Eutwickeluhgen  wird  es  hinreichend 
deutlich  geworden  sein,  dass  eine  enge  Beziehung  zwischen  den 
metrischen  Theorien  der  hyperbolischen  Geometrie  und  jenen  früheren 
Untersuchungen  besteht,  hei  welchen  eine  beliebige,  nicht  kegelförmige 

*)  In  der  zuletzt  beaproolienen  Weise  wurden  Neigung  und  Moment  vom 
Herausgeber  definirt (Math.  Annalen Bd.  7,  p.  63).  Gl eiclizeitig haben aicli  d'Ovidio, 
bei  dem  sieh  auch  die  Gleichungen  (21)  finden  (187S  und  für  w  Dimenaionen  1877, 
Tgl.  Matb.  Annalen  Bd.  12),  und  Clifford  (Proceedinga  of  tbe  London  Math.  So- 
ciety, vol.  4,  p.  381,  1873)  mit  der  Tbeodo  der  Geraden  im  Eaume  beschäftigt, 
später  Newcomb  (Crelle's  Journal  Bd.  83);  die  beiden  letzteren  in  wesentlich 
anderem  Sinne. 
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Fläche  zweiter  Orduung  als  „Fundameiitalfläche"  zii  Grunde  gelegt 
wurde.  Wir  haben  diese  Fimdammtalfläche  nur  Vinmälidi  fem,  reell 
tmä  nickt  gen-adlmig  su,  denJoon,  um  die  früheren  Bemltate  dvrect  im 
Sinne  der  hyperholiscJien  Geometrie  verwerihen  m  könneii.  Die  „ver- 
allgemeinerte Normale"  einer  Fläche  ist  dann  identisch  mit  der 
Flächennormale,  wie  sie  unsere  uicht-Euclidische  Geometrie  liefert. 
Die  „verallgemeinerten  Krümraungslinien"  und  die  „verallgemeinerten 
geodätischen  Linien"  (vgl.  p.  291  £f.)  sind  dann  eben  die  Krümmungs- 
linien und  geodätischen  Linien  der  hyperbolischen  Geometrie.  Den 
verschiedenen  Lagen  einer  Flache  zweiter  Ordnung  gegen  die  Funda- 
mentalfläche, wie  wir  sie  bei  .Bestimmung  der  erwähnten  Curven 
früher  zu  unterscheiden  hatten  {vgl,  p.  299  ff.  und  323  ff.),  entsprechen 
jetzt  ebenso  viele  verschiedene  Lagen  der  Fläche  gegen  die  unend- 
lich ferne  Fläche,  d,  h.  ebenso  viele  gestaltlich  verschiedene  Typen 
von  Flächen  und  insbesondere  von  Kegeln  zweiter  Ordnung,  und  filr 
jeden  Typus  eine  charakteristische  Gleichungsform  in  rechtwinldigen 
Ooordinaten.  Zur  vollständigen  Bestimmung  dieser  Typen  erübrigt 
daher  nur  noch  eine  Unterscheidung  der  reellen  von  den  imaginären 
Bildungen;  doch  ist  es  nicht  nothig,  darauf  näher  einzugehen. 

Dagegen  möge  eine  andere  Bemerkung  hier  Platz  linden.  Die 
Punkte  das  Raumes  erscheinen  als  eine  „Maunigfaltigkeit"  von  drei 
Dimensionen,  insofern  drei  Bestimmungsstücke  nötbig  sind,  um 
einen  Punkt  festzulegen;  die  Punkte  einer  Ebene  erfüllen  eine  Mannig- 
faltigkeit von  zwei  Dimensionen,  welche  aus  derjenigen  der  Raum- 
punkte  durch  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  drei  Ooordinaten 
herausgehoben  wird;  in  den  Punkten  einer  Geraden  endlich  haben 
wir  eine  Mannigfaltigkeit  von  einer  Dimension,  die  durch  zwei  hneare 
Gleichungen  bestimmt  wird.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  ver- 
suchen, unseren  Raum  als  Tlieil  einer  höheren  Mannigfaltigkeit  zu 
betrachten,  aus  welcher  die  Gesammtheit  der  E.aumpunkte  durch  eine 
lineare  Gleichung  ausgeschnitten  wird.  Macht  man  die  Annahme, 
dass  in  einer  solchen  vierdimensionalen  Mannigfaltigkeit  analoge  pro- 
jectivische und  metrische  Gesetze  gelten,  wie  in  unserem  Räume, 
d,  h.  Gesetze,  zu  denen  man  durch  Hinzunahme  einer  vierten  Varia- 
beln  in  ähnlicher  Weise  gelangt,  wie  man  von  der  Geometrie  der 
Ebene  durch  Hinzunahme  einer  dritten  Veränderlichen  zur  Geometrie 
des  Raumes  aufsteigt,  so  begegnet  die  mathematische  Behandlung 
eines  Raumes  von  vier  Dimensionen  keinerlei  Schwierigkeiten;  man 
muss  sich  nur  nicht  verleiten  lassen,  aus  der  Möglichkeit  einer  sol- 
chen rein  formalen  Verallgemeinerung  analytischer  Begriffe  und  Glei- 
chungen  auf  die  thatsächliche  Existenz   einer  vierten  Dimension   zu 
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schliessen.  Selbstverständlieh  kann  man  so  auch  zu  mehr  als  vier 
Dimensionen  fortschreiten,  und  es  hat  immerhin  ein  gewisses  Inter- 
esse, zu  verfolgen,  in  welcher  Richtung  sich  dann  unsere  bebannten 
geometrischen  Sätze  ver  allgemein  er  u.  üeberdies  gehört  das  Studium 
beliebig  hoher  Zahlenmannigfaltigkeiten  und  der  Functionen  von  be- 
liebig vielen  Veränderlichen  zu  den  Aufgaben  der  reinen  Mathematili, 
und  dieses  Studium  wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  durch  die 
gebrauchten  Bezeichnungen  und  Ausdrücke  stets  an  die  entsprechen- 
den Vorgänge  im  dreidimensionalen  Räume  erinnert  wird.  Schon 
hierdurch  dürfte  der  Ausbau  der  Geometrie  eines  Raumes  von  n 
Dimensionen  hinreichend  gerechtfertigt  sein*);  es  kommt  noch  hinza, 
dass  naturgemäss  jeder  geometrische  Satz  des  wirklichen  Raumes 
aus  den  ihm  entsprechenden  mehrdimensionalen  Verallgemeinerungen 
selbst  wieder  neues  Licht  empfängt,  zumal  wenn  man  seine  analy- 
tische Passung  berücksichtigt. 

Die  metrische  Geometrie  eines  Raumes  von  vier  Dimensionen 
wird  insbesondere  von  einer  „Fundamental fläche"  zweiter  Ordnung 
ausgehen,  deren  Gleichung  in  der  Form 

(28)  x,^  +  V  +  3^'  +  3^/  —  4?c'a;B'  ■=  0 
vorausgesetzt  werden  darf;  die  „Ebene"  a:^  =  0  würde  dann  etwa  alle 
Punkte  unseres  Raumes  in  sich  enthalten.  So  würde  man  zu  der 
Verallgemeinerung  der  nicht-Euclidisehen,  insbesondere  der  hyper- 
bolischen Geometrie  gelangen.  Die  erweiterte  Euclidische  Geo- 
metrie dagegen  würde  zur  Begründung  der  Metrik  ein  Fundamental- 
gebilde erfordern,  welches  durch  die  beiden  Gleichungen 

(29)  fl^5  =  0 ,     ^i'  +  a:/  +  ^3^  -i-Xi^  =  0 

dargestellt  wird,  welches  also  einer  (dreidimensionalen)  Fläche  mit  ver- 
schwindender Determinante  (einem  Kegel)  dualistisch  gegenübersteht. 
Wie  wir  eben  nachwiesen,  dass  in  der  hyperbolisehon  Goometi'ie  auf 
einer  „Grenzfläche"  dieselben  Sätze  gültig  sind,  wieinderEuelidischen 
Ebene,  so  gewinnt  man  für  vier  Dimensionen  offenbar  das  Resultat, 
dass  auf  einer  Grenzfläche,  d.  h.  einer  solchen,  von  der  die  Pläche  (28) 
in  einem  Punkte  möglichst  innig  berührt  wird,  dieselhen  metrischen 
Sätze  Geltung  haben,  zu  denen  man  in  der  Ebene  mittelst  des  durch 
(29)  gegebenen  Fundamentalgebildes  gelangen  würde.  Bringt  man 
(28)  auf  die  Porm 


*)  Derselbe  ist  besonders  durch  Grassmann  (Die  linealc  Ausdehmingsletire 
Leipzig  1844)  und  Eiemann  (a,  ii.  0.)  in  Angriff  genommen  und  seitdem  ii 
maunigiaclier  Weiae  weitergefülirt. 
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^i'  +  V  +  2X3Xi  -  U^X^'  =  0, 
ao  Ivanii  die  Gleicliuiig  einer  Grenzfläche  in  der  Gestalt 
X/  -i-X^^-^-  2X3X^  ~  WX,^  +  f  Z/  =  0 
gcselirioben  werden.    Der  Kegel 

Xj^  +  Z/  — 4/0^X5^  =  0 

tritt  dann  an  Stelle  des  bei  unseren  früheren  Betrachtungen  (p.  501) 
ausgezeichneten  Linienpaares.  Wollte  man  also  unsereit  Mavm  als 
Theü  eütes  MauMes  von  vier  Dimensionen  auffassen,  so  hätten  wir 
hiemach  kein  Mittel  m  entscheiden,  ob  in  letzterem  die  auf  der  Annahme 
von  (29)  011  heffründende  Euclidische  Geometrie  gilt,  und  unser  Baum 
durch  eine  lineare  Gkicktmg  tesUmmt  wird,  oder  ob  in  der  vierdimmsio- 
nalen  Mannigfaltiglteit  die  auf  (28)  bemhende  hyperbolische  Geometrie 
anwendbar  ist,  tmd  unse}'  Kaum  eine  Grenzftädic  des  vierdimensionalmt 
Maumes  darstellt. 

VI.   Die  elliptiselie  G-eometrie. 

Zweitens  machen  wir  jetat  die  Hypothese,  dass  eine  gerade  Linie 
keine  unendlich  fernen  Funlcte  hesitse,  d.  h.  dass  jede  gerade  Linie 
¥0n  jeder  mit  ihr  in  einer  Ebene  Hegenden  Geraden  wirklieh  ge- 
schnitten werde. 

Zur  analytischen  Definition  der  Bewegungen  gelangen  wir  wieder 
durch  die  Forderung,  es  aolle  jede  Ebene  des  Raumes  wiederum  in 
eine  Ebene  übergeführt  werden.  Ganz  wie  früher  (vgl.  p.  468  f.)  folgern 
wir,  dass  jede  Bewegung  sich  durch  lineare  Gleichungen  zwischen 
den  projecti vischen  Coordiaaten  (vgl.  p.  448  ff.)  darstellen  lassen  muss; 
und  es  kommt  wieder  nur  darauf  an,  aus  der  Gesammtheit  aller 
C ollin eatioaen  die  ausgezeichnete  Gruppe  der  Bewegungen  aus- 
zuscheiden. 

Insbesondere  werden  die  Verschiebungen  einer  Geraden  in  sieh 
durch  lineare  Transformationen  des  die  Punkte  der  Geraden  dar- 
stellenden Parameters  gegeben  sein.  Unter  diesen  Verschiebungen 
gibt  es  in  der  elliptischen  Geometrie  eine  ausgezeichnete.  Da  näm- 
lich die  gerade  Linie  sich  nicht  ins  Unendliche  erstrecken  kann,  so 
muss  sie  in  sich  zurücklaufen |  hat  man  also  einen  Punkt  F  durch 
eine  Bewegung  nach  P'  übergeführt,  so  muss  es  möglich  sein,  P' 
durch  eine  in  demselben  Sinne  ausgeführte  Bewegung  nach  P  zurück- 
zubringen; und  man  kann  nun  verlangen,  die  erste  Bewegung  ihrer 
Grosse  nach  so  zu  bestimmen,  dass  die  zweite  Bewegung  in  einer 
Wiederholung   der  ersten  besteht,  wo  dann  durch  die  erste  P  nach 
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P'  und  gleichzeitig  P'  nach  P  übergeführt  wird,  und  durch  die 
zweite  P  sowohl  wie  P'  ihre  frühere  Lage  wiedererlangen.  Die  ein- 
zige lineare  Transformation  des  binären  Gfebiets  aber,  welche  bei 
zweimaliger  Wiederholung  jeden  Funkt  mit  sich  selbst  zur  Deckung 
bringt,  ist  die  Involution.  Da  ferner  bei  einer  Bewegung  kein  Punkt 
der  Geraden  fest  bleibt,  so  ist  hierdwch  auf  jeder  Geraden  eine  be- 
stimmte cmsgeseichnete  Involution  mit  imaginärmt  Doppelele^nenten,  defimrt. 
Ferner  setzen  wir  fest,  dass  das  Resultat  zweier  sueceesiven  Ver- 
schiebungen unabhängig  sei  von  der  Reihenfolge,  in  welcher  diese 
Verschiebungen  ausgeführt  werden,  dass  wenigstens  Jede  beliebige 
Verschiebung  mit  der  eben  erwähnten  ausgezeichneten  Verschiebung 
vertauscht  werden  könne,  ohne  das  Resultat  zu  beeinflussen.  Bringen 
wir  nun  durch  jeno  ausgezeichnete  Bewegung  zuerst  P  nach  P'  und 
P'  nach  P,  dann  durch  eine  beliebige  andere  Verschiebung  P  aus 
seiner  neuen  Lage  nach  P",  zugleich  P'  aus  seiner  neuen  Lage  nach 
P"';  dann  muss  bei  umgekehrter  Reihenfolge  F  zuerst  nach  P'"  und 
gleichzeitig  P'  nach  P"  geführt  werden,  und  dann  vermöge  unserer 
involufcorischen  Bewegung  P'"  nach  P",  P"  nach  P'"  gebracht  werden, 
d.  h.  die  Punkte  P"  und  P'"  bilden  ebenfalls  ein  Paar  unserer  aus- 
gezeichneten Involution.  Jede  Verschiel)ung  einer  Geraden  in  sidi: 
ist  daher  äquivalent  mit  einer  linearen  Verwandtschaft,  bei  welcher  eine 
bestimmte  auf  der  Geraden  gegebene  Involidion  mit  imaginären  Doppel- 
clemenlen  in  sich  transformirt  mrd.  Eine  solche  Involution  kann  aber 
nach  von  Staudt's  Theorie  des  Imaginären  (vgh  p.  106),  welche 
bei  unseren  jetzigen  Voraussetzungen  unverändert  fortbesteht,  bei  der 
analytischen  Behandlung  durch  ihre  imaginären  Doppelel erneute  voll- 
kommen ersetzt  werden;  tvir  können  demnach  auch  sagen,  dass  hei 
jeder  Verschiebung  einer  Geraden  in  sich  zwei  besUmmte,  einander  con- 
jugirte,  imaginäre  Punkte  fest  bleiben.  Analytisch  ist  somit  die  Ver- 
schiebung wieder  durch  Gleichung  (2),  p.  464  dargestellt,  wenn  jetzt 
Aj,  Aj  zwei  conjugirt- imaginäre  Grössen  bezeichnen;  man  muss  nur 
auch  ft  als  eine  complexe  Zahl,  und  zwar  als  eine  solche  mit  dem 
absoluten  Betrage  Eins  annehmen.  In  der  That,  setzen  wir 
Ai  =!  A'  -f  iA",  A^  =  A'  ~  iA",  (t  =  ^'  -}-  '/t". 
so  erhält  man  durch  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  aus  der 
angeführten  Gleichung  (2): 

[({  -  A')(«  -  A')  +  A"'](l  -  p-)  -  A"(i  -  x)f"  -  0, 
[(I  -  A')(^  -  A')  +  ^"V  -  A"(l  -  x)a  +  (.')-  0; 

und  diese  beiden  Gleichungen  sind  immer  und  nur  dann  mit  einander 
verträglich,  wenn  fi'^  -\-  ft"^  =  1.  ist.     Um  wieder  zu  einem  Maasse 
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für  die  Grösse  der  Bewegung,  und  somit  für  die  Entfernung  aweier 
Punkte  zu  kommen,  haben  wir  also  [i  gleioli  e  hoch  einer  rein  ima- 
ginären Zahl  zu  setzen;  nach  Gleichung  (3),  p.  465  wird  dann  die  Ent- 
fernung r  zweier  Punkte  x  und  §: 
,o   \  -t  1       I  —  A' —  jA"    X —■  A' 4- iA" 

(3a)  r  =  ,*log  f^^v+l/r  '  =, --A'  -  iA'" 

eine  Gleichung,  welche  sich  von  der  früheren  nur  dadurch  untor- 
scheidet,  dass  h  durch  ih  ersetzt  ist. 

Wir  werden  daher  aUe  in  der  liyperhöUschen  Geometrie  gemachten, 
ScMüsse  und  Formeln  auf  die  dliptisehe  iS>&rtragen  Tiönnen,  wmtn  wir 
von  muei  conjiigirt  imagimrim  statt  von  sswei  reeUert  unendlich  fernen 
Pui^äen  einer  Geraden  sprechen  und  überall  ik  an  Stelle  von  h  schreiben. 
Wir  geben  deshalb  im  Folgenden  die  wichtigsten  Formeln  (bezeichuet 
mit  den  entsprechenden  Nummern),  ohne  die  Beweise  an  wiederholen. 

Um  zur  Behandlung  der  ebeuen  Geometrie  zu  gelangen,  müssen 
wir  noch  folgende  Festsetzung  machen:  Vermöge  &,ner  Bewegung  der 
Ebene  in  sich  soll  die  ausgescichnete  Involution  jeder  Geraden  in  die 
entsprechend  amgemchnete  Involution  einer  anderen  Geraden  ObergeJien, 
A.  h.  die  imaginären  unendlich  fernen  Punkte  der  einen  werden  mit 
den  imaginären  unendlich  fernen  Punkten  dei  anderen  zur  Deckung 
gebracht.  Hieraus  folgt,  dass  ein  gewissei  imaginärer  Kegelschnitt 
(Ga)  %y.  =  \), 

der  im  Folgenden  kurz  als  „Pundamentalkegclochnitt"  bezeichnet 
werden  soll,  bei  jeder  Bewegung  in  sich  übergeht;  und  die  Ent- 
fernung r  zweier  Punkte  x  und  y  wird: 


(7  a)  r  =  i/dog    ^^       *-  J-J^^— £1^; . 

Die   Gleichung   eines  Kreises    mit    dem  Radius   r   und    dem  Mittel- 
punkte y  ist  demnach: 
(8a)  %:,  %y  —  (cos  ^y  ül,j  =  Q. 

Die  Formel  für  das  Bogenelement  wird: 

(10a)  ^  = «L^ 

Der  Kreis  erscheint  wieder  als  Kegelschnitt,  welcher  den  Fuiida> 
mentalkegel schnitt  in  zwei  imaginären  Punkten  berührt.  Die  ima- 
ginären Tangenten  des  letzteren  in  den  Berührungspunkten  schneiden 
sich  im  „Mittelpunkte"  des  Kreises.  Die  Verbindungslinie  der  Be- 
rührungspunkte  ist  reell;  in   der  hyperbolischen  Geometrie  gehörte 
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sie  zu  den  „idealen"  Geraden  der  Ebene;  von  solchen  kann  hier  aber 
keine  Rede  sein,  denn  jedem  reellen  Werthe  der  Coordinaten  ent- 
spricht auch  ein  wirklicher  Punkt.  Führen  wir  also  den  Kreis  durch 
eine  Drehung  um  seinen  Mittelpunkt  in  sich  über,  so  wird  gleich- 
zeitig die  zugehörige  Berührungssehne  (Polare  des  Mittelpunktes  in 
Bezug  auf  den  Pundamentalkegelschnitt)  in  sich  fortbewegt.  Jede 
Bewegung  der  Ebene  "kann  somit-  gleichmUg  als  Drehung  um  dnen 
festen  Fwikt  und  als  Verschiebung  nach  einer  festen  Geraden  aufyefasst 
werden.  Grenzcurven,  d.  i.  Kreise  mit  unendlich  fernem  Mittelpunkte, 
kommen  in  der  elliptischen  Geometrie  nicht  vor,  da  es  keine  unend- 
lich fernen  Punkte  gibt. 

Sucht  man  ein  Maass  für  die  Grösse  der  Drehung,  so  wird  man 
wieder  auf  den  Begriff  des  Winkels  zweier  Geraden  u,  v  gefuhrt; 
derselbe  ist  durch  Gleichung  (14),  p.  474  gegeben,  worin  h'  wieder 
eine  reelle  willkürliche  Constante  bedeutet 

Für  den  Umfang  5*  eines  Kreises  vom  Radius  r  finden  wir 

(17.)  ^_3«<,m=!j. 

Durch  Eini'ührung  rechtwinkliger  Coordinaten  kann  man  insbesondere 
die  Gleichung  des  Fundamentalkegelschnittes  auf  die  Form 

(21a)  V  +  ^a^  +  ^^^^-Z  =  ■*'=" 

bringen.  Jedem  Punkte  der  Ebene  entsprechen  damit,  wenn  ^j, 
x^,  %  als  gewöhnliehe  Coordinaten  im  Eaumo  gedeutet  werden, 
Siflei  auf  demselben  Durchmesser  gelegene  Punkte  eines  gewissen  Ro- 
tation seil  ipsoides.  Auf  das  von  den  Durchmessern  gebildete  Strahlen- 
bündel ist  die  Ebene  aber  eindeuiig  abgebildet;  den  Punkten  des 
Fundamentalkegelsehnittes  entsprechen  die  Erzeugenden  des  vom 
Mittelpunkte  ausgehenden  imaginären  Asymptotenkegels. 

Für  metrische  Rechnungen  besonders  brauchbar  sind  die  homo- 
genen Coordinaten  |,  1),  S,  welche  sich  durch  die  Abstände  ^,  q,  r 
des  Punktes  von  den  Axen  'ij  =  0,  ^  =  0  und  vom  Anfangspunkte 
in  folgender  Weise  darstellen  lassen. 

(27a)  |_2ismfj,     ,-2*sml,     S-Cos^j 

zwischen  ihnen  besteht  dann  die  Identität 

(28a)  §'  +  l'  +  47i;^£^  -  4P  =  0. 

Zu  den  Grundformeln  der  Trigonometrie  führt  wieder  die  Betrach- 
tung der  Bewegungen  unseres  ebenen  Punktsystems,  d.  h.  die  Unter- 
suchung der  linearen  Transformationen  des  Fundamentalkegelsehnittes 
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in   sich.     Wir   stellen   hier   nur   die  Hauptformeln    zusammen,   und 
zwar  füi'  eia  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  h,  c  und  den  Wiakeln  a,  ß,  y: 

(3!Ja)       siü  -^  :  sin  -gT  :  sin  ^  =  sin  ^p  ;  sin  ^  :  sin  ^^, 

(37.0     »»'  2°,-  -  <x"  ^  ""  rt-  +  «"  zT  ™  ¥f  ™  ä  • 

(4U)  tilg  i  (sin  ^  -  lang  A  cos -i  cos  --?-,)  =  ta,g  A  sin  ^J . 

Die  Einführung    von   Polarcoordinaten    r,  ip    geschieht   mittelst   der 
Formeln: 


Von  denselben  kann  man  z.  B.  wieder  Gebrauch  machen  zur  Berech- 
nung des  Flächeninhaltes  F  eines  Dreiecks  mit  den  Winkeln  a,  ß,  y; 
man  findet  dann 
(71a)  I.-=«.(^ii  +  ^-.). 

Der  Inhalt  wird  stets  durch  eine  positive  Zahl  gemessen*);  in  der 
ellipUscken  Geomekie  ist  daher  die  Swmme  der  Winicel  eines  Dräecks 
grösser  als  2/c'äi:**),  entsprechend  dem  analogen  Satze  für  das  sphä- 
rische Dreieck, 

Steigen  wir  von  der  Ebene  zum  Räume  auf,  so  tritt  an  die 
Stelle  des  imaginären  Pundamentalkegelschuittes  eine  imaginäre  Fun- 
damentalfläche  zweiter  Ordnung,  wenigstens  vorausgesetzt,  dass  man 
wieder  festsetzt,  jede  Ebene  werde  durch  eine  Bewegung  stets  wieder 
in  eine  Ebene  übergefKhrt,  und  die  ausgezeichnete  Involution  einer 
jeden  Geraden  gehe  in  die  entsprechend  ausgezeichnete  Involution 
der  neuen  Geraden  über.  Die  Bewegungen  sind  analytisch  darge- 
stellt durch  die  reellen  linearen  Transformationen  der  Fundaraental- 
fläche  in  sich;  aus  unseren  früheren  Untersuchungen  entnimmt  man 
sofort,  dass  hier  folgende  Falle  zu  unterscheiden  sind: 

1)  Nr.  1,  p.  361.  Die  allgemeinste  Art  der  Bewegung.  Bringt 
.man  die  Gleichung  der  Fundamentalfläche  auf  die  Form 


*)  Üei  Figuren,   deren  Uiufang   sich  solbet  durclisetzt,   kann  es  unter  Um- 
ständen niitzlicli  sein,  dem  Fläche nintalte  einzelner  Theile  das  negative  Zeichen 
KU   geben;    vgl,   Möbins,    Gesammelte   Werke,    Bd.  2,    p.  188  ff.    und    Gauss, 
Disfiuisitionea  generales  circa  superficies  ourvas,  art.  6  (Werke,  Bd.  i). 
**)  Vgl.  Eiemann,  a.  a,  0.  (Geeammelte  Werke,  p.  265). 
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(Ib)  x,^  +  3^/  +  V  +  4Ä^V  =  0, 

so  ist  (He  Bewegung  durch  folgende  Formeln  dargestellt 

IsCosK  +  gsSin«,         »1=      |iCos«4-2HiS: 


(2L) 


-  ggsina  ~\~  Igcoa«,     21ix^=  —  lisina  +  Sftl^cosff. 


Jeder  Punkt  bleibt  hierbei  auf  derjenigen  Fläche  des  Büschels 
(Ä)  a;/  +  x^^  —  i.^  {x^^  +  4^^a;/)  =  0 , 

welche  durch  ihn  hindurchgeht,  und  besehreibt  auf  ihr  eine  projecU- 
viscJte  SchraubmUniej  dargestellt  durch  die  Gleichungen; 

aig  =      y^cosna-}-  ygsmnu,      ic,  =     'y^cosna-{'2J£y^sran(i, 
^     ^  3:3  ==  — y^sinwö  +  ygcoswß,  ^hx^  =  —  y^siana-\-2ky^cosna, 
wobei  n  einen  Parameter  und  die  yi  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes   der  Cur?e   bedeuten.     Die   Bewegung  kann   als   Schrauben- 
bewegung   sowohl   um    die   Ase   X2  =  0,   x^  =  0,    als   um    die    Axe 
Xi  =  0,  x^  =  0   aufgefasst  werden.     Von  keiner  dieser  beiden  Axen 
werden  die  Flächen  des  angegebenen  Büschels  reell  geschnitten.    Be- 
merkenswerth  ist,   dass   diese  Flachen  reelle  Ersengende  besiigm;    die 
eine  Schaar  wird  z.  B.  durch  die  Ebenen  des  Büschels 
(B)  (x^  -  Xx,)  +  {i{x,^  -  2llx,)  =  0 

ausgeschnitten. 

2)  l^r.  3,  p,  363.  Im  vorigen  Falle  ist  k  =  0  zu  nelimen.  Die 
Bewegung  besteht  in  einer  Verschiebung  länge  der  Axe  iCjj^O, 
x^  =  0,  bei  welcher  sich  alle  Punkte  auf  Kegelschnitten,  die  den 
Fundamentalkegelschnitt  ihrer  Ebene  je  in  zwei  imaginären  Punkten 
berühren,  d.  h.  auf  Kreisen,  bewegen.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise 
liegen  auf  der  Axe  ifj  =  0,  3"^  =  0  Die  Bewegung  kann  auch,-  da 
hier  von  idealen  (:ieraden  kerne  Kede  ist,  als  Drehung  um  die  letztere 
Axe  aufgefasst  weiden 

3)  2^)  5,  p  3GJ:  Im  eisten  Falle  ist  a  =  a  zu  nehmen.  Auf 
der  Fundamental  fliehe  wiid  jede  Eizeugende  der  einen  imaginären 
Schaar  in  sich  ubeigetuhit  Die  Funkte  des  Raumes  bewegen  sich 
wieder  auf  den  Hachen  des  BusLhels  (A),  auf  denen  es  reelle  Er- 
zeugende gibt  DasB  auf  jedei  diesei  Flächen  von  den  Erzeugenden 
der  einen  Ait  jcde  fui  sich  ungeiudeit  bleibt,  erkennt  man  am  Ein- 
fachsten durch  Einfühlung  dei  fest  bleibenden  imaginären  Ebenen,' 
die  sich  m  den  reellen  Eizcugenden  schneiden.  Die  Fläche  (Ä)  näm- 
lich wird  auch  erzeugt  dui<.h  die  Schnitte  entsprechender  Ebenen 
ans  den  beiden  3mag,inaren  Büscheln 

K  +  '"^3  +  »"^(-^i  +  '^i^-^i^i)  =  0, 

l{a\  —  2ilx,,)  +  v{x^^  —  ix^)  =--=  0, 
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in  denen  (für  a  =  a)  jede  einzelne  Ebene  ungeändert  bleibt.  Alle 
Ponkte  einer  und  derselben  Fläcbe  (Ä)  haben  gleichen  Abstand  von 
jeder  der  beiden  Axen  der  Bewegung,  da  sie  gleichzeitig  mit  diesen 
iu  sich  bewegt  werden.  In  der  elliptischen  Geometrie  kann  man 
daher  reelle  Gerade  angeben,  deren  Punkte  von  einer  gegebenen 
Geraden  eine  constante  Entfernung  haben*);  dieselben  liegen  aber 
nicht  mit  der  letzteren  in  einer  Ebene,  sondern  bilden  eine  gewisse 
Fläche  zweiter  Ordnung  (vgl.  p.  510  f.). 

Bewegungen  auf  Grenzflächen  kommen  in  der  elliptischen  Geo- 
metrie nicht  in  Betracht. 

Die  nähere  Untersuchung  der  Rotationen  um  einen  Punkt,  d.  h. 
der  Bewegungen  einer  Kuge!  in  sich,  würde  zu  den  Formeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  hinführen,  hei  welcher  eine  gerade  Linie 
in  der  Ebene  ersetzt  wird  durch  einen  gi'össten  Kreis  (d.  i.  einen 
Diametral  schnitt)  auf  der  Kugel.  Der  Winkel  zweier  grössten  Kreise 
ist  gleich  dem  von  ihren  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel,  wird  also 
gemessen  durch  das  Doppel  Verhältnis  dieser  Ebenen  und  der  beiden, 
durch  ihre  Äxe  gehenden,  imaginären  Tangentialebenen  der  Punda- 
mentalfläche,  Die  letzteren  berühren  auch  den  vom  Kugelmittel- 
punkte aus  an  die  Fundamentalfläche  zu  legenden  imaginären  Tan- 
gentenkegel. Die  metrische  Geometrie  in  dem  durch  den  Kugel- 
mifetelpunkt  bestimmten  Ebenenbündel  steht  also  der  elliptischen 
Geometrie  der  Ebene  vollkommen  dualistisch  gegenüber;  dem  imagi- 
nären Fundamentalkegelsehnitte  der  Ebene  entspricht  der  soeben 
erwähnte  imaginäre  Tangentenkegel,  überhaupt  einem  Punkte  der 
Ebene  ein  Strahl  des  Bündels,  einer  geraden  Linie  der  Ebene  eine 
Ebene  des  Bändels.  Die  Entfernung  aweier  Punkte  auf  der  Kugel, 
d.  i.  der  zwischen  ihnen  liegende  Bogen  des  durch  sie  bestimmten 
grössten  Kreises,  wird  nach  Gleichung  (15)  und  (16),  p.  475  gemessen 
durch  den  Winkel  der  beiden  Radien,  welche  die  Punkte  mit  dem 
Mittelpunkte  verbinden;  und  zwar  ist 


--^  =  R  aresin 


(™^)  =  .l'- 


wenn  s  die  Läi^e  des  Bogens,  r  den  Radius  der  Kugel,  ip  den  zu- 
gehörigen Winkel  bedeutet.  Nun  geht  hei  der  besprochenen  dua- 
listischen  Uebertragung    die    Entfernung   zweier    Punkte,    berechnet 

*)  Cliffoi'd,  welcher  die  leelle  Existenz  solchei'  Geriiden  -  Systeme  in  der 
ellipÜBchen  Geometi-ie  zuerat  hetvorhoh  (a.  a.  ü,  vgl.  oboa  p.  371},  bezeichnet 
sie  doshalh  als  Systeme  von  Parallellinien. 
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nach  den  Gesetzen  der  ebeßen  elliptischen  Geometrie,  über  in  den 
Winkel  zweier  Strahlen  unseres  Bündels,  Die  Seiten  und  Winkel 
eines  ebenen  Dreiecks  geben  die  Ebenen  and  Kanten  einer  dreiseiti- 
gen Ecke.  Zwischen  dm  Winkeln  ärmer  IHametr<ü^>m^i  unserer  Kugel 
und  den  Neigv/ngen  ihrer  drei  Schnittlinien  bestehen  daher  genau  die- 
.selben  Kelationen,  wie  in  der  elliptischen  Geometrie  zwischen  den  Seiten 
und  Winheln  eines  IDreiecks;  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jetzt  in 
den  betreffenden  Gleichungen  die  beiden  willkürlichen  Constanten  /c 
und  k'  einander  gleich  (nämlicK  ==  7c')  zu  nehmen  sind,  denn  wir 
haben  die  Neigung  zweier  Geraden  und  den  Winkel  zweier  Ebenen 
mit  einander  direct  vergleichbar  gemacht  durch  die  Festsetzung,  dass 
der  Winkel  zweier  sich  schneidenden  Geraden  gleich  sein  soll  dem 
Winkel  zweier  Ebenen,  die  zur  gemeinschaftlichen  Ebene  der  beiden 
Geraden  senkrecht  stehen  (p.  498). 

Den  Winkel  zweier  Strahlen  fanden  wir  soeben  proportional  zu 
dem  zugehörigen  Kreisbogen  auf  der  Kugel;  ferner  sind  die  oben 
mitgetheilten  Formeln  {33a),  (37  a),  (41a)  der  elliptischen  Ti-igono- 
metrie  identisch  mit  den  entsprechenden  Formeln  der  gewöhnlichen 
sphärischen  Trigonometrie,  wenn  2k'  =  1  und  2k  gleich  dem  Radius 
der  Kugel  genommen  wird.  In  der  elliptischen  Geometrie  gelten  daher 
fwr  das  sphärische  Dreieck  Formeln  von  gam  demselben  Charakter,  wie 
in  der  elementaren  sphärischen  Trigonometrie;  und  zwar  bleiben  die 
Formeln  (33a),  (37a),  (41a)  bestehen,  wenn  man  in  ihnen  nur 
unter  a,  i,  c  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks,  unter  a,  ß,  y  die 
zugehörigen  Winkel  versteht,  und  wenn  2k  ersetzt  wird  durch 
2hsm-^-  Durch  blosse  Messung  geodätischer  Dreiecke  auf  der 
Kugel,  etwa  auf  der  Erdoberfläche,  kann  daher  ein  Unterschied 
zwischen  der  Euclidischen  und  der  elliptischen  Geometrie  nicht 
festgestellt  werden;  wohl  aber  muss  sich  dieser  Unterschied  beim 
Verlassen  der  Kugel,  d.  h.  bei  Constructionen  im  freien  Räume,  wie 
sie  die  Astronomie  auszufahren  hat,  geltend  machen. 

Für  zwei  sich  nicht  sehneidende  gerade  Linien  drucken  sich 
Neigung  und  kürzester  Abstand  wieder  gemäss  den  Gleichungen  (21), 
p.  508  aus,  wenn  in  ihnen  2h  an  Stelle  von  2ki  geschrieben  wird. 
Es  ist  aber  hervorzuheben,  dass  es  jetd  zwei  gerade  Linien  gibt,  welche 
m  zwei  gegebenen  Geraden  senkreM  stehen,  denn  jeder  der  beiden  Lö- 
sungen der  entsprechenden  algebraischen  Aufgabe  entspricht  jetzt, 
da  ideale  Gerade  nicht  in  Betracht  kommen,  eine  wirkliche  Linie 
des  Raumes.     Dabei  wird  die   auf  der  einen    von   ihnen    gemessene 
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kürzeste  EntfernuDg   multipHcirt  mit  -r?  direct   gleich    der 
der  beiden  gegebenen  Geraden. 

Um  eine  Unters chei dang  zwiachea  Neigung  und  kürzester  Ent- 
fernung zu  ermöglichen,  können  wir  etwa  festsetzen,  dass  als  Maass 
der  Neigung  von  den  heiäen  in  (21)  vorkommenden  Grössen 


■if)   "»^  ''{-if) 


■  hmuM  werdeil  soll;  möge  läieseibe  mit  r^  bezeiclmet 
werden,  so  ist  für  zwei  sieh  schneidende  Linien  dann  stets  die  kür- 
zeste Entfernung  r^  gleich  Null,  die  Neigung  aber  (wenn  nicht  beide 
Linien  zusammenfallen)  von  Null  verschieden.  Nur  in  dem  Falle, 
wo  beide  Wurzeln  von  (19)  zaeammenfalien,  können  wir  zwischen 
Neigung  und  kftrzester  Entfernung  nicht  unterscheiden;  dass  dieser 
früher  näher  besprochene  (p.  509)  Fall  in  der  elliptischen  Geometrie 
für  reelle  Geraden  eintreten  kann,  zeigt  die  bereits  hervorgehobene 
Möglichkeit  einer  Bewegung,  bei  der  alle  Punkte  des  Raumes  auf 
geraden  Linien  fortschreiten  (p.  Ö20  f.).  Die  Bedingung  (22)  dagegen 
kann  in  der  elliptischen  Geometrie  nicht  durch  reelle  Gerade  erfüllt 
werden;  denn  setzen  wir  ^^^  =  x^  +  ^^  +  i%^  +  ^/,  so  wird 

in   bekannter   Weise  kann   daher   auch   die   linke  Seite   von  (22)  als 
Summe  von  Quadraten  dargestellt  werden. 

Unsere  Untersuchungen  haben  gezeigt,  wie  bestimmte  Voraus- 
setzungen über  die  Natur  derjenigen  analytischen  Transformationen, 
die  wir  als  Bewegungen  bezeichnen,  auf  bestimmte  Vorstellungen 
über  das  Verhalten  der  unendlich  fernen  Raumpunkte  hinführen,  wenn 
man  von  den  Grundbegriffen  der  projeetivischen  Geometrie  ausgeht. 
Durch  die  getroffenen  Pestsetzungen  über  das  unendlich  Ferne  war 
in  jedem  Falle  (nämlich  der  hyperbolischen,  der  elliptischen  und  der 
parabolischen  Geometrie)  auch  eine  eigenthümliche  Gestaltung  der 
metrischen  Geometrie  gegeben.  Umgekehrt  kann  man  natürlich  von 
irgend  einem  metrischen  Satze,  der  in  den  verschiedenen  Geometrieen 
verschieden  lautet,  ausgehen,  um  dann  von  ihm  auf  das  Verhalten 
der  unendlich  fernen  Punkte  und  damit  auf  alles  Ändere  zu  sehliessen, 
so  z.  B,  von  dem  Satze  über  die  Summe  der  Winkel  eines  gerad- 
linigen Dreiecks  (vgl.  p.  494  und  519).  In  diesem  Sinne  charakte- 
ristisch für  jede  der  drei  Geometrieen  ist  auch  der  analytische  Aus- 
druck für  das  Quadrat  des  Bogenelementes  äs,   wie   von  Kiemann 
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zuerst  bemerkt  ivorden  ist*).  Um  die  von  uns  gefundenen  Wertlie 
(ji.  471  und  517)  mit  dem  Biemaan'selien  Werthe  in  Ueberein- 
stimmung  zu  bringen,  müssen  wir  nocli  eine  Transformation  vor- 
nelimen.  Rei  Einführung  rechtwinkliger  Coordinaten  war  in  der 
byperbolisclien  Geometrie  (vgl.  p.  478) 

ds^  =  dx^^  +  dx^^  +  ^^^  —  Alt^dx^, 
wobei 

«.=.  =  x^"  +  ic,'  +  «/  —  Als?x^  : ih^ 

angenommen  wurde.     Wir  setzen  nun 


dann  wird 
und: 


{x,  +  1)  (x'  +  ,/  +  0')  =  ler  fe,  -  1) 

dx'  +  dy'  +  d 


<ls^  = 


(1  +  '.)•  • 

^  +  äij^  +  dz^ 

<'='  ■"         [■-lÄ-.<-  +  »'  +  4' 

Dieses  ist  dei  von  Ki  minn  ohne  Beweis  mit^^Lth eilte  Au  diad 
Be'iondeia  bemeikeuswetth  ist  die  Äit  und  Weise  wie  nit-li 
Gleichung  fC)  die  Grosse  Ä.  m  das  Bo_,entkmGnt  d  e  ngcht  es  hm^t 
dies  tüi  die  Ebene  auFs  Engste  mit  dem  von  Giuss  emgeluhiten 
Begrifte  des  Kinmmungsmaassc=!  einei  11  ehe  zusammen     Denkt  mau 

*)  In  dem  1  ereits  oben  (p  46Sj  eiwlliaten  Aufsitze  welche  1854  dei 
1  bilosopliischon  Pacultat  zu  Gottingen  vorgeha(,ea  wiide  stellt  eich  Riem-kün 
die  Aufgabe,  auf  Grund  verschiedene!  Annahmen  nber  das  Bogenelement  die 
verschaedenen  Möglichkeiten  fui  die  Entwicklung  der  Metrik  aa  eiöitern  und 
fugte  BO  dei  Bcboß  früher  bekanaten  hyperbolischen  (jeemetne  die  elh^  tische 
hinzu  jede  gleichseitig  duich  das  zugehötige  Etun  m  ingsmaass  ciiaraktensiin  d 
wie  es  im  Texte  «ogleicb  nch  erörteit  weiden  soll 

■*-^)  D  e  benutzte  Subst  tution  st  vou  KiUmg  (a  a  0  p  2S1)  augegeben 
bie  st  lu  den  Unteiauoliungen  von  Bplttami  unpliute  enthiltpn  (Äunj,b  di 
matemitici    bene  II  t  2    1868}     Die  von.  Letzterem  ssx  Giuude  gelegte  Foimel 

t'Ä»=  =  4P(<f^=  +   ;.!'+   ?£   +  U^ 
ei^ibt       h  mittelbt  dei  Snbstitntion 

^ai|  ^%]-n  ^  27s  _  1 

wobei  dann  ^'  +  ij"  +  J^  +  t^  ^=  1  wird.  Auch  für  gewisse  Untereuchungen 
der  Fimetionentheorie  sind  die  Torstellungen  der  nicht-Euclidisoben  Geo- 
metrie von  Nutzen  geweaea,  insbesondere  die  Formeln  für  dan  Linien-  uud 
Fläcbenelement  in  der  Ebene;  vgl.  Poin c ar ö ,  Acta  matlicmatica ,  ßd,  1 , 
p.  203,  1882. 
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sicL  im  Euclidiscbeii  Baume  die  Coordinateii  g,  r/,  t,  eines  Punktes 
der  gegebenen  Oberfläche  als  Functionen  zweier  Parameter  u,  v  dar- 
gestellt, so  wird 

ds^  =  ä^^  +  clTj^  -h  dt^  =  Edu^  +  2Fdiidv  +  Gäv^, 
■wo  E,  F,  Gr  bekannte  Functionen  von  m  und  i;  sind.  Das  „Krüm- 
mungsmaass"  K  der  Fläche  leitet  sieb  aus  diesen  Functionen  durch 
gewisse  Djfferentiationsprocesse  ab  und  hat  die  Eigenschaft,  eich  bei 
beliebigen  Transformationen  der  Variabein  m,  v  nicht  zu  ändern;  es 
ist  also  eine  „absolute  Invariante"  gegenüber  allen  Ooordinatentrans- 
formationea  auf  der  Fläche.  Durch  die  Gleichung  u  ^  Const.  und 
V  ^  Conat.  werden  auf  der  Fläche  zwei  Curvensysteme  bestimmt; 
dieselben  sind  zu  einander  rechtwinklig*),  wenn  F  verschwindet;  in 
diesem  Falle  bat  man  nach  Gauas*^"*) 

47f(i.ö-Z.T  =  7i[|f|f+(||)'] 

+  «[1111  + (11)1 

Wenden  wir  dies  auf  den  in  (0)  gegebenen  Werth  von  ds^  an,  indem 
wir  uns  auf  die  a;j;-Ebene  beschränken,  also  s  und  dz  gleich  Null 
nehmen,  so  ist  u  durch  x,  v  durch  y  zu  ersetzen;  os  wird 

E=G  =  -„  ----l-T-—,, 
ik'~  (x-'  +  if)' 

und  mau  findet 

Für  die  hyperbolische  Geometrie  der  Ebene  mrd  daher  dmselhe  Aus- 
dmcli  des  Idnienel&nentes  henvi0tj  wie  für  die  EnkUdische  Geomekie  auf 
einer  FlÖcfte  von  txmstantem,  negativem  Krümmimgsmaasse.  Äehnliches 
gilt  für  den  Raum,  wenn  man  den  Begriff  des  Krümmungsmaasses 
mit  Riemann  auf  Mannigfaltigkeiten  von  mehreren  Dimensionen 
erweitert***);    die  hyperbolische   Geometrie    des   Raumes   deckt  sich 


*)  Ein  Beispiel  geben  die  elliptischen  Coordiniiten  auf  den  Mittel  punkta- 
flächen  zweiter  Ordtmug;  vgl.  oben  p.  289  ff. 

**)  Disqnisitionea  geüeralea  circa  superficies  eurvaa,  Abhandlungen  der 
Göttinger  Qeaellachaft  der  Wisaenachafteu,  Bd.  6,  1828,  att.  7  ff.  (Werke,  Bd.  4). 

***)  Eür  die  Theorie  läieaes  allgemeineren  KrümmuugsmaasBes  sei  auf  die 
Arbeiten  von  Christoffel,  Lipsehita,  Kroneckerj  Schering,  Bee^, 
C.  Jordan  verwiesen  (vgl.  Killing  a.  a,  0.),  ferner  auf  die  Noten  Dede- 
kind's  au  Eiemann's  Ges.  Werken,  und  Schur,  Math.  Annalen  Bd.  27,  188G. 
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d&nn  im  Wesentlichen  mit  der  metrischen  Euclidischen  Geometrie 
auf  einem  dreidimensionalen  Gebilde,  welches  als  in  einem  Eaume 
von  vier  Dimensionen  liegend  zu  betrachten  ist  (vgl.  p.  513  f.). 

Für  die  elliptische  Geometrie  gelten  dieselben  Betrachtungen 
und  Rechnungen;  es  ist  nur  ^F  durch  h^  au  ersetzen.  Das  Bogm- 
element  der  elUptisckm  Ebene  ist  daher  dasselbe,  wie  das  Sogenelemetit 
der  JEJuclidischen  Geometrie  auf  einer  Fläche  von  constanletn,  positivein 
Krümmmigsmaasse.  Als  einfachste  Fläche  dieser  Art  können  wir  die 
Kugel  vom  Radius  2Ic  zu  Grunde  legen;  die  kürzesten  Linien  auf  ihr 
müssen  zu  denselben  metrischen  Relationen  Veranlassung  geben,  wie 
die  geraden  Linien  in  der  Ebene  der  elliptischen  Geometrie;  denn 
nach  Beltrami  lassen  sich  auf  jeder  Fläche  von  constantem  Krüm- 
mungsmaasse  die  kürzesten  Linien  durch  lineare  Gleichungen  dar- 
stellen. So  wird  es  verständlich,  dasa  ftlr  die  elliptische  Geometrie 
dieselben  trigonometrischen  Formeln  gelten,  wie  für  die  gewölmliclie 
sphärische  Trigonometrie  auf  einer  Kugel  vom  Radius  2k.  Es  ist 
nur  zu  beachten,  dass  die  Grösse  2Js  für  die  Kugel  eine  wesentliche 
Bedeutung  hat,  nachdem  im  Euclidischen  Räume  die  Einheit  des 
Läogenmaasses  festgelegt  ist.  Kugeln  von  verschiedenem  Radius  sind 
eben  wesentlich  verschieden;  man  darf  hieraus  aber  nicht  schliessen, 
dass  es  nun  so  viele  verschiedene  elliptische  Geometrieen  gibt,  als 
man  der  Constanten  h  verschiedene  Werthe  beilegen  kann.  In  der 
That  ist  schon  früher  hervorgehoben,  dass  sie  gana  willkürlich  ge- 
wählt werden  darf,  und  die  folgenden  Ueberlegungen  werden  dieses 
noch  näher  zeigen. 

Ersetzen  wir  in  (C)  wieder  k^  durch  —  h^,  so  gilt  dieselbe 
Formel  für  das  in  entsprechender  Weise  transformirte  Linienelement 
der  hyperbolischen  Geometrie.  Die  letztere  findet  daher,  insofern 
man  sieh  auf  die  Ebene  beschränkt,  ihre  anschauliche  Interpretation 
auf  einer  Fläche  von  negativem,  constantem  Krümmungsmaasse;  und 
zwar  sind  dabei  die  geraden  Linien  der  hyperbolischen  Ebene  zu 
ersetzen  durch  die  geodätischen  Linien  der  Fläche  constanten  Krüm- 
mungsmaasses.  Äehnliches  gilt  für  den  Raum*),  wenn  man  den 
Begriff  des  Krümmungsmaasses   auf  mehrere  Dimensionen  ausdehnt. 

Von  den  Sätzen  der  ebenen  elliptischen  Geometrie  können  wir 
uns  auch  ein  anschauliches  Bild  machen,  wenn  wir  die  Geometrie  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  unseres  EiiclidiscTien  Baumes  näher  ins 
Auge  fassen.     In  der  That  liegt  ja  in   dieser  Ebene  der  sogenannte 

*)  Im  Anschluaee  an  Riemann  ist  dies  von  Beltrami  näbec  dureligefahrt 
(a.  a.  0.).  Die  Trigonometrie  auf  den  Fläcben  conetacter  Kriiiamung  entwickelte 
schon  Minding  (18S9,  Crelle's  Journal  Bd.  18,  19,  SO). 
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imaginäre  Kugelkreis,  welcher  unsere  gewöhnliche  Metrik  vermittelt. 
Der  Winkel  zweier  Geraden  wird  in  bekannter  Weise  dnrch  Ver- 
mittlung des  Kugelkreiaea  auf  den  Logarithmus  eines  Doppelverhält- 
üisses  zurückgeführt,  er  ist  eben  gleich  dem  Winkel  irgend  zweier 
durch  diese  unendlich  fernen  Geraden  hindurchgehenden  Ebenen. 
Irgend  zwei  gerade  Linien  der  unendlich  fernen  Ebene  schneiden  sich 
wirklich;  denn  in  ihr  noch  von  unendlidi  fernen  Punkten  zu  reden, 
hat  keine  Bedeutung;  und  sie  achneiden  sieh  nur  in  ei/nem  Punkte, 
obgleich  sie  in  sieh  zurücklaufen  und  somit  als  geschlossene  Curven 
zu  behandeln  sind.  Sich  hiervon  ein  Bild  zu  machen,  ist  unserer 
Anschauung  gänzlich  unmöglich,  denn  zwei  in  der  Euclidisehen 
Ebene  gezogene,  ge-chlosacne  Curven  sehne'den  sich  stets  in  einer 
geraden  Anzahl  von  Pi  nkten  u]n  ^o  n  itzlicl  ei  ist  es  sich  dis  &e 
sagte  noch  in  anderer  Weise  zu  vergej,enw  ii-t  gen  Üie  I  mkte  dei 
unendlich  fernen  Ebene  k  ^nnen  w  i  ms  mit  einem  beliebigen  Punkte 
des  Eaumes  verbunlen  denken  wir  coustiuireu  uns  damit  das  dia 
listische  Gegenbild  der  mendlch  feii  on  Ebene  den  Pmkten  dei 
Ebene  entsprechen  die  Strahlen  eine«  Bündelt,  dem  imi.^maien  Kugel 
kreise  ein  imaginärer  Ke.,el  den  unendlich  feinen  _,eiaden  Iimen 
die  aus  den  Strahlen  jenes  Bür  dels  zu  bildenden  Ebenen  (ebenen 
Strahlbüschel).  Dass  siLh  zwe  Ebenen  nui  m  enet  geralen  Linie 
schneiden,  entspricht  j,euai  der  That^ache  lass  sich  zwei  gerade 
Linien  der  elliptischen  Ebene  nui  einmal  begegnen  die  von  uns  ge 
machten  Voraussetzungen  enthalten  dahei  kernen  mueien  logi  chen 
Widersprach,  obgleich  sich  deiartige  Veihaltn  sse  unseiein  Voi 
stellungs vermögen  entziehen 

Bemerkenswerth  ist  auch  dass  die  elUpftsche  Ebene  duich  eme 
gerade  Linie  nicht  in  nn  getienitte  Gebide  geilegt  loud  die  beiden 
Seiten  einer  geraden  Linie  kann  man  nicht  von  emanlei  untei 
scheiden;  ein  Punkt  aut  dei  einen  Seite  befind(,t  sich  gleichzeitig 
auch  auf  der  anderen  d  h  min  kann  von  jedüm  Pmkte  dei  Ebene 
zu  jedem  anderen  gelangen  ohne  dabei  eme  belieb  g  toi  gegebene 
Gerade  zu  überschreiten*)  Deutlich  wnd  dies  wieder  in  uiiseieni 
Strahlenbündel;    eine  gerade  Lime   liegt  gleichzeitig   auf  jeder   dei 

*)  Von  Möbiu?  (Geeanmette  Werke  Nachla&s  Bd  "  i  ü1<»)  icd  h 
tluclidisclien  Ra.miie  Fluchen  angegeben  die  nw  ete  lit  te  habe  1  h  bei 
denen  man  duroh  eontin  ml  eten  Uebergang  von  der  o)  eren  zur  unteren  Seite 
gelangen  kaJin  (sogenannte  Boppelfl leitet)  vgl  aaeh  Klein  Math  Annalen 
Bd.  6,  p  678  und  Bd  7  x  &*9  ^a  sich  le  elbjtscho  Lbene  ebenso  Verl  dlt 
kann  man  dii  elliptische  Ceometr  e  aueh  mt  derjen  gen  ant  euer  Dojpelfliche 
vergleichen,  wie  es  New  co    b  nusgefuhit  h  t      Cielle  3  Journal    Bd  83   1877 
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beiden  Seiten  einer  Ebene.  Zwä.  Ebenen  des  Bündels  aber  fclieilen 
die  Gesammtlieit  der  Bündelstrahlen  in  zwei  von  einander  völlig  ge- 
trennte Systeme;  zwei  gerade  Linien  der  elliptisclien  Ebene  sehliessen 
dalier  einen  Kaum  ein,  d.  li.  tlieilou  die  Ebene  derartig  in  zwei  Ge- 
biete, dasa  man  von  einem  Punkte  des  einen  nicht  zu  einem  Punkte 
des  anderen  Gebietes  gelangen  kann,  ohne  eine  der  beiden  Geraden 
zu  überschreiten*). 

Es  Hegt  nahe,  statt  der  Strahlen  eines  Bündels  die  Punkte  einer 
coneentrischen  Kugel  zu  betrachten,  statt  der  Ebenen  des  Bündels 
die  grössten  Kreise  der  Kugel.  Zwischen  den  Strahlen  und  Ebenen 
des  Bündels  gelten  die  Formeln  der  für  die  elliptische  Ebene  ent- 
wickelten Trigonometrie  (vgl.  oben  p,  519);  dieselben  übertragen  sich 
vermittelst  des  auf  de^m  imaginären  Kugelkreise  stehenden  Kegels 
auf  die  gewöhnliehe  sphärische  Geometrie;  so  sehen  wir  von  Neuem 
ein,  dass  jene  trigonometrischen  Formeln  mit  denjenigen  der  gewöhu- 
lichen  sphärischen  Trigonometrie  im  Wesentlichen  identisch  sein 
müssen  (p.  522).  Man  darf  deshalb  aber  nicht  die  elliptische  Geometrie 
der  Ebene  als  geradezu  id^itisch  mit  der  spMrischen  Geometrie  be- 
trachten wollen;  die  Beziehung  ist  eben  eine  swetdeutige:  Jedem 
Strahle  unseres  Bündels  entsprechen  zwei  Funkte  der  Kugel;  zwei 
grösste  Kreise  der  letzteren  schneiden  sich  daher  in  zwei  Punkten, 
während  den  entsprechenden  Ebenen  thatsächlich  nur  ein  Strahl 
isf*)      Gleidigulti^    lyt    LS    1  ei   diLSt,i     \.bbddm]  f,    ^\u 


')  Set/t  nnn  d-vliei  fett  daas  zwei  geiade  Linien  kpioen  R^um  einsoUliessPii 
sollen  so  ist  lon  eleu  diei  mögliolien  &eömetin,en  die  elliptische  ausgeBchiedeii 
Dasselbe  witd  erieicht  durch  die  Foideinog,  digs  sich  die  Ebene  ms  Unend 
hohe  au^idehnen  soll  oder  auch  (wie  dei  Text  zeigt)  dmch  die  re^ttetzmig  dasa 
man  m  der  Ehcne  bei  jeder  geraden  Lime  zwei  verschiedene  Seiten  untei 
seh  iden  kann 

*■')  Hieiaut  hat  Klein  heeondeis  hingewiesen  ^Math  AnnaleD  Bd  b  p  12B) 
Eb  ist  dies  um  so  mehi  au  bea:,htfin  als  m.va  nw  der  rxistenz  zweier  ^ohiiifct- 
Ijunlite  von  zwei  groseten  Iireisen  hat  sohiieseen  wollen  [so  thit  es  Beltiimi 
a  a  0  femei  Bidmaua  (Die  Axiome  der  (Teimetiie  Leipzig  l'*77  p  "^3  f ) 
V  H(,lmholtz  (TJeler  den  Ursirung  uod  die  Bedeutung  1er  geoiueti lachen 
Ax  omp  1870  ^oitidge  unil  Beden  Bd  2  Biaunschweig  1881  p  101  Pom 
caie  1  a  U  p  204]  daas  die  Ann  hme  emca  nioht  ins  Unendliche  ansge 
dehnten  (sondern  gleichsam  in  siob  zmucklanfenlen)  Ranmes  unverträglich  sei 
mit  ter  Annahme  nui  eines  Schnittpunktes  zweiei  geraden  Linien  —  Den 
XJntuschied  zwischen  JlnendiiM eii  und  Unbcgicn-ilteit  des  Eainita  hat  hie 
mann  (a  a  0)  hervorgehoV en  Dei  hjpeibolisehe  und  paiabohsohe  Raum 
Bini  owolil  nneidhch  all  nl  gicrzt  lei  elli^t  che  Ea  n  ist  nm  n 
1 egienzt 
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gross  der  Radius  der  Kugel  gewählt  wird.  Für  die  Geometrie  im 
Strahl enbündel  hat  dieser  Radius  keine  Bedeutung;  so  bestätigt  sich 
von  Neuem,  dass  die  obige  Grösse  2/c  vollkommen  willkürlich  bleibt, 
dass  man  also  nicht  von  einem  in  absoluten  Zahlen  angebbaren 
Krümmungsm nasse  der  elliptischen  Ebene  sprechen  kann.  Der  Ge- 
brauch des  Wortes  „Kriimmungsmaass"  deutet  nur  darauf  hin,  dass 
man  aus  dem  für  ds^  aufgestellten  Ausdrucke  einen  constanten,  allein 
von  2k  abhängigen  Werth  erhält,  wenn  man  nach  den  Regeln  der 
gewöhnlichen  metrischen  Geometrie  das  oben  defiuirte  Gauss'sche 
Krümmungsmaass  berechnet  {p.  525).  Also  nur  durch  einen  Ver- 
gleich der  elliptischen  (oder  hyperbolischen)  Geometrie  mit  der  ge- 
wöhnlichen Euclidischen  findet  die  Einführung  jenes  Wortes  seine 
Berechtigung. 

Allerdings  werden  wir  auch  ohne  Benutzung  der  Flächentheorie 
die  Grösse  ~-  jp  als  „Maass  der  Abweichung"  der  nicht-Eucli- 
dischen  von  der  Euclidischen  Geometrie  kennen  lernen,  aber 
immer  handelt  es  sich  um  eine  relative,  nicht  um  eine  absolute  Be- 
deutung der  Grösse,  welche  wir  als  Krümmungsmaass  bezeichneten. 

VII.    Die  Grundlagen  der  parabolischen  oder  Enclidischen 
Geometrie. 

Es  bleibt  uns  noch  der  bisher  ausgeschlossene  Grenzfall  zu  be- 
trachten, iu  welchem  die  Determinante  der  Fundamentalfläche  zweiter 
Ordnung  verschwindet.  Je  nachdem  man  von  Punkt-  oder  vou 
Ebenencoordinaten  ausgeht,  artet  die  Fläche  dann  in  einen  Kegel 
oder  in  einen  Kegelschnitt  aus.  Das  Auftreten  eines  reellen  Kegels 
oder  reellen  Kegelschnittes  schliessen  wir  aus  denselben  Gründen 
aus,  die  uns  veranlassten,  die  Fundamental  fläche  stets  als  eine  nicht 
geradlinige  vorauszusetzen,     Ist    die  letztere    ein    imaginärer  1 


ch  ferner  Punkt  zu,  die  Spitze 
i  geben,  welche  durch  diesen 
den  Punkt  nicht  enthalten: 


so  kommt  dem  Räume  nur  ein  unendl. 
des  Kegels;  es  würde  dann  gerade  Lini 
Punkt  hindurchgehen,  und  andere,  dii 
es  würde  also  nicht  jede  Linie  des  Raumes  in  jede  andere  durch 
Bewegung  übergeführt  werden  können,  und  wir  würden  eine  unserer 
wesentlichsten  Forderungen  fallen  lassen  müssen.  Es  soll  deshalb 
nur  der  Fall  weiter  berücksichtigt  werden,  wo  die  unendiich  ferne 
Fläche  in  einen  imaginären  Kegelschnitt  ausartet,  die  Punkte  der 
Fläche  also  gleichzeitig  die  Ebene  dieses  Kegelschnittes  doppelt  er- 
füllen.   Diese  Ebene  wird  dann  offenbar  zur  unendlich  fernen  Ebene, 

OlBbäeb.Torlesiiiieea.  H.  1,  34 
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jener  Kegelschnitt  zum  imaginären  Kugeikreise  der  Euclidiaclien 
Geometrie, 

Um  den  Grenzübergang  analytisch  zu  verfolgen,  müssen  wir  von 
der  Ebencneoordiiiatengleiclmng  der  Fimda  mentalfläche  ausgehen, 
dean  nur  so  können  wir  clie  Ausartung  in  einen  Kegelschnitt  be- 
werkstelligen.    Es  sei  also 

(1)  ^  ^  Aik  lim  =  M„^  ^  Uß^  =  m/  =  0 

äie  Gleichung  der  B'undamentalJiäche,  und 

die  zugehörige  Gleichung  in  Punktcoordinaten,  ao  stellt  letztere  die 
doppolt  zählende  unendhch  ferne  Ebene  dar  (vgl.  p.  198).  Die  gegen- 
seitige Entfernung  r  zweier  Punkte  x,  y  bestimmt  sich  durch  die 
Formel 


(2) 


VI' 


Hier  verschwindet  der  Zähler  der  rechten  Seite  identisch;  denn  sind 
(Oi  die  Coordinaten  der  unendlich  fernen  Ebene,  so  wird 

Eine  nähere  üeberlegung  zeigt  aber,  dass  sich  auf  der  rechten  Seite 
ein  verschwindender,  von,  x,  y  unabhängiger  Factor  absondern  lässt; 
ersetzen  wir  also  den  unendlich  klein  werdenden  Sinus  der  linken 
Seite  durch  sein  Argument,  so  wvrä  sich  für  das  Verhältniss  sweier 
Entfernungen  doch  em  mdlicher  Werth  ergeben*);  und  lassen  wir  die 
willkörliche  Constante  k  in  passender  Weise  unendlich  gross  werden, 
so  erhalten  wir  auch  für  die  Entfernung  selbst  einen  endlichen  Aus- 
druck. Es  braucht  kaum  daran  erinnert  zu  werden,  dass  eine  ganz 
analoge  Betrachtung  früher  bei  den  sogenannten  Grenzflächen  ange- 
stellt wurde  (vgl.  p.  502  f.). 

Die    entsprechenden   Rechnungen    werden    am    einfachsten    mit 
Hülfe  der  symbolischen  Methode  ausgeführt.     Es  ist  z.  B. 


=  «a/^an 


ßx     ß,     ß. 


*)  So  ist  ea  kii  verstehen,  ■ 
Euclidiaclien  Reomettie  im 
gcosaea  gebe. 
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und  wegen  der  Vertausehbarkeit  von  a  mit  ß  nnd  -y  ergibt  sicli  die 
rechte  Seite  gleich 

In  analoger  Weise  berechnen  sich  die  übrigen  Unterdeterminanten 
A/i,  und  achlieaslich  findet  man 

Sind  die  Symbole  k',  ß',  y'  mit  k,  ß,  y  glcichwerthig,  so  geht  also 
unsere  Formel  für  r  über  in 

Der  Zähler  der  rechten  Seite  ist  auch  gleich 

Y  [{<^ßV!>:)  (a'(5'y'j/)  —  (aßyy)  {a'ß'yx)J, 
und  /jur  weiteren  Umformung   bedienen   wir  uns   der  leicht   zu  be- 
stätigenden Identität 

(aßxy)(a'ß'y'y)  -  {ccyxy){a  ß'y' ß)  -  {yßxy){a' ß'y' a) 
=  {aßxy){aß'y'y)~(aßyy){a'ß-y'x). 
Briieben  wir  beide  Seiten  derselben  zum  Quadrate,   so  erhalten   wir 
rechts   den  gesuchten  Äusdmeh;  links  ergibt  sieh   eine  Summe  ron 
sechs  Termen,  von  denen  drei,  nämlich 

(aßxif  («■?■■,'■,)',     (.•'7':9)'(<''ß'r'ßf     ™<i     (rß':s)(.'''ß'r'')', 
einander  gleich  sind,  während  von  den  drei  übrigen  einer,  nämlich 

2(f.r!cy)(rPx9){<''  ß'r'ßK«'  ß'r'<-), 

identisch  Null  ist,  weil  er  durch  Vertauschung  von  a  mit  ß  sein 
Vorzeichen  ändert,  die  beiden  anderen  sieh  gegenseitig  aufheben. 
Wir  finden  so 

ri^  _  _  _i  (•ißxyn^fr'rr 

wobei  die  rechte  Seite  positiv  ist,  da  der  Determinante  einer  reellen 
Fläche  stets  das  negative  Zeichen  zukommt.  Es  ist  ferner  die  De- 
terminante der  Fläche 


also  auch  wegen  der  Vertausehbarkeit  der  Symbole  gleich 

Vom    Zähler    haben    wir    somit    in    der    That    den    versehwindendet 
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Factor  A  abgesondert.  Lassen  wir  nun  h  unendlich  wachsen,  so 
kann  — -  16Aft^  gleich  einer  neuen  positiven  Constanten  C^  gesetzt 
werden,  so  daaa*): 

Hier  findet  sich  im  Zahler  die  linke  Seite  der  Gleichung  des  unend- 
lich fernen  Kegelschnittes  in  Linien coordinaten,  und  im  Nenner  das 
Produet  <aj^e}^,  wenn  mit  ra  wieder  die  unendlich  ferne  Ebene  be- 
zeichnet wird.  Machen  wir  also  die  letztere  zur  Ebene  3^^  =  0  und 
lassen  ihre  Schnittlinien  mit  den  drei  anderen  Coordinatenebenen 
ein  Polardreieet  in  Bezug  auf  den  Fundamen talkegelschuitt 

«,'  +  »,'  +  »,'  -  0 
bilden,  so  wird 


(4) 

wo  c  eine  Constante  bedeutet.    Wählen  wir  dieselbe  gleich  Eins  und 

setzen 

x^  =  xx^,    x^  =  yx^,    «3  =  sx^,    2/i  =  x^y^,,    y^  =  %%},^,,   y^  =  ^o!/o 

so   entsteht    endlieh    die    fundamentale   Formel    der   Euclidischen 

Geometrie 

(5)  ,>  „  (i  _  I,).  +  (j  ^  y^f  +  (^  -  2.)' . 

Hierin  sind  x,  y,  z  rein  projectiviseb  definirte  B estimmungs stücke ; 
man  erkennt  aber  sofort  ihre  Uebereinstimmung  mit  den  gewohn- 
lichen CartesJschen  Coordinaten.  Die  Ebenen  3:  =  0,  i/  =  0,  2  =  0 
nämlich  sind  zu  einander  rechtwinklig,  weil  ihre  Schnittlinien  mit 
der  Ebene  a;^  =  0  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  den  Fundamental- 
kegelschnitt bilden;  die  Variabein  sind  auch  in  der  gewöbnlicheu 
Weise  metrisch  definirt,  weil  z.  B.  uach  (5)  x  die  Entfernung  des 
Punktes  x,  y,  g  vom  Punkte  x,  0,  0  angibt. 

Die  „specielle  Maassbestimmung"  der  parabolischen  Geometrie 
kann  zu  der  allgemeineren  der  elliptischen  oder  hyperbolischen  auf 
bemerkenswerthe  Weise  in  Beziehung  gebracht  werden.  Denken  wir 
uns  eine  allgemeiue  Maasabestimmuug  (etwa  für  die  hyperbolische 
Geometrie)  gegeben,  und  benutzen  die  imaginäre  Schnitteurve  der 
Fundamental  fläche  mit  der  Polarebene  eines  Punktes  y  zur  Einführung 
einer  parabolischen  Maassbestimmung.  Bann  stimmen  die,  von  allen 
durch  den  Pirnkt  y  gehenden  Strahlen  und  Ebenen  eingeschlossenen,  Winkel 
in  heidm  Maas^esÜmmungen  Oberein;   denn  sie  werden  beiderseits  in 

*)  Füt  die  ebene  Geometrie  wird  der  entspreclieiide  Greüzübergang'  boi 
Cayley  a.  a.  0.  gemacht,  Phiiosopiiioal  Tranaactioiis,  1859. 
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gleicher  Weise  durcli  den  von  y  atisgeheudGn  Tangentenkegel  de- 
flnirt.  Für  alle  in  unmittelbarer  Nähe  an  y  vorbeigehenden  Ge- 
raden und  Ebenen  werden  daher  die  Winkel  der  einen  Maassbestim- 
miing  von  denen  der  anderen  nur  sehr  wenig  abweichen.  Analoges 
gilt  fdr  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  vom  Punkte  y. 
Es  möge  letzterer  die  Coordinaten  0,  0,  0,  1  haben,  und  es  werde 
^xx  =  x^  ■\-  y^  -\-  s^  ~  o^  gesetzt;  femer  sei  r  die  Entfernung  des 
Punktes  X,  y,  s  vom  Punkte  0,  0,  0  in  der  allgemeinen  und  p  die- 
selbe Entfernung  in  der  speciellen  Maassbestimmiing;  dann  können 
wir  setzen: 

9'^^^  +  f  +  ^\ 
T  =  21ti  aretang  y  \ n^^  '^  2^"*  arctang  -~ 

Als  Abweichung  der  „im  Funkte  y  tangirmden"  speckUm  Maassbesüm- 
mung  von  der  allgemeinen  können  wir  den  negativen  Quotienten  des 
zweiten  Gliedes  der  Reihe,  dividirt  durch  die  dritte  Potenz  des  ersten 
Gliedes  definiren.  Diese  Abweichung  ist  dann  gleich  —  ^-^,  also  gleich 
dem  oben  angeführt&i  Krümmungsmaasse.  So  kommt  man  zum  Be- 
griffe des  letzteren,  ohne  dabei  von  den  Gauss'schen  Sätzen  über 
krumme  Oberflachen  Gebrauch  zu  machen*). 

Gleichzeitig  zeigt  diese  Betrachtung,  dass  in  der  nickt-JSucli- 
dischen  Geometrie  für  unendlich  Meine  Figwen,  d.  h.  in  unmittelharer 
NäJie  eines  beliebigen  Punktes  die  Sätse  der  Euclidischen  Geometrie 
GülUglceit  behalten**).  Da  es  ferner  gleichgültig  ist,  ob  man  die  Ent- 
fernungen unendlich  klein,  oder  h  unendlich  gross  werden  lässt,  so 
erkennen  wir  auch,  dass  für  /s  =  oo  die  Sätse  der  nicht- Euclidischen 
in  di^enigen  der  Euclidischen  Geometrie  übergehen  missen. 

Wenn  wir  so  einerseits  durch  Grenzübergang  zu  den  bekannten 
Grundformeln  der  Enclidiaclien  Geometrie  gelangten,  so  bleibt  uns 


*)  Vgl.  Klein,  Math.  Annalen,  Bd.  4,  p.  695, 
**)  Umgekehrt  kann  man  (vgl.  Plye  S><"  Mario  und  Eilling)  die  Gültig- 
keit der  parabolischen  Geometrie  für  unendliok  kleine  Figuren  direct  (ohne  Hülfe 
des  Parallelenasioiae)  nachweisen,  vind  dann  für  endliche  Figuren  die  allgemeine 
Maassbestimmung  vermöge  eines  gewissen  Integrationaverfahrena  einführen ,  bei 
dem  man  von  den  trigonometrischen  Beziehungen  für  unendUch  kleine  Dreiecke 
ausgeht. 
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ajidei'erseits  die  Frage  zu  buhandein,  in  wie  weit  sich  diese  Formeln 
als  üotliwendige  Ccmaequenzen  unserer  früheren  Voraussetzungen  er- 
geben, wenn  wir  in  diesen  nur  die  beiden  Annahmen  über  die  Exi- 
stenz Mveier  (reellen  oder  imaginären)  Strahlen  in  jedem  Büschel, 
die  eine  gegebene  Gerade  im  Unendlichen  treiFen  (vgl.  p.  44ä  und 
463),  durch  die  andere  Annahme  ersetzen,  dass  heiäe  Grmssti'ahlen  in 
jedmi  Strählbiischel  zusammenfallen  sollen.  Dann  wird  bei  unseren 
früheren  harmonischen  Construetionen,  die  dazu  führten,  den  Punkten 
einer  Geraden  bestimmte  Zahlen  zuzuordnen,  jetzt  Aj  ^  A^;  jedo" 
positiven  oder  'negativen  reellen  Zahl,  mit  alleiniger  Ansncäime  von  Aj, 
entspricht  damn  ein  Pwii/ci  <fer  G&'odm,  d.  h.  jeder  geraden  Linie  ist 
ein  einziger  unendlich  ferner  Punkt  z\izuweisen.  Sollen  bei  den  Be- 
wegungen einer  Ebene  in  sich  gerade  Linien  in  gerade  Linien  über- 
geführt werden,  so  sind  die  Bewegungen  wieder  durch  lineare  Glei- 
chungen zwischen  den  projecti vischen  Ooordinaten  dargestellt  Die 
Gesammthcifc  der  unendlich  fernen  Punkte  wird  wieder  durch  eine 
Gleichung  gegeben  sein,  die  bei  allen  Bewegungen  ungeäuderfc  bleibt: 
die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Cune.  Da,  dieselbe  mit  jeder 
(ieraden  nur  einen  Funkt  gemein  haben  soll,  so  ist  sie  von  der  ersten 
Ordnung.  So  Jeommen  wir  hier  sunt  Begriffe  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden. Sie  bleibt  noch  bei  sechsfach  unendlich  vielen  Bewegungen 
der  Ebene  in  sich  ungeändert,  während  in  unserer  Vorsteüung  eine 
solche  Bewegung  nur  von  drei  Constanten  abhängt,  indem  eine  Figur 
noch  einfach  unendlich  viele  Lagen  annehmen  kann,  wenn  ein  Punkt 
festgehalten  wird.  Die  Betrachtung  der  unendlich  fernen  Punkte  ist 
also  zur  Festlegung  der  metrischen  Fund  amental  begriffe  nicht  aus- 
reichend. In  der  hyperbolischen  und  elliptischen  Geometrie  genflgte 
es,  für  die  Entfernung  zweier  Punkte  einen  analytischen  Ausdruck 
aufzustellen;  der  Begriff  des  Winkels  und  das  analytische  Maass 
desselben  ergaben  sich  dann  von  selbst  (vgl.  p.  474  und  518).  Hier 
müssen  mr  noch  weitere  Voraiissetsiungen  über  das  Verhalten  da-  Strahlen, 
eines  Büsehels  hei  dßit  Bewegmtgen  hinmifügen,  um  die  letzteren  voll- 
kommen zu  definiren  und  dadurch  alle  metrischen  GrundbegrifPe  fest- 
zulegen. 

Wie  wir  in  der  elliptischen  Geometrie  auf  jeder  Geraden  eine 
„ausgezeichnete"  Involution  derartig  bestimmten,  dass  diese  Invo- 
lution bei  jeder  Bewegung  in  sich  übergeführt  wird,  so  construiren 
wir  jetzt  im  Strahlbüschel  eine  entsprechende  Involution  auf  Grund 
ganz  analoger  Ueberleguugen,  Jeder  Strahl  u  des  Büschels  kann 
durch  Drehung  um  den  Scheitel  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht 
werden.    Insbesondere  wird  man  einen  Strahl  v  so  auswählen  können. 
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diise  V  in  u  durch  dioselbo  Drehung  übergeführt  wird,  welche  ti  in 
die  Lage  von  v  bringt.  Da  die  hierdurch  bedingte  Verwandtschaft 
eine  umkehrbare  ist,  und  da  jede  Bewegung  durch  lineare  Gleichungen 
vermittelt  wird,  so  bilden  die  Strahlenpaare  w,  v  eines  jeden  Büschels 
eine  Involution;  und  diese  Involution  darf  durch  ieine  Drehung  des 
Büschels  tim  semen  Scheitel  geändert  w&räen,  wenn  anders  das  Resultat 
zweier  successiven  Drehungen  tinabhängig  von  ihrer  Reihenfolge  sein 
soll*).  Die  zur  Darstellung  der  Drehung  dienende  Formel  hängt 
dann  nur  von  einem  Parameter  ab,  der  als  Maaas  für  die  Grösse  der 
Drehung  gelten  Itann,  wenn  man  eine  Function  desselben  so  definirt, 
dasssich  die  entsprechenden  Maasse  bei  ber  Zusammensetzung  von 
Bewegungen  addiren.  Das  Maasa  für  die  Grösse  der  Drehung, 
welche  einen  Strahl  u  mit  v  zur  Deckung  bringt,  nennen  wir  den 
Winkel  heider  Strahlen  und  finden  in  bekannter  Weise: 

qj  i  ,       i*  —  A'    ü  — A'' 

gp  =  Y  log  ^  —^.  ■  ^^jT' 

(1) 

=  arc  cos  «-^i-^^^-i^ü^iti:?^-  • 
y(„_A')(w-A")(«'-A')(«-A") 

Hierin  bedeutet  h'  eine  beliebig  wählbare  reelle  Constante,  i  die 
imaginäre  Einheit,  und  A',  A"  sind  die  beiden  einander  conjugirt 
imaginären  Parameter  der  zu  jener  ausgezeichneten  Involution  ge- 
hörigen Doppelstrahlen.  Bilden  also  u,  v  ein  Paar  dieser  Involution, 
so  wird  9)  =  +  2/c'Yi  dei-  entsprechende  Winkel  werde  als  ein  rechter 
ieseicfmet.  Die  Constante  2k'  wählt  man  in  der  Regel  gleich  der 
Einheit. 

Jeder  Punkt  der  Ebene  bestimmt  so  als  Scheitel  eines  Strahl- 
büsohela  in  letzterem  zwei  imaginäre  Strahlen,  die  bei  jeder  Drehung 
um  den  Punkt  fest  bleiben.  Zur  näheren  Definition  der  Bewegung 
setzen  wir  weiter  fest,  dass  die  beiden  von  einem  Punkte  ausgehenden 
imaginären  Strahlen  übergehen  in  die  entsprechenden  Strahlen,  welche 
von  dem  neuen  Punkte  ausgehen,  d.  h.  dass  ein  rechter  Winkel  wieder 
w  einen  rechten  Winliel  übergeht.  Die  doppelt  unendlich  vielen  ima- 
ginären Linienpaare  werden  eine  Schaar  von  einfach  unendlich  vielen 
imaginären  Curven  umhüllen,  von  denen  zwei  durch  jeden  reellen 
Punkt  gehen.  Bei  einer  Bewegung  wird  entweder  jede  Curve  dieser 
Schaar  in  sich  übergeführt,  oder  die  Curven  der  Schaar  vertauschen 
sich  unter  einander.    Lassen  wir  nun  eine  dieser  imaginären  Geraden 


Vgl.  die  entsprcchendeu  Uebeiiegn Ligen  obeu  auf  p.  51G, 
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sieh  so  bewegen,  tlaaa  sie  i3ie  von  ihr  berührte  Curve  C  umhßllt, 
so  wird  die  conjugirt  imaginäre  Gerade  stets  die  conjagirt  imaginäre 
Cnrve  C  berühren;  und  der  reelle  Sehnittpankt  beider  wird  eine 
reelle  Curve  P  be  h  e  1  n  Es  miisste  also  ein  einfach  unendliches 
System  von     u  hu  t   i  Curven  P  geben,  von  denen  eine  durch 

jeden  Punkt  g  1 1  B  e  ner  Drehung  um  den  Punkt  P  müssten 
nun  die  beid  n  1  I  In  gehenden  Curven  C  und  C  je  für  sich 
fest  bleiben,  d  ]  1  n  1  neu  durch  ihre  Tangente  in  P  vollkommen 
bestimmt  ist;  also  würde  auch  die  durch  P  gehende  Curve  f  nur 
in  sich  transformirt  werden  können;  es  blieben  dann  zwei  imagi- 
näre und  eine  reelle  Gerade  des  von  P  getragenen  Strahlbüschels 
fest,  und  somit  würde  keine  Gerade  dieses  Büschels  bei  der  Drehung 
bewegt  werden,  d.  h.  es  würde  keine  Drehung  um  P  möglich  sein. 
Die  Curven  f  können  sonach  nicht  existiren;  und  es  ist  unmöglich, 
die  doppelt  unendlich  vielen  imaginären  Linien  in  Systeme  von  je 
einfach  unendlich  vielen  Tangenten  anzuordnen.  Es  bleibt  somit  nur 
die  Möglichkeit,  dass  sie  sämmtlich  eine  und  dieselbe  Curve  berühren, 
welche  bei  allen  Bewegungen  in  sich  übergebt.  Diese  Curve  muss 
dann  von  der  zweiten  Klasse  sein,  da  sie  durch  jeden  Punkt  zwei 
und  nur  zwei  Taugenten  schickt,  Sie  kann  ferner  keinen  reellen 
Punkt  enthalten,  denn  für  einen  solchen  wurden  die  beiden  Tangenten 
zusammenfallen;  in  ihm  als  Scheitel  würde  man  also  keine  rechten 
Winkel  construiren  können,  was  der  Annahme  widerspricht,  dass 
jeder  Strahlbüsehel  durch  Bewegung  in  jeden  anderen  übergeführt 
werden  kann.  Ausser  dieser  Curve  soll  auch  die  unendlich  ferne 
Gerade  bei  allen  Bewegungen  fest  bleiben  (p.  534);  dann  gilt  aber 
das  Gleiche  für  ihren  Pol  in  Bezug  auf  unseren  imaginären  Kegel- 
schnitt; und  dieser  Pol  miisste  bei  allen  Bewegungen  ungeändert 
bleiben,  was  wieder  unseren  Voraussetzungen  entgegen  ist.  Es  kann 
sich  daher  nur  um  eine  Curve  zweiter  Klasse  mit  verschwindender 
Determinante  handeln,  d.  h.  um  ein  Punktepaar,  dessen  Ase  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  zufammenfallen  muss.  So  kommen 
tmr  hier  eur  Binfüfi/nmg  der  imaginären  Kreispunkte  der  Euclidischen 
Geometrie. 

Führen  wir  projectivische  Coordinaten  x,  y  ein,  welche  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden  unendlich  gross  werden,  und  mit  Hülfe 
deren  die  Gleichung  der  imaginären  Kreispunkte  in  der  Form 
w^  -4"  B^  =  0  (in  liinien coordinaten)  erscheint,  so  sind  die  Bewegungen 
durch  Gleichungen  der  Form 

.g,  §  =  m(      a^cosgu +  «/sin95) -J- «, 

7j  =  m  (-  xsmtp  +  j/cosgp)  -f  ß 
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darstellbar.  Zwiaclien  den  vier  hier  vorkommenden  Parametern  m, 
(p,  a,  ß  musa  aber  noch  eine  Relation  bestehen,  da  unserer  Annahme 
nach  eine  Bewegimg  der  Ebene  in  sich  nur  von  drei  Constanten  ab- 
hängen kann  (p,  534),  Die  fehlende  Determination  gewinnen  wir  dnrcli 
die  Festsetzung,  dass  iei  einer  vollständigen  Umdrehung  der  Ebene 
um  einen  festen  PimJ  t  F  {d  h  einer  solchen,  hei  der  jede  Gerade  dm-ch 
P  nach  Lage  und  Richtung  md  sidi  selbst  zti/r  Deckung  hommt)  jeder 
Punlct  der  Ebene  in  sane  ms^Durtglidie  Lage  surüclikehre.  Setzen  wir 
g'  =  |  +  i,j,  n'  =  &,  —  iri,  x'  =  x-^iy,  y' •^  x  —  iy , 
«'  =  «  +  «,3,  ß'  =  a~-iß, 
HO  gehen  die  Gleichungen  (2)  über  in: 

^'  =  me~''i'x'  -{-  a',     71   ==  me'-'i'y'  -f-  ß' , 
oder  in  homogenen  Coordinaten 

(3)  pl,  =  KiaTi,     ela  =  %.ra,     pa^'a  =  «s^s- 

wobei 

^i  =  la(^'  — «)>    ^3  =  i3('i'  — ö)>    aj-=«>e~"%    «a=Jwe'>,    «8  =  1, 

^i  =  iCg(a:'  — ■  d),    x^  =  x^  (j/'  ■—  h),     «(1  —  me"''/')  =  «', 

6(1  —  me"!')  =  ß'. 

Bei  allen  Bewegungen,  die  aus  (3)  durch  Wiederhohmgen  entstehen, 

bleibt  der  Punkt  |  auf  der  Curve*) 

,.-.  log^      log^      log2.'. 

^  '  Xi      ''£2       'Xg      ■'  =  Coaät, , 

welche  im  Allgemeinen  transseendent  ist.  Ausser  den  beiden  Kreia- 
punkten  hleibt  nach  (3)  auch  der  Punkt  3:^=0^  x^  =  0  fest;  die 
Bewegung  besteht  daher  in  einer  Drehung  um  ihn;  und  wir  können 
K  =  0,  ß  =  0  annehmen.  Kehren  wir  dann  zu  den  ursprünglichen 
Variabein  zurück,  so  geht  die  Gleichung  (4)  über  in: 

wobei  a;  =  rcosco,  y^rainet  gesetzt  ist.    Hierin  sind  m  und  cp  ge- 
gebene   Constante,    r    und    ra    Veränderliche;     sei    zur    Abkürzung 
log  M  =  —  9p  ■  y,  eo  kommt 
(5)  r  =  C'-e'"'. 

Ist  y  von  Null  verschieden,  so  wächst  r  unbeschränkt  mit  wachsendem 
oj;  die  Curve  läuft  daher  nicht  in  sich  zurück,  sondern  windet  sich 
als  Spirale  um  den  Punkt  iC  ^  0,  y  =  0.  Nur  wenn  y  =  0,  also 
m  =  \  ist,  tritt  eine  Ausnahme  ein.  Die  Ourve  (5)  stellt  dann  den 
Kegelschnitt  x'^  -\-  y^  =  c^  dar.     Soll  also  bei  der  Drehung  der  Ebene 

*)  VgL  Bd,  I,  p.  992. 
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um  einen  Funkt  jeder  andere  Furikt  (es  genügt  dies  von  einem  anderen 
Fwiikte  vorausmisetgen)  eine  geschlossene  Gurve  iescJireiben,  so  ist  die 
letztere  ein  Kegelsdinitt,  der  durch  die  soeben  deßnirten  imaginären  Kreis- 
pimJäe  hindurchgeht.  Jeden  Kegelschnitt  dieser  Art  nennen  wir  einen 
Kreis.  Die  Constante  c,  welche  für  alle  Punkte  desselben  Kreises 
einen  festen.  Werth  hat,  nennen  wir  die  Entfernung  des  heimglicJim 
Fimictes  vom  Mitte'^tnMe  des  Kreises.  Letzterer  ist  als  fester  Dreh- 
pimlit  oder  auch  als  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  in  Bezug  auf 
den  Kreis  definirt.  Dass  dem  so  eingeführten  Ausdrucke  für  die 
Entfernung  die  charakteristische  additive  Eigenschaft,  welche  sich  in 
der  leicht  verständlichen  Gleichung 
(6)  F,'F^  +  F^-F^=^  P,-Fs 

ausspricht,  zukommt,  braucht  nicht  weiter  ausgeführt  zu  werden; 
denn  wir  befinden  uns  nunmehr  in  dem  bekannten  Gebiete  der  ge- 
wöhnlichen analytischen  Geometrie. 

Da  wir  den  Begriff  der  Entfernung  durch  die  Forderaug  ein- 
fflhrten,  dasa  jeder  Punkt  bei  einer  Kotationshewegung  der  Ebene 
eine  geschlossene  Curve  beschreibe,  so  bleibt  der  gewonnene  Aus- 
druck unverändert  bei  einer  solchen  Rotation,  weiter  aber,  wie  man 
leicht  nachweist,  bei  jeder  heJiebigen  Bewegung.  Man  braucht  zu  dem 
Zwecke  sich  nur  der  Formeln  (2)  zu  bedienen,  in  denen  nunmehr 
)«  =  1  KU  wählen  ist.  Umgekehrt  könnte  man  die  Existenz  einer 
Function  der  Coordinaten  zweier  Punkte  voraussetzen,  welche  durch 
Bewegungen  nicht  geändert  wird,  dieselbe  durch  Forderung  der  in 
(6)  ausgesprochenen  additiven  Eigenschaft  näher  determiniren  und 
als  Entfernung  einführen*);  dann  muss  ebenfalls  besonders  postulirt 
werden,  dass  der  Kreis  als  Ort  der  Punkte,  welche  von  einem  festen 
Punkte  gleiche  Entfernung  haben,  nothwendig  eine  in  sieh  zurück- 
laufende Curve  sei. 

Wie  sich  die  vorstehenden  Erörterungen  auf  den  llaum  aus- 
dehnen lassen,  wird  einer  näheren  Ausführung  nicht  mehr  bedürfen. 

Bei  allen  unseren  analytischen  Ansätzen  wurde'  vorausgesetzt, 
dass  bei  einer  Bewegung  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden 
sich  ebenfalls  bewegt;  diese  Voraussetzung  war  berechtigt,  weil  ivir 
unsern  Ausgangspunkt  von  den  projectivisehen  Coordinaten  nahmen, 
und  beim  Gebrauche  derselben  Punkte  jnit  sehr  verschiedenen  Coor- 
dinaten unendlich  weit  liegen  können  (sowohl  in  der  parabolischen, 
wie  in  der  hyperbolischen  Geometrie).     Man  könnte  aber  auch   an- 

*)  In  dieser  Weise  verföLH  y.  HelmholtB.    Vgl.  den  folgenden  Absclmitt. 
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nehmen,  dass  der  unendlich  ferne  Punkt  einer  Geraden  bei  jeder 
Bewegung  derselben  in  Ruhe  bleibt,  dasa  also  alle  geraden  Linien 
des  Baumes  durch  einen  und  denselben  unendlich  fernen  Punkt  hin- 
durchgehen. Diese  Annahme  enthält  in  der  That  in  sich  Iceinen 
Widerspruch;  sie  liegt  der  gewöhnlichen  Darstellung  der  Werthe 
einer  complexen  Grosse  x-\-iy  durch  Punkte  einer  Ebene  zu  Grunde*), 
und  ebenso  der  üblichen  Behandlungsweise  der  Potentialtheorie  im 
ßaume.  Die  Sätze  der  projectivischen  Geometrie  sind  dann  aber 
nicht  mehr  ausnahmslos  gültig;  sie  bleiben  indessen  für  endliche  Fi- 
guren anwendbar.  Ueberdiea  gab  uns  die  Geometrie  auf  einer  „Grenz- 
fläche" der  hyperbolischen  Geometrie  (p.  500)  eine  deutliche  Vor- 
stellung davon,  wie  die  Behandlung  der  Geometrie  im  vorhegenden 
Falle  durchzuführen  wäre**);  die  Benutzung  der  Grenzfläche  bietet 
au'äserdem  den  Vortheil,  das'^  alle  Sätze  auf  ihr  wieder  rein  projecti- 
viselipu  Chaiaktei  haben  In  anderer  Wei  e  erhilt  man  ein  Bild 
dPi  so  entstehenden  Gcoinetrie,  indem  man  die  Ebene  als  stereogra- 
phisfhes  B)!d  einer  Kugelfl  ithe  auffas^t  (vgl  p  427)  dem  einen  un- 
endlich feinen  Punkte  der  Ebene  entspricht  dinn  der  Projeetions- 
punkt  fPol)  auf  dei  Kugel,  den  geraden  Linien  dei  Ebene  sind  die 
durch  den  Pol  gehenden  ebenen  Schnitte  dei  Kugel  zugeordnet,  also 
in  der  Th*!  Cuiven,  wtlche  sieh  Sdmmtlieh  im  Unendlichen  (d.  h. 
im  Pole)  ^chneidni^ '*)      Abei    wihiend  m  h   die  Diclidi^che  me- 


*)  Vfcl    oljeu   lie  Anmeikun^  z  i  j    105 

')  Wie  m  der  EtLne  dit  BemifBung  /weioi  Eiuheiten  (1  uad  J  —  l=^i) 
ui  an alj  tischen  Behaadinng  besonders  nützlich  ißt  so  wurde  6ieh  im  Räume 
fOr  diese  Ait  Geometne  die  Benutzung  dreier  von  einandei  unabhTjigigen  Ehi- 
heiten  erapichlei  wie  hie  briiB^mann  eingefühlt  hat  (Die  lineab  AnsdehaungB- 
lehie  Leii  iig  l»4-i)  und  wie  man  sie  nach  Hamilton  in  der  Quaternionen- 
theoiie  tenutat  —  Hieiiif  scheint  sich  emi- LemHikunj,  TOnKieannum  art.  1  des 
1  itteu  Theiles  seinei  inehtfiLh  eiw'ihntea  Abhandlung  lu  beziehen  (Ges  Werke 
]  -65)  Die  bctrpffende  Geometi  e  würde  "luf  einer  drenlimeoaioiialen  im  Raime 
von  viel  Dimensionen  gelegenen  Grenafliehe  ihre  Inteiinetition  finden 

***)  Will  man  den  Giiiiidsatz  dei  projeotivisohen  Geometrie  dass  sich  ja 
i«ei  gerade  Linien  nui  n  einem  rinlt  1  egegnen  könii  n  aufgeben  ho  wiid 
min  noch  andeic  Mögbchkeiten  die  die  diei  yon  uns  näher  btndirten  aufhn.1  n 
kdnnon  Nimmt  man  dann  z  machst  an  dase  sn-li  em  GeV  et  des  Raumes  ab 
grenzen  lasse  in  dem  je  zwei  daetelhe  du n,li=et sende  öeiale  s  ch  höchstens 
einiDal  schneiden  lasst  es  aber  nnbestimmt  ob  sie  eich  auaseihatb  d  eses  Uf. 
bietes  nocb  einmal  begegnen  so  1  ommt  mau  nach  Killing  zu  dem  Schlüsse 
dasB  ein  soli-heB  Segegnen  m  der  liiat  entwedtr  nooh  einmal  odei  niemals  statt 
finden  kann  In  letzterem  1  alle  hat  mj,n  unseic  drei  Geometiiecn  (elhptiscl  e 
hyperbolische  paiaholisohe)  Im  e  steien  Falle  ist  jedem  Punkte  e  ü  zwoitoi 
deiait  zigeordnet    dats  jede  Geiade  dnich  den  ersten  Punkt  anch  den  zweiten 
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triache  Geometrie  von  der  Ebene  auf  jene  Grenzfläche  vollständig  ölier- 
trägt  (p.  504),  ist  dies  bekanntlich  bei  Benutzung  der  Kugel  aicht 
der  Fall,  denn  bei  der  stereographischen  Projection  bleiben  nur  die 
Winiiel,  nicht  auch  die  Entfernungen  ungeiindert. 


VIII,   Die  Definitionen,  Postulats  und  Axiome  bei  Euelid. 

Nach  Vollendung  unserer  Untersuchungen  über  die  dirocto  Be- 
gründung der  projeetivisehen  Geometrie  und  über  die  Einfiilirang  der 
metrischen  Begriffe  dei  j,Entfernung''  und  des  „Winkels",  ist  es  an 
der  Zeit,  einen  Rückblick  aut  die  hierbei  gemachten  Voraussetzungen 
zu  werfen  und  die  nach  und  nach  eingeführten  Pestsetzungen  über- 
sichtlich zusammenzustellen,  um  völlige  Klarheit  darüber  zu  ver- 
schaffen, auf  welchen  Grundlagen  das  errichtete  Gebäude  ruht. 

1}  Für  die  projecUvische  Geometrie  setzten  wir  die  Existenz  eines 
Systems  von  Flächen  und  Curven  voraus,  wie  es  auf  p,  434  näiier 
angegeben  wurde;  dieselben  sollten  die  Eigenschaft  haben,  dass  je 
zwei  Punkte  eine  dieser  Curven  (geraden  Linien),  je  drei  Punkte 
(die  nicht  auf  derselben  Geraden  liegen)  eine  dieser  Flächen  be- 
stimmen. Die  verschiedenen  Möglichkeiten  in  Betreff  der  unendlich 
fernen  Punkte  der  geraden  Linien  waren  zwai'  zu  berücksichtigen, 
ergaben  aber  in  den  Resultaten  zunächst  keine  wesentlichen  Unter- 
schiede. 

2)  Ferner  wurde  festgesetzt,  dasa  jeder  Strahl  durch  Drehung 
um  einen  seiner  Punkte  nach  Lage  und  Richtung  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  gebracht  werden  könne*), 

3)  Eine  Bewegung  wurde  als  eine  Transformation  definirt,  bei 
der  jeder  Punkt  wieder  in  einen  Punkt,  jede  gerade  Linie  wieder  in 

IL  1         It        d  11t     m     I   1  1   1       P     Lt 


ttält    a             ILm           hlt  hls             1              tt             fd 

Kgldbtffa(         OlRm  hb        hte)Gmt          t 

dthmtdgölilli       [l  bCmt               htl        Iw 

dt       Abi  11     g                  11  pt     b  &    m  t       (     1     b      p        )     Ol    E 

m          b                 Utebgd  Itt          dd             ttewJt 

Bild       Ib        mAgbtt      wd  htm      thd       1             d 

in      (           1    F              t       f    f           1  )  Abb      Uung  Lg                   A  g  1 

Ob      d     B  d    t     g              C      d      t  l        1       d     «f  b    tti     L,t                L 
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in  jeden  anderen  überzuführen,  so  dass  kein  Punkt  und  keine  Gerade 
vor  den  übrigen  ausgezeichnet  ist.  Ferner  sollte  die  Bewegung  (wie 
für  den  parabolischen  Raum  hinzuzufügen  war)  in  gewisser  Weise  von 
drei  Parametern  abliängen,  so  dass  ein  Punktsystem  noch  um  eine 
gerade  Linie  drehbar  ist,  wenn  zwei  Punkte  festgehalten  werden. 
Passende  Functionen  dieser  Parameter  dienten  zur  Einführung  der 
Begriffe  von  Entfernung  und  Winkel  (vgl.  p.  465,  495,  536). 

4)  In  der  TiyperhoUsdien  Geometrie  wurde  angenommen,  dass  jeder 
geraden  Linie  zwei  „unendlich  ferne  Punkte"  zukommen.  Damit 
waren  die  „Bewegungen"  als  Transformationen,  welche  die  unendlich 
fernen  Punkte  in  sich  überführen,  vollkommen  bestimmt  und  weiter- 
hin alle  metrischen  Begriffe  festgelegt  (p.  463,  469). 

5)  Um  für  die  elliptische  Geometrie  dasselbe  zu  erreichen,  nahmen 
wir  an,  dass  die  geraden  Linien  sich  nicht  ins  Unendliche  erstrecken, 
und  wurden  dadurch  zu  der  weiteren  Forderung  geführt,  dass  es  auf 
jeder  Geraden  eine  gewisse  Involution  gibt,  deren  Punktepaare  sich 
bei  jeder  Bewegung  der  Geraden  in  sich  nur  unter  einander  ver- 
tauschen. Auch  alle  derartige  auf  verschiedenen  Geraden  gelegenen 
luvolutionen  sollten  in  ihrer  Gesammtheit  durch  die  Bewegungen 
nicht  geändert  werden  (p.  468,  516). 

6)  Für  die  parabolische  Geometrie  legten  wir  jeder  Geraden  nur 
einen  unendlich  fernen  Punkt  bei;  hier  konnten  wir  dann  die  Be- 
wegungen nur  vollständig  definiren,  wenn  wir  ausserdem  in  jedem 
Strahlbüschel  die  Existenz  einer  Strahleninvolution  voraussetzten, 
welche  hei  einer  Drehung  des  Büschels  um  sein  Centrum  nicht 
geändert  werden  soll,  und  welche  bei  beliebigen  Bewegungen  immer 
in  die  entsprechenden  Involutionen  anderer  Strahlbüschel  übergeht. 
Endlich  musste  auch  gefordert  werden,  dass  jeder  Punkt  der  Ebene 
bei  Drehung  der  letzteren  um  einen  festen  Punkt  eine  geschlossene 
Curve  beschreibe  (p.  534,  537). 

Seit  mehr  als  zwei  Jahrtausenden  haben  die  am  Anfange  von 
Euciid's  Elementen  ausammenges teilten  Definitionen,  Postulate  und 
Axiome  die  sichere  Grundlage  aller  geometrischen  Forschung  gebildet. 
Es  drängt  sieh  daher  die  Frage  auf,  wie  unsere  Voraussetzungen 
sich  zu  denjenigen  Euciid's  stellen;  um  sie  beantworten  zu  können, 
sei  es  gestattet,  die  wichtigsten  Satze  aus  der  Einleitung  zu  Euciid's 
Werke  {ptoixBta)  hier  zusammenzustellen*)  und  einzelne  derselben 
näher  zu  besprechen. 


*)  Wir  legen  dabei  den  Text  der  Ton  Heiberg  besorgten  Ausgabe  (Leipzig, 
bei  B.  G.  Teubner,  1883)  an  Grunde. 
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Defiuitiones. 
Punctum  est,  cuius  pars  auila  est. 
Linea  autem  sine  latitiidine  longi- 

tudo. 
Lineas  autem  extrema  pimcta. 
Becta   linea   est,    quaecumque    ex 

aequo  punctia  in  ea  sitis  iacet. 

Superficies  antem  est,  qood  longi- 

tuilinem    et    latitudinem    solum 

habet. 
Superfieiei    autem   extrema   linoae 

sunt. 
Plana,  superficies   est,  quaecunqiie 

ex  aequo  rectis  in  ea  sitis  iacet, 


"Oqoi.  j 

T.  Ztjjj^stöv  fßtiv,  ov  fii'ßog  ovü-iv.  j 
JI.  FQUiifiij  da  {lilxog  i.xXazb'j.        1 

IIL  I^pftfifi^s  ds  ai^axa  ßt^iEia 

IV.  Bwö'ft«   ypa/iftij   iGtiv,   i}   tig 
^1  Üßov   toSs   ifp'   BavTi}g   ffijfiii'- 

V.  'EhtupdvBia    öe   t'ßrrT,    ö    iiijKog 
xal  TtXfltog  [idvof  b%ei. 

VL  'EiXitpaveiag  äs  xeqktoi  y^afifim. 

Vn.    'ETcCitsSog    imipilvstK    ißriv, 
^Tig    i^    taov    Tutg    i^'    savt^g 

8l!&£{cCtg   XBlTUt, 

Der  Inhalt  dieser  Satze  bildet  die  Voraussetzung  für  die  Mog- 
liclibeit  jeder  geometrischen  Forschung;  er  ist  deshalb  bei  unserer 
obigen  Zusammenstellung  nicht  weiter  hervorgehoben.  Die  drei 
ersten  Sätze  zusammen  mit  dem  fünften  und  sechsten  sagen  aus, 
dass  wir  dem  Itaume  drei  Dimensionen  beizulegen  haben,  und  geben 
gleichzeitig  Definitionen  von  Punkt,  Curve  und  Fläche.  Der  vierte 
Satz  gibt  die  Definition  der  geraden  Linie  und  muss  noch  besprochen 
werden.  Die  Worte  i^  £ßov  . . .  xsivai  sollen  offenbar  ausdrücken, 
dass  die  gerade  Linie  sich  gegen  alle  ihre  Punkte  gleich  verhält. 
Da  nun  über  den  Begriff  der  Gleichheit  bei  Euclid  nach  Satz  IV 
der  xoival  Svvami  (vgl.  unten)  durch  Bewegung  entschieden  wird,  so 
.  können  wir  dies  „gleiche  Verhalten"  dahin  näher  erklären^  dass  eine 
Gerade  beliebig  in  sich  verschoben  (wie  auch  der  Kreis)  imd  um 
sich  gedreht  werden  kanu.  Da  der  Satz,  dass  zwei  Punkte  eine 
Gerade  bestimmen,  weiterhin  bei  Euclid  nirgends  bewiesen,  dagegen 
im  ersten  Postulate  bereits  vorausgesetzt  wird,  müssen  wir  annehmen, 
dass  das  „gleiche  Verhalten"  der  Geraden  gegen  alle  ihre  Punkte 
eben  in  der  Möglichkeit  ihrer  Bestimmung  durch  irgend  zwei  ihrer 
Punkte  seinen  unmittelbaren  Ausdruck  finden  soll.  In  diesem  Sinne 
handeln  wir  in  Uebereinstimmung  mit  Euclid,  wenn  wir  eine  ge- 
rade Linie  als  eine  Curve  definiren,  welche  durch  zwei  Punkte  voll- 
ständig bestimmt  ist,  die  Esistenz  solcher  Ourven  aber  nicht  weiter 
beweisen,  sondern  als  irgendwie  gegeben  (z.  B.  der  Erfahrung  ent- 
nommen) denken.     Nimmt  mau  insbesondere   den  zweiten  Punkt  un- 
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endlich  benachbart  zum  ei&teu,  so  kann  man  einp  geidde  Linie  auch 
durch  einen  Punkt  uud  eine  yoh  ihm  au&gehendo  „Richtung"  he- 
stimmen.  Umgekehrt  wiid  oft  die  (Veiade  als  Oit  eines  m  „gleichet 
Richtung"  foitschreitenfJen  Punktes  definnt,  m  der  That  i&t  es  an 
sich  gleichgültig,  ob  mau  den  Begiiff  dei  Geladen  odni  den  <ler 
Richtung  aK  nicht  weitei  eiklaihai  annehmen  will")  In  letzteiem 
Falle  ist  man  genothigt,  etne  Richtung  als  duich  zwei  getiennte 
Punkte  völlig  bestimmt  vorauszusetzen,  und  kommt  so  7U  unseiem 
Grundsatze,  daas  zwei  Punkte  eine  Geiade  festlegen,  zurück 

Ebenso  involvirt  der  siebente  ^atz  un&eie  Annahme  ubei  die 
Existenz  eines  Systems  Ton  Plaohen,  deren  jede  dmch  drei  Punkte 
bestimmt  wiid**J 


VIIL  'EtcCtceÜus  8s  fcavCa  iöT\v  rj 
iv  iTtindSc)  dvo  ypcnfimv  äitra 
[iBvav  (äAAtjAwi'  xal  ft^  iTt'  sii- 

IX.  "OtKV  Sb  et  iteQid}iov0ciii,  triv 
ymvCav  ypajijiccl  sv&etai  naiv, 
S'öQvy^aii^os   xuXsLtai  -rj  yavia 


Planus  antem  angulus  est  dualius 
lineis  m  piano  se  tanj^entibus 
nee  m  eadem  recta  positis  alte- 
rjus  Imeae  dd  alteiani  inclmatio 

übi  ueio  hneae  au^ulum  conti- 
neutes  lectae  sunt,  lectihneus 
adpellatm   angulus. 


Die  hici  gegebene  Definition  des  Winkels  ubeiraacht  zunächst 
durch  ihre  UnvoUstandigkeit,  deim  das  Woit  „Neigung"  ist  ebenso 

*)  So  thut  ea  2  B  Baltzei  in  anmoii  Elementen  Jer  Mathematik,  5  AuD 
Bii  2  p  3  Leipzig  1878  und  Wundt,  Logik,  Bil  1,  p  4B1,  Stutt^ait  ie-<U, 
vgl  aach  Thiele  Giundms  Jer  Logik  und  Metaphysik,  Halle  1878,  p  lle  — 
Min  muas  eich  dann  nui  hfitpn  die  Gleichheit  dei  Richtung  zweier  sieh  (auch 
in  ihien  Vei  Hege  rangen)  nioht  «chneideuden  GeiadPn  ohne  weiteres  als  gegeben 
anzunehmen  —  Dagegen  Pischeint  ei  iinthunlich,  eine  Gerade  als  kuizo'^ten 
Weg  zwisch  n  ZW61  Punkten  zu  definiiPn  (wie  pb  z  B  Mehler  thut  Haupt 
sitze  üer  Elementai  Mathemitik,  16  Aufhgo,  Beilin  1889,  p  1),  denn  um  einf 
Entfernung  zi  mesten  inuas  voihei  eine  Cuivp  TOihanden  sein,  längs  welchei 
Reme^sen  werden  soIi  Das  Messen  emei  Cuive  abei  wird  nur  durch  das  Ziehen 
von  Sahnen  nai,li  den  Begriffen  der  Integialiechnung  Terstt,ndlioh 

■**;  Aach  diesei  Satz  wiiil  Viei  Luclid  niigenda  esplicite  heiyoi gehoben, 
sollte  'Üso  oftenl  ar  in  dei  «ebenten  Definition  entlnlten  ■iem  Baltzei  i,rwabat 
alleidingH  A\ss  Euclid  im  eisten  &atze  des  elften  Buches  mit  ILilfe  jener 
Definition  auscliückhch  beweise,  dass  eine  Geiado,  welche  zwei  Punkte  mit  einer 
Ebene  gemem  habe  ganz  in  dieser  liege  Thatslchlich  wiid  abci  yon  Euclid 
nnr  bewiesen  diss  eine  Gpiide,  welrho  eine  endliche  Strecke  mit  emei  Ebene 
gemein  hat  ganz  in  die  Ebene  fallen  muss,  ebenso  in  XI,  2,  dasa  ein  Dreieck, 
Ton  dem  ein  endliches  Stni,k  '*n,h  in  einrr  gewissen  Pb^n  bell  j  kt  giu?  in 
ili  sei  Ebene  lie„i 
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weujg   an    sich   veistandlich   wie   Jas    Wort   „WinLel"     VolKtmdi^ 
biauclibai  wird  die  Definition  ei'it    wenn  mau  hm/ufugt 

1)    Die   Neigung  /weiei   Tjeiaden    soil   gleich  deijpmgen   zweier 

anderen  genannt  werden,   wenn  sith  die  letztertii  mit   dtu 

eisteien  dnich  Bewegung  7m   Dickung  bimgen  lassen 

3)    &ie  soll  giossei   sein,   als  die  der  beiden  ■indeien,   wenn  sie 

siL.h  so  mit  dem  „Scheitel"  und  einem  ,  Schenkel"  ^uf  i^inandei 

legen   lassen,    dass   dei    von    letzterem   begrenzte  Theil    dei 

Ebene     (wie    weit    die    aegebenen    Geiacjen    auuh    veilmgeit 

werden)  m  dem  von  eisteiem  begienzten  Iheile  enthiiten  lit 

Es   ist  dies    um  so   auffälhgei,    weil   sofort   bei   dei   Dehmtion   der 

spitzen  und  stumpfen  Wmkel  von  den  noch  nicht  erklirten  Begiiften 

„grosaei"   uud    „klemei"    (Jebiauch   gemacht   wird,   und    da  Euclid 

sonst  bei  Einführung  derselben  mit  grosser  Sorgfalt  verfährt  (z.  B. 

bei  den  Definitionen  zum  dritten  Buche).    Vielleicht  aber  sollte  diese 

Lücke  durch  die  (in  den  Koi-val  Svvoiai)   nachfolgenden  Erklärungen 

von  „grösser"  und  „kleiner"  als  nachträglich  ausgefüllt  gelten. 

Da  über  die  Grösse  der  Neigung  nur  durch  Aufeinanderlegen 
der  betreffenden  Flächentheile  (Felder)  entschieden  werden  kann,  ist 
es  empfehlenswerth,  diese  Theile  der  Ebene  selbst  als  Winkel  zu 
definiren*).  Für  unsere  obige  Darstellung  kam  eine  besondere  Defi- 
nition des  Wiukeli.  zweier  Geraden  nicht  mehr  in  Betracht,  da  wir 
dlrect  zu  einem  analytischen  Ausdrucke  für  daa  Maass  des  Winkels 
geführt  wurden  Mau  hätte  sieh  nur  nachträglich  (was  leicht  ge- 
schieht) zu  überzeugen,  dass  die  angegebenen  Bedingungen  durch 
unseren  analytischen  Ausdruck  für  die  Vergleichung  der  Winkel  nach 
ihrer  Grösse  eifullt  sind. 


Sta^'EtUK     Tßs     iq)£lilg     yavCaq 
ziQK  räv  ieav  ymvi&v  ieri.,  xal 


Ubi  uero  recta  super  rectam  li- 
neam  erecta  angulos  deinceps 
positos  inter  se  aequales  efficit, 
rectus  est  nterque  angulus  aequa- 
lis,  et  recta  linea  erecta  perpendi- 
cularis  adpellatur  ad  eam,  super 
quam  erecta  est. 


*)  So  gesoliieht  es  bei  Baltzer  und  Mekler  a.  a.  0.,  doch,  werden  die 
unter  1)  und  2)  gestellten  Forderimgen  nicht  vollständig  angefiilirt.  Die  Ver- 
gleichung der  Wintel  auf  das  Vergleichen  von  Kreisbögen  gleieli  bu  Anfang 
anrücls zuführen ,  kann  von  didaktischem  Yortlieile  sein,  ist  ahev  an  eich  nicht 
gerechtfertigt,  da  eigentlich  verschiedene  Sätze  der  Kreiatheorie  vorausgehen. 
mQBäteu;  Grade  und  Minuten  können  auch  ohne  Hülfe  eines  KreiBbogeus  (als 
Theile  der  Ebene)  eingeführt  werden.    Uebevhanpt  ist  die  Einfährung  von  Zahlen 
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SI.    '^^ßlsta  ymvia   sGzlv  i^   jiel-   Obtusus    angulus    est,    qui    maior 

^av  öpO^g.  est  recto. 

XII.  '0^(ia  öi  ^  iXdaSav  ö^d-'^g.  Acutus  uero,  qui  minor  est  recto. 
Die  hier  gegebene  Definitioii  des  rechten  Winkels  ist  genau  mit . 
der  von  uns  aufgestellten  identisch  (p,  534  f.).  Wir  ordneten  jedem 
Strahle  eines  Büschels  einen  zweiten  so  zu,  dass  dieselbe  Bewegung, 
welche  den  ersten  mit  dem  zweiten  Strahle  zur  Deckung  bringt, 
auch  umgekehrt  den  zweiten  in  den  ersten  überführt.  Je  zwei  solche 
Strahlen  bilden  einen  rechten  Winkel;  je  zwei  neben  einander  liegende 
rechte  Winkel  sind  einander  gleich,  da  sie  durch  die  angegebene  Be- 
wegung mit  einander  zur  Deckung  gebracht  werden  können.  Die 
Eindmtüfkeit  der  Zuordnung  ist,  wie  hier  nachträglieh  hervorgehoben 
werden  mi5ge,  dadurch  bedingt,  dass  die  Bewegungen  jedenfalls  durch 
lineare  Transformationen  dargestellt  werden. 


Xlir.    "Oqos    ieviv,    o    %i,v6%    is%i 

XIV.  Il%Vl^&   iOtb    TO  ijtö   Ttvos  ij 

XV.  KvxXos  istl  ö^^ft«  ixCnsSov 
iah  (itfig  ypR^^^s  !zeQLi%6iisvov, 
TtQog  jj!"  Kq>'  hrbs  ö^ftsi'ou  r&v 
Bvr bg    roö    exiJiiaTog    nsiy^ivcav 

l'ßtti.  d^XlilXcct-s  Eisiv. 

Durch  die  '\^  oite  ijto  fitot,  y^aft/i^;,  %s^i.E%oii£ioi  i^t  hiei  dti 
Kreis  ausdiuckhch  aU  eine  geschlossene  tigui  ohne  Beweib  voiaus 
ge&etif),  gin/,  wie  wn  es  fiuhei  thun  musiteu,  um  daduich  zuu: 
Begiifle  der  Lntiemung  zu  gelaup,en  (p   5^7  f ) 


Terminus  est,  r[uod  alicuius  rei 
extremum  est. 

Figura  est,  quod  aliquo  uel  ali- 
quibus  terminis  comprehenditur. 

Cireulus  est  figura  plana  una  ii- 
nea  compreliensa,  ad  quam  quaa 
ab  uno  puncto  intra  figuram 
posito  educuntur  rectac,  omnes 
aeqnales  sunt. 


m  die  lerne  CTGometrie  nicht  aotliwei  li^  weun  luch  ott  Ijeiuem  ii  »il  i 
11  licht  dem  Geiste  der  antiken  (ieometiie  welcher  die  ims  so  gel  iuhj;t  Ai  f 
U'isuiig  dir  Strpclteii  «od  Winkel  ala  ZableogiöBsen  fem  lig 

''■)  D  e  Nothwenhgteit  dies  iuadiui,khch  heivoizuhehen  st  von  v  H  Im 
huUz  a  a  U  hesonders  hetont  und  i1b  sonst  eti lisch weigend  vonus^csetat 
beBBiclmet  l,Gea  Weike  Bd  3  p  C24)  Jedenfalls  k^Qn  man  indessen  Buclid  b 
Woite  ID  gleichem  Smne  deuten  Wiihtend  wii  diich  die  Annahme  d  r  Kieis 
sei  eme  geschlossene  ligur  zum  Begiifle  dei  Lnllernung  d  h  am  Aufafcelhag 
mei  bei  ^l]en  Bewegungen  ungeiideit  bleibenden  Function  dei  Coordimten 
zweier  Punkte  gelirgten  gellt  v  Heltnholtz  umgekehrt  von  let  Vorauasctaung 
aas  dass  eme  solche  Function  ewstiie  imd  sieht  dieselbe  71  bobtimmen  Ei 
kommt  an  dem  Schlüsae,  Uias  lüi  eii  Pmkt  bei  dei  Drehung  um  eiuin  festen 
Paukt  dann  auf  emei   '^iiral    bewegen  rnuau     Fs  )  mn  d  es  nach  (  IcicIiuUq  (d) 
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Es  folgen  jetzt  bei  Euclid  die  Definitionen  des  Centrums,  des 
Durchmeesers,  des  Halbkreises,  der  geradlinigen  Figuren  (Dreiecke, 
Vielecke),  des  gleichschenkligen  und  gleichseitigen  Dreiecks,  des 
rechtwinkligen  Dreiecks,  des  Quadrats,  Rechtecks,  ühoniboids  etc. 
Dann  werden  die  Parallelen  durch  folgende  Definition  eingeführt: 


Parallelae  sunt  lioeae,  quae  in  eo- 
dem  piano  positae  et  in  ntram- 
que  partem  productae  in  infini- 
tum  in  neutra  parte  eoncurruut. 


XXIII,  ilffipai/lTjAo^  sieiv  B^&siai, 
ovßai  ical  ixßaXXöitevat  itg  Üxbi- 

QOV     i(p'     BxdtBQCC     TTct     ^E^T)     B%1 

rjegeu  diese  Definition  paialleler  Linien  ist  oft  eingewandt,  dass 
sie    in   negativei   Foim    erscheint,    es   dürfte   indessen    schwer    sein, 

p  537  nur  eine  loganthmigLhe  Spuale  ?ein;  zwisclien  den  Constanten  C,  j^ 
deiselben  mnss  noch  eine  Relation,  etwa  V  =  f{y),  testeLen,  da  die  Drohung 
um  emcn  Punkt  nui  von  emem  Paianiotei  ahhätigen  soll  (p.  534  ii.  541);  die 
Gleichung  dPi  Spuale  wird  ilann 

■und  nach  einer  vollständigen  Umdrelmng  wird 

.._ /-(,!»' •■  +  "' 
Du,  GiuasL  1  odei  eine  passend  gewahitp  Punktion  \oa  y  miaseii  wii  als,  Cnt 
fprnung  deu  Punktes  x{-^  i  cosuj)  ^(=  )  fcmto)  vom  Anfangspunkte  einfflhieii 
Daaa  heide  Gleichungen  für  denselben  Weith  von  y  heateheu,  ist  sehr  wohl 
möglich,  die  Annahme  der  blossen  Existenz  einei  ungeändeit  bleibenden  Eeli 
Ytya  BWiBchcn  den  Cojrdinaten  gend^t  alao  noch  nicht,  um  die  Euclidiaciie 
Geometne  au  begründen  Unseie  Annahme  nimlich,  da^e  jede  <jerade  bei  Be 
wegung  wiedei  in  eine  berade  dbergefuliifc  werde,  macht  v  Helraholtz  imph 
cite  ebenWli,  indem  er  die  geride  Linie  als  die  „kuiae»te  Linie"  deflniit 
(Populäie  Voitiäg'',  Bd  2,  p  15)  und  andeieiseits  ala  Bntfernnng  die  der  An 
nähme  nach  hei  den  Bewegungen  ungcäiidert  bleibende  Puaction  lieaeiolinet 
Seme  Unteiincbungen  mn^sen  dahei  mit  den  unsngen  in  den  Resultaten  ubei 
einstimmen  Das  von  Lie  [a  a  0  ,  vgl  oben  p  462)  dagegen  erhobene  Bu 
denken,  dass  es  nicht  ohne  Weiteiea  erlaubt  te\,  die  unendlich  kleinen  Bowe 
gungen  durch  Irneaie  Functionen  daraus te llen ,  fillt  foit,  wnn  mau  mit  uns 
davon  ausgeht,  da^s  eine  geiade  Linie  wieder  in  eine  solclie  ribeigetuhrt  werden 
aoll  Lie  halt  es  übeidies  fm  wahischeinlich,  dass  die  Foideinng  m  Betteff 
der  geschlosseneil  Kreisfigur  sich  als  Folge  dei  übiigen  von  \  Helmkoltz  auf 
geatellten  Postulate  ergebe  Na^h  den  TJnteisnchungen  des  Testes  wuide  dies 
nur  bei  der  elliptischen  nnd  hyperbolisolien  Gteometrie,  nicht  abei  bei  dei  para- 
bobscheu  richtig  sein  Misslich  bleibt  hei  den  Untei Buchungen  von  Riemaan 
und  V  Helmholta  (wenigatena  wenn  man  dieselben  nickt  bloa  Taf  eiuo  ab 
'*t\aote  Zahlenmanmgfaltigkeit,  sondern  auf  den  Raum  beziehen  willl  dass  die 
■xngewindte»  Looidinaten  in  keinei  Weise  geometnsch  definut  aind  (v^'i  oben 
die  dritte  Note  zu  p,  639). 
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eine  für  üie  zu  zieliendwi  Folgerungen  gleich  bequeme  poKitive  Porin 
zu  finden, 

Postulata. 


J.   'i-JtriJfld'ü)    «reo  %ttvrbe   S7ifxs(ov 

fi-^v  äyayitv. 
II.      Kai     %£7t£Qa6n.evijv     sid'ftav 

in.  KkI  ütavtl  xivtQOi  -Aal 


Poatuletur,  nt  a  quoui.s  puncto  ad 
quoduis  punctum  recta  linea  du- 
eatur. 

Et  nt  recta  linea  terminata  in  di- 
rectum educatuc  in   continuum. 

Et  ut  quouis   centro  radioque  cir- 


(tairi  x6xi.ov  yQd^ea&ai.  j      culus  describatur. 

Das  erste  Postulat  kann  aufgestellt  werdeu,  nachdem  die  ein- 
deutige Bestimmtheit  einer  Geraden  durch  zwei  Punkte  bereits  er- 
kannt ist;  dieselbe  fanden  wir  in  der  vierten  Definition  implicite 
ausgesprochen.  Das  zweite  Postulat  kann  mit  Hülfe  des  dritten  auf 
das  erste  zurückgeführt  werden*),  erseheint  also  als  überflüssig.  In 
der  That  kann  man  mit  Hülfe  des  Zirkels,  ausgehend  von  einem 
Punkte  einer  gegebenen  Strecke,  leicht  einen  in  ihrer  Verlängerung 
liegenden  Punkt  eonstruiren  (z.  B.  nach  dem  Satze,  dass  der  !Badius 
sich  im  Halbkreise  dreimal  abtragen  tässt);  die  Verbindungslinie  des 
letzteren  Punktes  mit  dem  ersteren  kann  sodann  nach  dem  ersten 
Poatulate  gezogen  werden  und  gibt  die  verlache  Verlängerung.  Zu 
bemerken  ist  aber  andererseits,  dass  nach  Euclid's  Auffassung  bei 
Definition  der  Geraden  zunächst  nur  an  endliehe  Strecken  zu  denken 
istj  denn  nach  def.  XIV  ist  jede  Figur  innerhalb  endlicher  Grenzen 
enthalten.  Die  Möglichkeit,  eine  Strecke  über  ihre  ursprünglichen 
Grenzen  hinaus  zu  verlängern,  muss  deshalb  besonders  poatulirt 
werden.  So  aufgefasst,  ist  demnach  Euclid's  Kweitcs  Postulat  nicht 
zu  vermeiden. 
IV.    Kai  lEcfßag  -cäg  öp3-ßg  yavias  j  Et  oranes  rectos   angolos  inter  se 

föKg  «iWiJAßig  Ebvat.  aequales  esse. 

Dieses  Postulat  entspricht  genau  unserer  Forderung,  dass  in 
jedem  Strahlbüachol  eine  ausgezeichnete  Involution  von  Strablen- 
paaren  angegeben  werden  könne,  welche  bei  allen  Drehungen  un- 
geändert  bleibt,  und  dass  die  so  ausgezeichneten  Involutionen  in 
verschiedenen  Strahlbüscheln  bei  allen  Bewegungen  in  einander 
übergehen    (p.  535).     Die   Forderung    der   Gleichheit    aller    rechten 


*)  Hieraal'  hat   Kempe   in   der   auf  p.  J23   citirten   Schrift   (p.  47  f.)    auf- 
merksam gemacht. 


y  Google 


548  Dritts  AbtheiluDg. 

Winkel  sagt  eben  aus,  dass  jeder  rechte  Winkel  bei  einer  1 
wieder  in  einen  rechten  Winkel  übergehen  soll.  Es  ist  dies  nach 
unseren  Entwicklungen  ein  nicht  weiter  beweisbarer  Satz,  der  zu- 
sammen mit  dem  anderen,  dass  der  Kreis  eine  geschlossene  Curve 
sei  (p.  537  und  545),  die  als  „Bewegungen"  zu  bezeichnenden  Orts- 
veränderungeu  vor  anderen  Operationen  der  Art  (z.  B,  Projectionen) 
auszeichnet.  Diese  Eigenschaften  der  Bewegungen  müssen  hervor- 
gehoben werden,  da  die  ganze  Lehre  von  der  Congvuena  und  Gleich- 
heit der  Eiguren  auf  dem  Begriffe  der  Bewegung  bernht,  wie  wir 
sogleich  noch  näher  ausführen  werden  {vgl.  unten  p.  556  f.) 

Gleichwohl  findet  man  oft  die  Gleichheit  der  rechten  Winkel 
dadurch  bewiesen*),  dass  man  den  rechten  Winkel  als  die  Hälfte  des 
gestreckten  Winkels  definirt,  dass  alle  gestreckten  Winkel  einander 
gleich  seien,  da  jede  Gerade  mit  jeder  anderen  zur  Deckung  gebracht 
werden  kann,  dass  folglieh  auch  die  Hälften  der  gestreckten  Winkel 
einander  gleich  sein  müssen.  Hierbei  ist  aber  implicite  vorausgesetzt^ 
dass  die  zu  einer  Geraden  senkrechten  Linien  bei  üeberführung  dieser 
Geraden  in  eine  neue  Lage  eben  in  die  zu  der  neuen  Geraden  recht- 
winkligen Linien  übergehen.  Andererseits  hat  man  das  vierte  Postu- 
lat durch  die  Forderung  zu  ersetzen  gesucht,  dass  gleiche  Con- 
structionen  an  verschiedenen  Orten  des  Raumes  und  nach  verschie- 
denen Richtungen  ausgeführt,  einander  congruente  Figuren  ergeben**), 
oder  dass  der  Raum  eine  „in  sich  congruente"  (dreifach  ausgedehnte) 
Mannigfaltigkeit  sei***).  Eine  solche  allgemeine  Pestsetzung  hat 
natürlich  auch  den  specielleu  Sata  von  der  Gleichheit  aller  rechten 
Winkel  zur  Folge;  aber  mau  begeht  durch  Aufstellung  dieser  For- 
derung denselben  Fehler,  als  wenn  man  etwa  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  als  ein  solches  definireu  wollte,  in  dem  zwei  gleiche  Seiten 
und  zwei  gleiche  Winkel  vorkommen,  während  doch  der  eine  Theil 


*)  So  auch  bei  Baltzer,  Mehier  a.  a.  0.,  Killing  a.  a.  0.,  p.  1.  Auf 
den  BegrifE  des   gestreektea  (flachen)  Winkels  kommen  wir  sofort  noch  zurück. 

**)  Vgl.  Graasmann;  Die  liaeale  Ausdehmingslehro,  Leipzig  1844  (p.  35  if. 
in  dem  zweiten  Abdrucke  von  1878),  und  Hoüel;  Essai  critiqae  sur  les  prin- 
cipes  fondamentam  de  la  göom6trie  öl^mentaire,  Paris  1867  (vgl.  Erdmann, 
a.  a.  0.  p.  64). 

***)  Vgl.  T.  Helinholtza.a.O.!  Erdmann  a.  a.  0.;  Wandt  a.  a.  0.  p.  522; 
Thiele,  a  a  0  p  12G  Das  vierte  Postulat  kann  ah  voUkommun  glen-hwerthig 
mit  dem.  Riemann'schen  Satie  ingt'iehen  weiden,  ddss  dem  Blume  ein  oon 
(.tantes  Krumm ungsmai&s  zukommt  dii  fünfte  Postulit  gibt  dann  diesem  Krüm 
mvingsmaa^BK  den  Weith  Null  un  l  die  An  lahmo  rttis  der  Kitn  tine  gLachlosaciie 
Pigni  sei,  scheidet  die  Eawcgunjren  vua  den  (allem  beim  Kiuuimung  niiisie 
Nnll  möglichen)  Aphnlichkeitiili  mifoi  mT-tiontn 
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dieser  Aussage  eine  Folge  des  anderen  ist.  Ebenso  folgt  ans  der 
Euclidisctien  Forderung  über  die  Gleichheit  aller  rechten  Winkel, 
dass  überhaupt  jeder  Winkel  bei  jeder  Bewegung  nngeändert  bleibt, 
wie  unsere  Erörterungen  über  die  Grundlagen  der  parabolischen 
Geometrie  hinreichend  klar  gelegt  haben  werden.  Aus  dem  vierten 
Poatulate  und  der  fünfzehnten  Definition  geht  also  die  Gleichheit 
aller  in  gleicher  Weise  an  yerscliiedencn  Orten  des  Raumes  cou- 
struirten  Figuren  als  nothweniJige  Folge  hervor;  und  es  ist  über- 
flüssig, sie  noch  besonders  ku  statuiren,  es  ist  unlogisch,  die  ein- 
facheren Grundsätze  Euclid's  durch  umfassendere  Folgesätze  zu 
ersetzen. 

Die  letzten  Bemerkungen  beziehen  sich  nur  auf  die  parabolische 
Geometrie,  In  gleicher  Wdse  hätlen  wir  aber  mich  in  der  hyperbo- 
lischen und  elliptiscJien  Geometrie  von  EticUd's  viertem  Fosbiüate  atts- 
gehen  Jcotmen,  d.  h.  von  der  Annahme,  dass  in  allen  Strahlbüscheln 
gewisse  ausgezeichnete  Involutionen  vorkommen,  die  durch  Bewe- 
gungen nicht  geändert  werden.  Wir  würden  dann  gefunden  hohen, 
dass  die  (imaginären)  Doppelstrahlen  dieser  Involutionen  eine  Curve 
zweiter  Klasse  umhüllen  nmssen;  wnd  je  nachdem  wir  die  Pw«/;fe  der- 
selbm  als  reeU  oder  imagmär  vorausgesetzt  hätten,  würden  wir  gu  der 
einmt  oder  anderen  Geometrie  geßhrt  sein;  und  zwar  hätte  sich  der 
Begriff  der  Entfernung  und  der  Bewegung  ohne  Einführung  neuer 
Festsetzungen  entwickeln  lassen,  wie  wir  früher  umgekehrt  von  der 
Entfernung  ausgingen  und  dann  von  selbst  zu  einem  Maasse  für  den 
Winkel  gelangten  (p.  474  und  518),  Das  Zerfallen  der  Curve  zweiter 
Klasse  führt  (wie  oben  p.  530  f)  zur  parabolischen  Geometrie  zurück. 


f.  Kai  iäv  bCs  dvo  si&sias  ev- 
Q'eta  i^nCntovSa  roig  ivrbg  xal 
i%l  tä  aitä  (ieqti  ymvtas  dvo 
OQ&äv  iXdßßovtts  3EOS0,  mßal- 
Xo^ivKg    Tcig    dvo    E'h&BtaQ    i% 

slßlv  cci  tS>v   (Ji5o   liQ^Stv  ^käe- 
aovsg*). 


ät,  si  in  duas  lineas  reotas  rocta 
iucidens  aogulos  interiores  et 
ad  eandem  partem  duobus  rectis 
minores  effecerit,  rectas  illas  in 
infinitum  producta s  concurrere 
ad  eandem  partem,  in  qua  sint 
anguli  duobus  rectis  minores. 


*)  Dieaea  und  das  vorhergehende  Po&tulat  sind  m  dei  eisten  gneohiachon 
Ansgahe  von  Eoclid'a  Elementen  (Basel  16  3  bei  Hpi vagine)  untei  die  sogleich 
im  Texte  En  besprechenden  Aaiome  gestellt  dieser  Iiithnm  ist  in  fast  alli  api, 
teren  Uebeisptzangen  und  Ansgaben.  ul  eigegangen  {ii  lib  in  lie  von  Giegoij 
besorgte  Gesammtauegabe  der  Werke  Buchd  s  Oxfoid  170^)  bis  Peyiaid  in 
seinen  1814—18  herausgegebenen  Oen vre s  d'Bnolide  die  richtige  Uiduung  aus 
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Dieses  Postulat  ist  vollständig  äquivalent  mit  der  Annahme, 
dass  die  zuletzt  erwähnte  Curve  aweiter  Glasse  in  ein  Punktepaiir 
ausarte,  dass  somit  jeder  Geraden  nur  ein  unendlich  ferner  Punkt 
zukomme,  oder  dass  die  unendlich  fernen  Punkte  eine  gerade  Linie 
bilden.  Es  ist  aber  nothwendig,  den  Inhalt  des  Satzes  noch  im 
Einzelnen  zu  betrachten,  Dass  nämlich  zwei  Gerade,  welche  mit 
einer  dritten  zwei  innere  Winkel  bilden,  deren  Summe  kleiner  als 
zwei  Rechte  ist,  sieh  stets  schneiden,  gilt  nicht  nur  in  der  parabo- 
lischen, sondern  auch  in  der  elliptischen  Geometrie;  nur  in  der  hyper- 
bolischen Geometrie  kann  es  auch  vorkommen,  dass  sie  sieh  nicht 
treffen.  Letztere  ist  also  durch  vorliegendes  Postulat  ausgeschlossen; 
aber  auch  die  elliptische  Geometrie  ist  mit  dem  Wortlaute  desselben 
nicht  verträglich;  denn  wir  haben  gesehen,  dass  in  ihr  die  Ebene 
durch  eine  Gerade  nicht  in  zwei  getrennte  Felder  zerlegt  wird  {p.  527), 
In  den  Worten  £95'  a  (te^rj  dsiv  ist  aber  eine  solche  Zerlegung  vor- 
ausgesetzt. Es  bleibt  sonach  nur  die  parabolische  Geometrie  mög- 
lich. Allerdings  könnte  man  auch  annehmen,  dass  die  elliptische 
Geometrie  bereits  durch  die  dreiundzwanzigste  Definition  (d.  i,  durch 
Zulassung  sich  nicht  schneidender  Geraden)  ausgeschlossen  sei.  Fasat 
man  die  Definition  der  Parallellinieu  so  aut,  dass  sie  die  Existenz 
solcher  Linien  voraussetzt,  so  wäre  dei  letzte  Relativsatz  des  iunften 
Postulates  {ifp'  «...  iXdSßovsg)  übeiflussig 

Selbstverständlich  kann  das  fünfte  Postulat  m  niinmgtichfi 
Weise  durch  andere  äquivalente  Foideiuni^en  ersetzt  wtiden,  z  B 
durch  die  Annahme,  dass  eine  Geiale  um  einen  unendlich  leinen 
Funkt  habe,  d.  h.  dass  sich  zu  emei  gegebenen  Geraden  nui  eine 
Parallele  durch  einen  gegebenen  Punkt  ziehen  lasse'''),  oder  dass  die 


den  HandBchriften  wiederherstellte  Su  kommt  ea,  dass  das  fünfte  Postulat 
meistens  als  das  elfte  Aiiom  citirt  wiid  Die  H^iidachuften  bciaiipn  meistens 
auf  einer  von  llicoa  (ca  360  n  Chr)  veranstalteten  Ansgabe,  nur  eme  (von 
Peyrard  zuerst  benutzte)  yaticanische  Handsi-liiift  geht  auf  die  Zeit  voi 
Theon  zavück  (da  sie  die  Zusätze  des  let^teien  nicht  enthultl  nud  ist  desh-blb 
besonders  wichtig  Vgl  H  inkel  (Zui  Geschichte  der  Mathematik,  Leijiaig  1874 
p.  388)  und  Heib    ig  (p   174ft   m  dei  oben  p   1Q4  fiUrten  Schuft) 

*)  Vgl.  Biltaer  und  Mehlei  a  a  0  p  lä  bea  p  6  In  beiden  WeiUn 
wild  ohne  Bozugiid,lime  auf  dieses  Postulat  dei  Satz  hewiesea  dass  zwei  ftei-tde, 
welche  mit  einer  dritten  Qeiaden  Gegenwinkel  bilden,  die  emandei  gleich  Bind, 
sich  nicht  schneiden  Der  gagebene  Bewei''  macht  ibei  stillschweigend  von  der 
Annahme  Gebiiuch  d^s8  die  Fbene  dniuh  die  dntte  Geiado  m  zwei  j^etiennte 
li'elder  zerlegt  werde,  wna  bei  dei  elliptischen  faeomctii«  nn,Iit  stattfindet  (vgl 
oben  p.  527);  es  mu&atc  also  iigend  ein  Postulat  vorbeigehen,  durth  welches 
die  Möglichkeiten  dieser  Geomettn,  ausgeschlossen  weiden    —  Es  sei  hier  be- 
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Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  gleich  zwei  Rechten  sei*),  oder 
dasa  in  der  Ebene  ähnliche  Figuren  möglich  seien**).  Dodi  Jzann  es 
in  heiner  Weise  vermieden  werden,  irgend  eine  äqtiivalente  Festsetstmg 
mtsdrücklich  m  matten.  Wir  müssen  dies  um  so  mehr  heryorheben, 
ala  man  lange  geglaubt  hat,  den  Inhalt  dieses  Postulates  aus  den 
übrigen  Definitionen,  Posfculaten  und  Axiomen  ableiten  zu  können^ 
und  als  eine  unzähhge  Reihe  von  Versuchen  gemacht  worden  ist***), 


merkt,  äaee  auch  dem  Begriffe  des  flachen  Wiakela  das  Postnlat  ton  der  Thei- 
lung  der  Ebene  in  awei  getteante  Gebiete  vorauegeheii  sollte;  denn  als  Winkel 
wird  der  zwiacheii  zwei  Sctenkeln  liegende  Theil  der  Ebene  bezeichnet.  In  der 
elliptischen  Geometrie  aber  theilen  die  Schenkel  des  flaohea  Wickels  eben  kein 
Gebiet  der  Ebene  ab.  Damit  wird  auch,  der  übliche  Beweis  für  die  Gleichheit 
aller  rechten  Winkel  hinfällig  (vgl.  p.  547  f.).  Der  (dem  Euclid  unbokannfe)  Be- 
griff des  flachen  Winkels  wird  am  besten  gana  Yermieden;  er  ist  nnr  ein  Grenz- 
begriff, und  man  kann  nicht  a  priori  wisaen,  oh  beim  Grenaübergange  die  Eigen- 
schaften des  Winkels  erhalten  bleiben. 

*)  Und  zwar  gilt  dies  für  jedes  Dreieck,  wenn  es  für  irgend  ein  bestimmtes 
Dreieck  als  gültig  angenommen  wird;  vgl.  Legendre,  Mömoirea  de  l'acadßmie 
des  scjencee,  1833,  und  Ganas,  a.  a.  0. 

**)  Vgl.  Clifford  in  deaaen  Lectures  and  Essays.  Es  braucht  auch  hier 
die  Existenz  einer  au  einer  gegebenen  Figur  ähnUchea  Figur  nur  in  einem  gana 
bestimmten  Falle  vorauageaetzt  werden;  für  alle  anderen  Fälle  ergibt  sie  sieb 
dann  von  selbst.  —  Bei  der  Nichtexistenz  ähnlicher  Figuren  wird  es  in  der 
nicht-Euelidischen  Geometrie  uoraöglich,  Conalructionen  in  der  Ebene  aus- 
zuführen, deren  öeatalt  von  der  Längeneinheit  unabhängig  wäre;  gleichwohl 
bleibt  die  Anwendung  der  Arithmetik  auf  die  Geometrie  gültig;  vgl.  oben  die 
Kote  au  p.  HS.  —  Will  man  in  der  nicht-Euclidischen  Geometrie  eine  ge- 
gebene Figur  verkleinera,  so  hat  man  eine  oollineare  Umformung  anzuwenden, 
die  den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  der  einen  Ebene  in  einen  gewiasee  eigent- 
lichen Kegelschnitt  der  anderen  Ebene  überführt. 

***)  Schon  Proklus  (t  485  n.  Chr.)  hielt  das  fünfte  Postulat  nur  für  eine 
Uinkehrnng  des  17.  Satzes  im  ersten  Buche  (vgl.  p.  191  f.  in  der  Ausgabe  von 
Friedlein,  Leipzig  1873);  auf  demselben  Standpunkte  steht  M.  Cantor  in 
seiner  Geachiohte  der  Mathematik,  Bd.  1,  p.  338,  Leipzig  1380.  Es  ist  hier  nicht 
der  Ort,  eine  Uebersicht  Aber  die  grosse  Keibe  unrichtiger  Beweise  zu  geben, 
xo  lehrreich  eine  Eritik  derselben  im  Einzelnen  für  die  richtige  Auffassung  der 
Grundlagen  der  Geometrie  aach  sein  mag.  Noch  heute  stehen  die  meisten 
elementaren  Lehrbücher  der  Geometrie  bei  Erörterung  der  Grundlage  dieser 
Wissenschaft  an,  Klarheit  und  Prsoision  hinter  Euclid  zurück;  mit  geringer 
Einschränkung  gelten  daher  noch  heute  die  Worte  von  Gauss  aus  dem  Jahre 
1816  (Göttiuger  gelehrte  Anzeigen),  nach  denen  wir  nicht  sagen  können,  dass 
wir  im  Weseatlichen  irgend  weiter  gekommen  wären,  als  Buelidea  vor  zwei- 
tauaend  Jahren.  N\ir  gelang  es  Legendre  a.  a.  0.  zu  zeigen,  dass  die  Summe 
der  Winkel  im  Dreiecke  nicht  grösser  aein  kann  ala  zwei  Rechte,  wenn  sich  die 
geraden  Linien  ins  Unendliche  verlängern  lassen;  dann  aber  brachte  die  nicht- 
EucUdiaohe  Geometrie  neue  Einsieht  iu  die  streitigen  Fragen. 
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da-ssolbe  i^urch  ErbriuguQg  eines  strengen  Beweises  aus  der  Reihe 
der  Postulat  0  au  sza  seh  ei  den  und  unter  die  Lehrsätze  ein  anreihen. 
Da  alle  diese  Versuche  fehlschlugen,  so  lag  es  nahe,  einen  anderen 
Weg  einzuschlagen  und  auf  Grund  einer  dem  fünften  Postulate  wider- 
sprechenden, mit  den  übrigen  Voraussetzungen  aber  verträgliehen 
Annahme  ein  geometrisches  Lehrgebäude  aufzubauen;  führten  die 
dann  gemachten  Schlüsse  zu  Resultaten,  welche  unter  sich  oder  mit 
den  gemachten  Voraussetzungen  nicht  in  Uehereinstimmung  sind,  so 
war  indirect  ein  Beweis  dafür  erbracht,  dass  das  fünfte  I'ostulat 
Euclid's  eine  uothwendige  Folge  seiner  übrigen  Definitionen,  Postu- 
late und  Axiome  sei.  In  derartiger  GedankenTerbindung  ist  wohl 
der  Ursprung  der  sogenannten  nicht-Euclidischen  Geometrie  bei 
Lobatcheffsky,  Bolyai  und  Gauss  zu  suchen.  Dieser  neue  Weg 
nun  leitete  zu  einer  überraschenden  nnd  lange  nicht  hinreichend 
gewürdigten  Entdeckung;  man  fand  nicht  nur  keinen  Widerspruch, 
sondern  es  erstand  ein  in  sich  consequentea  Lehrgebäude,  das  zwar 
mit  den  meisten  uns  geläufigen  geometrischen  Vorstellungen  nicht 
KU  Tereinigen  war,  dag  aber  doch  mittelst  unbestreitbar  richtiger 
Schlüsse  aus  den  gemachten  Voraussetzungen  emporwuchs.  Hiernach 
schien  die  Frage,  oh  das  fünfte  Poshdat  eine  mathematische  Folge  der 
vhrigen  hei  Eitclid  aufgeführten  DefmiUonm,  PosMate  und  Axiome  sei, 
entschieden  verneint  werden  zu  müssen.  Aber  es  blieb  immer  noch 
der  Einwand  übrig,  ob  bei  weiter  fortgesetztem  Ausbaue  der  nicht- 
Euclidischeu  Geometrie  sich  nicht  doch  irgendwo  ein  Widerspruch 
ergeben  könne.  Dass  man  auf  einen  solchen  nicht  gestossen  war, 
konnte  nicht  als  Beweis  dafür  gelten  (wie  wohl  oft  ausgesprochen 
ist),  dass  derselbe  nicht  existirte.  Doch  auch  dieser  Einwand  Hess 
sieh  beseitigen,  nachdem  man  mit  Riemann  und  Beitrami  die 
neue  Geometrie  in  Beziehung  zu  den  Flächen  constanten  Krümmungs- 
maasses  gebracht  hatte,  wie  sie  sieh  in  der  gewöhnlichen  (parabo- 
lischen) Geometrie  darbieten,  oder  zu  der  projectivischen  Geometrie, 
wie  sie  sich  nach  Klein  mittelst  rein  linearer  Consti'uctionen  ohne 
Benutzung  des  Parallelenaxioms  entwickeln  lässt.  Jedem  Satze  der 
nicht-Euclidischen  Geometrie  entspricht .  eindeutig  ein  Satz  über 
Flächen  constanten  Krümm  ungsm aas ses  in  der  parabolischen  Geometrie, 
und  andererseits  ein  rein  projeeti  vis  eher  Satz  über  Beziehungen  einer 
Figur  zu  einem  Kegelschnitte,  der  auch  in  der  Euclidiachen  Geo- 
metrie seine  Gültigkeit  behält.  Sollte  nun  irgend  ein  Satz  der 
elliptischen  oder  hyperbolischen  Geometrie  jemals  zu  einer  logischen 
Unmöglichkeit  fuhren,  so  mässten  auch  die  entsprechenden  Sätze 
der  Buclidisehen  Geometrie  (für  Oberflächen  constanten  Krummungs- 
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ä  oder  für  die  projectiviselie  Geometrie)  denselben  Widerspruch 
in  sich  tragen;  es  wäre  daher  auch  das  Euelidische  fünfte  Postu- 
lat mit  seinen  übrigen  Annahmen  unvereinbar,  und  es  würde  über- 
haupt jede  geometrische  Forschung  unmöglich  werden.  Wäre  also 
<ks  fünfte  Postulat  eine  nothwendige  logische  Folge  der  übrigen  An- 
nahmen und  Grundsätze,  so  würde  es  zu  unrichtigen  Polgerungen 
Veranlassung  geben,  raüsste  also  selbst  falsch  sein;  es  nittssten  also 
auch  die  übrigen  Euclidischen  Voraussetzungen  mit  einander  un- 
verträglich sein.  Sicher  ist  hiemach  das  fünffe  Fosfulat  Jceine  mafhe- 
maUsche  (logische)  Folge  der  übrigen  Definitionen,  Fostulafe  imcl 
Axiome. 

Das  so  gewonnene  Resultat  ist  von  eminenter  Wichtigkeit,  nicht 
nur  weil  es  die  definitive  Antwort  auf  eine  seit  Jahrhunderten  auf- 
geworfene Frage  gibt,  sondern  besonders  weil  <5iese  Frage  sich  auf 
die  Grundlagen  aller  geometrischen  Forschung  bezieht.  Die  Geometrie 
ist  dadurch  der  reinen  Mathematik  so  nahe  verwandt,  dass  sie  (im 
Gegensatze  zu  allen  anderen  Wissenschaften)-  im  Stande  ist,  ihr 
ganzes  Lehrgebäude  aus  einer  kleinen,  bestimmt  und  unzweideutig 
»ngebbaren  Anzahl  imbewiesener  Voraussetzungen  durch  rein  lo- 
gische Operationen  abzuleiten*!.  Aber  die  zu  machenden  Voraus- 
setzungen sollen  nicht  nur  hinreichend,  sondern  auch  nothwendig 
sein;  und  darüber  wird  man  sich  in  Betreff  des  fünften  Postulates 
auf  keinem  anderen  Wege  als  durch  das  Studium  der  nicht-Bucli- 
dischen  Geometrie  Rechenschaft  geben  können**).  Ganz  abgesehen 
von  dem  hohen  Interesse,  welches  die  Möglichkeit  einer  solchen 
Geometrie  stets  erweckt  hat  und  erwecken  wird,  muss  Jeder  den 
unschätzbaren  Dienst  anerkennen,  den  uns  der  Ausbau  jener  Geo- 
metrie für  die  Erkenntniss  des  inneren  Zusammenhanges  der  Eucli- 
dischen Axiome  geboten  hat.  Nur  wer  sich  nicht  die  Mühe  nimmt, 
in  die  nicht-Euclidische  Geometrie  tiefer  einzudringen,   kann  sieh 

*)  Der  hohe  Werth  ansehanlichet  Hölfaniittel  für  Porscliiiiig  uod  Untor- 
riüht  soll  hiermit  natiirlich  nicht  in  Trage  gestellt  werden. 

**)  Man  könnte  versuchen,  auch  die  anderen  Postulato  Buclid'B  in  gleicher 
Weise,  wie  das  fünfte  zu  eliminiren.  Bei  Aufgabe  des  vierten  Asiomes  indessen, 
das  mit  der  Annahme  eines  eonatanten  Krümmungsmaasses  äquivalent  iat,  würde 
die  freie  Beweglichkeit  der  Figuren  ohne  Pdrmvevandernng  anfgehoben  werden; 
ea  würde  also  ein  wesentliches  Hülfsmittel  geometrischer  Forschung  hinfRUig 
werden,  wenn  auch  die  Gültigkeit  der  (unabhängig  von  den  Bewegungen  be- 
Btchenden)  projectivisohen  Geometrie  dadurch  noch  nicht  beeinflusst  werden 
könnte.  Daa  erste  Postulat,  nach  dem.  die  gerade  Linie  durch  irgend  zwei  ihrer 
Pnntte  eiodeutig  bestimmt  sein  muaa,  kann  dagegen  aufgehoben  werden,  wie 
das  Beispiel  der  sphärischen  Geometrie  lehrt;  vgl.  oben  die  dritte  Note  au  p.  5S0. 
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dazu  versteigen,  sie  als  müssiges  Gedanken  spiel  oder  als  mystische 
Bizarrerie  zu  bespötteln*). 

Üebei-dies  ist  es  oft  für  geomefcrisclie  Unter sucliungen,  inabeson- 
dere für  solche,  bei  denen  ein  Kegelschnitt  oder  eine  E'läche  zweiter 
Ordnung  in  sich  transformirt  oder  sonst  ausgezeichnet  wird,  förder- 
lich, diese  Curve  oder  Fläche  zur  Begründung  einer  „allgemeinen 
projectivisehen  MaaeabeBtimmuug"  zu  benutzen.  Wir  haben  uns 
davon  schon  bei  Bestimmung  gewisser  Curven  auf  den  Flächen 
zweiter  Ordnung  überzeugt  (p.  291  ff.),  und  wir  werden  Gelegenheit 
habeu,  andere  Fälle  der  Art  kennen  zu  lernen. 

Wenn  wir  uns  in  den  letzten  Erörterungen  auf  Verhältnisse  der 
ebenen  Geometrie  beschränkt  haben,  so  geschah  dies  zur  Abkürzung 
der  Darstellung;  für  den  Raum  gelten  selbstverständlich  ganz  ana- 
loge Betrachtungeu**). 


Koival  Ivvotai***). 
I.    Tvc  tf   ttin^   tßcc  'xccl  dXX-^kois  ' 

EiSxXv    flj«. 

IL    Kai   iccv   tßotg  tGa  %Qo(lTe9y, 
tä  SA«  iarlv  fe«. 

III.  Kai  iäv  ScTth  t^mv  tßcc  ätpai- 
^E&ri,    rä    xaraXaiTiöfievii    iöttv 

IV.  Kai  tä  iipaQfi6tovtcc  iit  äXlr^Xa 
iea  (iAA^Aof?  isrCv. 

V.  Ktxl  -CO  oAüv  zov  ittQovg  [liC^ov   . 
iöTiv. 

Diese  Axiome  werden  (mit  Ausnahme  des  vierten)  in  der  Rege! 


Communes  aniuii 

conceptiones. 

Quae  eidem  aequalia  sunt,  etiam 

inter  se  aequalia  sunt. 
Et,  si  aequalibus  aequalia  addun- 

tur,  tota  aequalia  sunt. 
Et,  si  ab  aequalibus  aequalia  sub- 
trahuntur,  reliqua  sunt  aequalia. 

Et  quae  intor  se  congruunt,  aequa- 
lia sunt. 
Et  totum  parte  maius  est. 


*)  Besonders  Lotze  und  Dühving  h-iben  sich  in  io  abapredieader  Weise 
ftusgeBpi'OChen ;  vgl,  dai  ber  Krdmann  a  0  i  fiB  nd  p  &9  ft  Loi'ia:  Die 
hauptsäctlichaten  Theoi  en  let  Ceomet  e  denis  h  tüd  '^ch  tt  Leipzig-  188S, 
p.  106. 

**)  Als  aechates  Postulat  finlet  s  h  n  e  n  ge  Handscli  fte  (auch  in  dei- 
auf  p.  550  erwähnten,  von  Pejra  d  benutzten!  d  a  folgende  Ra  Svo  sv&siag 
Xati/iov  iiri  Tisgieieiv;  in  finle  en  HAndacli  f fc  n  w  d  pb  ila  letztes  Asiom  auf- 
geführt, so  anch  in  den  alteren  Ausgal  en  le  Elemente  S  hon  Proklus 
(a.  a,  0,  p.  1S4  wnd  196)  ve  w  rft  dasaeihe  ala  n  cht  7on  Eu  1  d  herrührend; 
auch  Martianua  Capella  {  a  470  Ob  )  k  nnt  es  weder  als  Postulat  noch 
ala  Axiom.     Vgl,  darüber  Heiberg,  a,  a.  0.  p.  207  f. 

***)  Das  Woi-t 'A^Kinata  wird  nur  von  Proklus  gebraucht;  es  findet  sich 
nicht  in  den  Handachriften. 
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als  reine  Gröasenaxiome  aufgefasst*),  die  aus  der  Arithmetik  in  die 
Geometrie  hinübergenommon  sind.  In  gewissem  Sinne  ist  das  auch 
i-iclitig.  Gleichwohl  ist  ihre  Stellung  für  die  Auffassung  des  Alter- 
thums  doch  eine  ganz  andere,  weit  allgemeinere.  Nichts  würde  ver- 
kehrter sein,  als  beim  Ausspruche  derselben  zunächst  an  Zahlen  und 
an  Addition  und  Subtraction  von  Zahlen  zu  denken;  sie  sind  viel- 
mehr rein  geomettischer  Natur,  sie  sollen  auf  alle  in  der  Geometrie 
vorlcommenden  Figuren  (vgl.  def.  SIV),  insbesondere  auch  auf  Strecken 
und  Winkel,  angewandt  werden,  ohne  dass  dabei  an  das  Messen 
dieser  Figuren  durch  irgend  welche  Zahlen  gedacht  wäre.  Diese 
Asiome  sollen  sowohl  für  commenaurable  als  für  incommensurable 
Grössen  Geltung  haben,  werden  also  för  ein  viel  weiteres  Gebiet  in 
Anspruch  genommen,  als  jenes,  för  das  in  der  antiken  Mathematik 
die  Grundsätze  der  Arithmetik  anwendbar  waren.  Dem  Alterthunie 
war  der  Begnff  des  Irrationalen  ausschliesslich  in  seiner  geometri- 
schen Fassung  geläufig;  an  das  Operiren  mit  abstraeten  irrationalen 
Zahlen**)  dachte  man  nicht.  Für  das  AlleiiJiitm  war  daher  die 
A  fstell  ng  der  GrÖssenaxiome  atn  Eifigange  der  Geometrie  von  ausser^ 
orJetÜ  1  i  et  grosserer  Bedeutung  als  fin  uti.-^,  da  wir  gewohnt  sind, 
jele  geon  et  iBche  Operation  in  Gedanken  mit  der  entsprechenden 
a   tl  net  s  1  e  i  zu  verbinden. 

Das  dritte  Axiom  lionnte  man  versucht  sein,  als  eine  Folge  des 
zweiten  anzusehen;  die  Ableitung  des  einen  aus  dem  anderen  gelingt 
aber  nur  mit  Hülfe  der  Annahme,  dass  „Gleiches  zu  Ungleichem 
hinzugefügt  Ungleiches  ergibt".  Diese  letztere  Aussago  ist  daher  dem 
Axiome  III  äquivalent*^*). 


*)  V^l  Erdmatin,  a  a  O  p  13,  p  112  AnmPtk  ,  p  11.2  If ,  killiisfc, 
a   a   ')    p   1;  Wundt,  a    .i  0  ,  ji   448 

**)  Vgl  Lib  X,  propos.  7  in  Eaclid  s  Elementen  —  Auch,  in  iea  plerion 
taien  Lchibüchem  0er  Geometrie  sollten  daher  die  Ltio'senaiiome  nioht  aus 
der  AiithmPtik  entlehat,  sondern  selL^tg tändig  aufgestellt  werden,  denn  dei  &c 
biauch  mcommensniablei  Grossen  geht  m  der  Regel  dem  der  irration  ilen 
Zahlen  voiaus 

***)  Tu  allen  Handschriften  finden  sich  noch  folgende  diei  Ai-iorao  Aai  eiu 
äitaoiB  taa  ffpootsa-i;,  tc  oXa  ioTh  ävi'ea  Kai  rä  tov  b^ioji  Sieirläaia  ^i^iaa. 
«H^ioti  saiüi  Xal  Tff  TOv  aviov  ri^iaii  iW  ßllijlots  latlv  Diesflben  weiden 
il  ci  schon  vonPiokluB  verworfen  Das  erste  von  ihnen  ist  identisch  mit  dem 
im  Teste  zuletzt  als  äquivalent  au  III  erwähnten  —  Grassmann  will  alle 
Axiome  durch  das  eine  eiaetzen,  dass  gleichi'  Operationen,  imt  glefhcn  Grubsen 
vott/tnomme»,  gleiche  EesaUah  ergeben  Da  abei  alle  acdeien  Opei-ationea  sich 
auf  ihe  Additioa  und  deiea  Uwlebi anir  zmäckfahren  liasen,  fo  Jsf  i/itt  nicht 
empfohleasweith  (\gl.  p.  S48S.). 
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Aber  noch  in  gana  anderer  Richtung  ist  den  Axiomen  eine  Be- 
deutung, und  zwar  in  rein  geonietriächeoi  Sinne  beizulegen.  Wir 
hatten  oben  vermisst  (p,  543  f.),  daas  bei  Definition  des  Winkels  nicht 
die  Bedingung  für  die  Gleichheit  zweier  Winkel  hinzugefügt  war; 
die  früher  gelassene  Lücke  wird  hier  ausgefüllt,  die  Definition  der 
Gleichheit  aber  für  beliehigc  Figuren,  also  nicht  nur  für  Winkel 
und  Strecken,  sondern  auch  für  den  Flächeninhalt  gegeben.  Wir 
können  die  drei  ersten  Axiome  kurz  in  folgender  Weise  übersetKeu: 
„Zwei  Figuren  sollen  einander  gleich  heissen, 

I)  wenn  von  beiden  bekannt  ist,    dass   sie   einer   dritten   Figur 

gleich  sind, 
II)  wenn  man  zu  beiden  einander  gleiche  Stücke  derartig  hinzu- 
setzen bann,  dass  die  so  erweiterton  Figuren  einander  gleich 
sind, 

III)  wenn    man    durch   liinwegnahme   gleicher    Stücke    erreichen 
kann,  dass  die  restirenden  Figuren  einander  gleich  sind". 

Wie  aber  hat  mau  au  entscheiden,  ob  zwei  Stücke  einander 
gleich  sind?  Darüber  gibt  uns  das  vierte  A.xiom  Aufschluss,  indem 
es  aussagt: 

IV)  Zwei  Figuren  nennen  wir  einander  gleich,  wenn  die  eine  mit 
der  anderen  zur  Deckung  gebracht  werden  kann. 

Hiermit  ist  deutlich  ausgesprochen,  dass  der  Begriff  der  Beilegung 
tmerlässlich  ist  für  die  Vergleichung  verschiedener  Figtt/ren  hinsiiMUch 
ihrer  Grösse,  worauf  wir  im  Vorstehenden  schon  wiederholt  Bezug 
nahmen;  welche  Orts  Veränderungen  dabei  als  Bewegungen  zu  be- 
trachten sind,  wurde  uns  durch  die  Definition  SV*)  und  das  Postu- 
lat IV  näher  bezeichnet. 

Um  die  Bedingungen  zur  Vergleichnng  zweier  Figuren  zu  ver- 
vollständigen, bleibt  nocli  übrig  zn  entscheiden,  welche  im  I'alle  der 
Ungleichheit  als  die  grössere  zn  bezeichnen  ist.  Deshalb  wird  im 
letzten  Axiome  bestimmt: 

V.  Von  zwei  Figuren  soll  diejenige  die  grössere  heissen,  von 
der  die  andere  ein  Theil  ist,  oder  (wie  wir  nach  den  vorher- 

*)  Durch  propositio  U,  üb,  I  führt  Euolid  jn  dei  That  alle  Bewegangen 
der  Ebene  in  sich  auf  Eteisbeweguiigeii  (Diehungen  um  fe'ite  Punkte)  ?urucii 
Während  Legendre  und  Bolyai  den  Begriff  der  bewegung  m  den  Elementfn 
der  Geometrie  au  vermeiden  sncliteii,  weist  v  Helmtoltz  (a  i  0 )  nach 
drücklicli  auf  die  Uuentbelirlichkeit  dieses  Begn&es  hm  und  stellt  iich  so  luf 
gleichen  Boden  mit  Euclid.  Dass  wir  dea  letzteren  Axiom  IV  in  der  That 
richtig  intetpretivten ,  howeiat  besonders  die  Cönstrnotioii  von  i^al  mit  dem 
Accusativ  (Iji'  aUtjlas). 
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gehenden  Axiomen  sagen  köimerL)  von  der  man  noch  Stücke 

hinwegnehmen  muss,  um  die  übrig  bleibende  Figur  mit  der 

anderen  Figur  (eventuell  Stück  für  Stück  nacb  passender  Zer- 

schneidung  beider)  zur  Deckung  bringen  zu  können. 

Es  ist  hiermit  nicbt  nur   die  früber  empfundene  Lücke  (wo  bei  den 

Winkeln  die  Worte  „grösser"  und  „kleiner"  in  def.  XI  und  XII  sebon 

angewandt  Tvareu)  ausgefüllt,  sondern  aucb  für  Strecken  und  Ptäcben- 

inlialte  alles  Nbthige  gesagt.    Letzteres  ist  besonders  wichtig;   denn 

die    genannten  Axiome    enthalten   implicite    geradezu    die   sonst   bei 

Kuelid  fehlende  Definition  des  Fläcbeuinbaltes,  die  wir  so  aussprechen: 

1)  einer  (allseitig  umgrenzten)  Figur  kommt  ein  bestimmter 
Flächeninhalt  zu; 

2)  zwei  Figuren  haben  gleichen  Flächeninhalt,  wenn  sie  (even- 
tuell Stück  für  Stück)  zur  Deckung  gebracht  werden  können; 

3)  die  eine  Figur  nennen  wir  grösser  als  die  andere,  wenn  die 
letztere  in  der  ersteren  enthalten  ist  (eventuell  nach  Zer- 
schneidung beider  Figuren  und  Vergleichung  der  einzeluen 
Stücke). 

Nur  wenn  man  den  Inhalt  der  Axiome  so  auffasst,  kommen  die  Sätze 
über  „Fläcliengleicbbeit"  (propos.  25  ff.  lib.  I)  zu  vollständiger 
Klarheit*). 

Für  unsere  obige  Behandlung  der  metrischen. Sätze  war  es  nicht 
iiütbig,  die  GrÖssenaxiome  in  Erinnerung  zu  bringen,  da  wir  von 
vorneherein  durch  Einführung  der  Coordinaten  alle  vorkommenden 
Beziehungen  auf  solche  der  Arithmetik  zurückführen  konnten. 

Abgesehen  von  den  Definitionen,  die  wir  nicht  ausdiüeklich 
erwähnt  hatten,  und  den  üiossenaxionien,  die  tui  uns  entbehrlich 
waren,  haben  wir  nachgewiesen,  dafc.'i  sich  dei  Inhalt  aller  Voians- 
setsungm  Eucliä's  auch  m  den  von  ans  gemachten  Annahmen  wieäo- 
fuuUt,   wenn   audi  oß  in  gam  anäner  Fasstmi/.     Dto,  gilt  auch  um- 

')  Ohne  unsere  Auftai^anR  Jnr  Amoiho  \suicli,n  diese  bitze  m  lei  Iliit 
cbenflO  indei  Luft  sthnoliea  wie  beiBiltaar  (ii.  a.  0.  p.  Gl)  und  Mehl  er  (a.  ii.  0. 
p.  20)  der  Satz  von  der  Gleichheit  des  Fiadieoinh altes  zweier  Dreiecke,  wenn 
daa  Wort  „FläoheninliaU"  zuvor  nicht  deEnirtiat.  —  Hier  und  im  Vorhergehenden 
sind  diese  beiden  elementaren  Lelirbui,her  wiederholt  zur  Vergleiohnng  heran- 
gezogen, da  aie  sehi  weit  verbreitet  sind,  und  da  es  nicht  möglich  ist,  hier 
anf  die  überaas  zahlreichen  andeien  Werke  einaugehea.  In  beideo  Buchem 
kommen  die  Giössenaxiome  nicht  ■voi  (bei  Baltzer  nnr  in  der  Arithmetik).  — 
Erdmann  bezeichnet  nnsti  letzti-s  Axiom  iiusdriicMioh  als  eine  späte  Fülgo  der 
drei  ersten,  eljen'JO  Killing 
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g^sehrt.  Nämlich  nur  die  eine  Annahme,  daaa  die  Drehung  der 
Ebene  iii  sich  um  einen  Punkt  noch  von  einem  Parameter  abhängt 
(p.  534),  haben  wir  bei  Euclid  nicht  ausdrüchlich  erwähnt  gefunden; 
sie  kommt  aber  doch  darin  zum  Ausdrucke,  dass  bei  dieser  Drehung 
jeder  Punkt  der  Ebene  eine  Curve  (einen  Kreia)  besehreiben  soll. 
Wir  stellen  daher  im  Wesentlichen  noch  heute  auf  demselben  Stand- 
punkte wie  Euclid;  und  wir  müssen  immer  von  Neuem  den  Scharf- 
sinn bewunderaj  mit  dem  es  schon  im  Aiterthume  möglich  war,  aus 
der  Fülle  der  geometrischen  Anschauungsformen  diejenigen  ein- 
fachsten Gesetze  zu  abstrahieren,  welche  nothweitdig  und  hinreichend 
waren,  um  aus  ihnen  alle  Eigenschaften  geometrischer  Figuren  rein 
logisch  zu  construiren;  wir  müssen  dies  um  so  mehr,  als  erst  die 
neueren  analytischen  Untersuchungsmethoden  zu  der  im  Aiterthume 
bereits  erreichten  Klarheit  über  die  Beziehungen  zwischen  den  Postu- 
laten  und  Axiomen  zurückgeführt  haben. 


IX.  Die  endlichen  Gruppen  von  Bewegungen  in  der  elliptischen 
Geometrie. 

Als  cliarakteristisch  füi'  die  elliptische  Geometrie  der  Ebene 
sei  noch  die  Esisfcenz  solcher  Gruppen  von  Bewegungen  hervor- 
gehoben, vermöge  deren  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  wenn  er 
nicht  fest  bleibt,  nur  in  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Lagen 
übergeführt  werden  kann.  Das  Studium  dieser  Gruppen  wird  uns 
gleichzeitig  ein  Beispiel  dafür  geben,  wie  die  Vorstellangen  der 
nicM-Euclidischen  Geometrie  (d.  i.  die  Benutzung  einer  allgemeinen 
projecti  vi  sehen  Maassbe  Stimmung)  für  manche  Untersuchungen  von 
Vortheil  sind  (vgl.  p.  554), 

Die  einfachste  derartige  Gruppe  liefern  die  Drehungen  der  Ebene 
um  einen  festen  Punkt,  wenn  die  Grösse  der  Drehungen  rationale 
Bruchtheile  einer  ganzen  Umdrehung  betragen.  Hierbei  kehrt  jeder 
Punkt  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurück,  nachdem  dieselbe  Drehung 
eine  gewisse  endliche  Zahl  von  Wiederholungen  erfahren  hat.  Da 
nun  jede  Bewegung  der  Ebene  in  sich  mit  einer  Botation  um  einen 
gewissen  Punkt  identisch  ist,  so  kommt  die  Präge  nach  Aufsuchung 
aller  solcher  endlichen  „Gruppen"  von  Bewegungen  (pag.  372)  darauf 
hinaus,  ein  endliches  System  von  Punkten  in  der  Ebene  derartig  zu 
bestimmen,  dass  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  durch  Ausführung 
gewisser  Drehungen  um  die  Punkte  dieses  Systemes  stets  nur  mit 
einer  endlichen  Anzahl  von  anderen  Punkten  zur  Deckung  kommt, 
wie    oft   man    auch   die  betreffenden   Drehungen    wiederholen   möge. 
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Die  Grosse  jeder  Drehung  muHS  uatürlich  wieder  ein  rationaler  Bmeli- 
thejl  einer  ganzen  Umdrehung,  d.  h.  gleicli  -p  sein,  wo  s  eine  ratio- 
nale Zahl  ist,  und  die  Oonstante  h'  die  frühere  Bedeutung  hat. 
Ferner  dürfen  sich  sämmtliehe  Punkte  des  erwähnten  Systeuies  bei 
den  fraglichen  Rotationen  nur  unter  einander  vertauschen;  die  zur 
Gruppe  gehörigen  Rotationen  um  alle  Punkte,  mit  welchen  ein  Punkt 
des  Syatemes  zur  Deckung  kommt,  müssen  daher  einander  gleich  sein. 
Unsere  Aufgabe  reducirt  sieh  also  darauf,  Systetne  von  Funkten  0u 
hesUmmen,  welche  durch  gewisse  EotaUonm  gleicher  Grösse,  die  man  um 
diese  Punkte  in  heliehiger  Reihenfolge  ausführt,  in  sidi  übergehen.  Die 
Gruppe  selbst  kann  sich  auf  verschiedene  Punktsysteme  dieser  Art 
beziehen,  wobei  dann  allen  Punkten  desselben  Systemes  gleiche  Rota- 
tionea  um  sie  zugehören,  die  Gruppe  seibat  aber  nicht  uothwendig 
nur  einander  {der  Grosse  nach)  gleiche  Bewegungen  enthält. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  gestaltet  sich  sehr  einfach,  wenn  wir 
die  Punkte  der  Ebene  in  mehrfach  bemerkter  Weise  durch  die 
Strahlen  eines  Bündels  ersetzen,  so  dass  den  Punkten  unseres  ima- 
ginären Fundamenfcalkegelschnittes  die  Yom  Mittelpunkte  des  Bündels 
nach  dem  imaginären  Kugelkreise  laufenden  Strahlen  entsprechen. 
Die  Drehungen  um  feste  Punkte  der  elliptischen  Ebene  ergeben  dann 
gewöhnliche  Rotationen  um  feste  Äsen  des  Bündels.  Von  den  letzte- 
ren gehen  wir  über  zur  Betrachtung  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer 
beliebigen  coneentri sehen  Kugel.  Auf  dieser  haben  wir  also  solche 
Systeme  von  Punktepaaren  zu  suchen,  welche  durch  Drehungen  von 
gleicher  Grösse  um  die  Verbindungslinie  zusammengehöriger  Punkte 
in  sich  übergehen.  Es  ist  sofort  klar,  dass  die  Punkte  eines  solchen 
Systemes  die  Ecken  eines  regulären  Körpers  bilden  müssen:  und  in 
der  That  kann  jeder  reguläre  Körper  durch  gewisse  Rotationen  um 
die  Verbindungslinien  gegenüberliegender  Ecken  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  gebracht  werden.  Die  Anzahl  der  möglichen  endlichen  Gni^en 
von  Bewegungen  eines  dienen  FunJetsystemes  in  der  elliptischen  Geomet)  ie 
ist  hiemach  dwch  die  Änmhl  der  regulären  Körper  hestimml'^).  Hinzu 
treten  nur  die  bereits  erwähnten  Drehungen  um  eine  feste  Axe,  die 
von  einer  beliebig  wählbaren  rationalen  Zahl  s  abhängen.  Die  Be- 
nutzung der  Kugel  bei  dieser  Ueberlegung  sollte  nur  die  Zurück- 
führung  der  Aufgabe  auf  ein  bekanntes  Problem  schnell  übersehen 
lassen;   sie  ist  an  sich  nicht  wesentlich,  denn  es  kommt   uns  nicht 


*)  Vgl.  Klein:    Sitzungsbericlite   der   Erlangei-  physikaliscli - meiiicinischeii 
Gesellaoha.ft,  1874  und  Math.  Annalen  Bd.  9. 
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auf  die  Ecken  uüd  Fliiclieu,  sondern  aur  auf  die  Äxen  der  regulären 
Körper  an. 

Die  Aufstellung  der  diesen  Gruppen  von  Bewegungen  ent- 
sprechenden linearen  Transformationen  des  Fundamentalkegelschnittes 
in  sich  gestaltet  sicli  besonders  einfach,  wenn  wir  uns  die  Coordi- 
naten  der  Punkte  des  Kegelschnittes  als  ganae  Functionen  zweiten 
Grades  eines  Parameters  gegeben  denken.  Einer  beliebigen  linearen 
Transformation  dieses  Parameters  entspricht  dann  offenbar  eine 
lineare  Transformation  der  Ebene,  welche  den  Kegelschnitt  un- 
geändert  lässt.  Da  ferner  eine  Transformation  der  letzteren  Art 
(p,  383  f.)  in  der  Form  p^j  =  «ia;,-,  wobei  (^i^s  =  «^b^,  angenommen 
werden  darf  (denn  Bewegungen  auf  Grenzeurven  kommen  für  die 
elliptische  Geometrie  nicht  io  Betracht),  und  da  dio  Pararaeter- 
darstellung  des  Kegelschnittes  in  die  Form 
(1)  6^1  =  A^^,     031^  =  X/,    ffa;s=  — Aj/lä 

gebracht  werden  kann,  so  führt  die  angegebene  lineare  Transfor- 
mation der  Xi  auf  die  lineare  Transformation  f^  =  ~  A  des  Para- 
meters A  =  V-  -  Die  Gruppen  miserer  Bewegungen  stelmi  daher  in  Be- 
gu  gewissen  Gruppen  von  linearen  Tr<msformati<men  einer 
Variabein.  Die  letzteren  lassen  sieh  durch  folgende  Ueber- 
legung  näher  kennzeichnen. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Drehungen  der  Kugel  um  einen  ein- 
zelnen Durchmesser,  also  in  der  elliptischen  Geometrie  Drehungen 
der  Ebene  um  einen  Punkt  P.  Der  Einfachheit  halber  setzen  wir 
die  willkürliche  Constante  2h'  gleich  1;  der  die  Drohung  messende 
Winkel  ist  dann  gleich  —  zu  setzen,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  be- 
zeichnet; denn  der  Fall,  wo  n  eine  gebrochene  Zahl  darstellt,  kann 
immer  auf  diesen  einfacheren  zurückgeführt  werden.  Zur  Verah- 
schaulichnng  der  Bewegungsgruppe  braueheu  wir  durch  P  unr  n 
Strahlen  zu  ziehen,  von  denen  je  zwei  auf  einander  folgende  den 
Winkel  ■ —  einschliessen.  Hierbei  ist  jeder  Strahl  von  P  aus  nur 
in  einer  Richtung  gezogen  zu  denken,  soll  also  nicht  über  P  hinaus 
nach  der  anderen  Richtung  fortgesetzt  werden.  Die  n  Strahlen  ver- 
tauschen sich  unter  einander  bei  den  Bewegungen  der  Gruppe  und 
zwar  in  cjclischer  Reihenfolge.  Gleichzeitig  vertauschen  sich  also 
auch  unter  einander  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  imaginären  Funda- 
mentalkegelschnitte; dieselben  rcpräsentiren  uns  auf  dem  Kegelschnitte 
eine  binäi'C  Form  2«*"  Ordnung,   welche  durch   unsere  Transforma- 
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tionen  in  sich  übergeführt  wird.  Auf  jedem  Stvalile  liegen  zwei 
einander  coiijugirte,  imaginäre  Grundpunkte  der  binären  Form;  da- 
durch, dass  ihrer  Verbindungslinie  ein  bestimmter  „Sinn"  beigelegt 
wurde,  sind  sie  von  einander  getrennt  (vgl.  p.  109  f.).  Die  erwähnte 
binäre  Form  zerfällt  also  in  zwei  einander  conjugirte,  imaginäre 
Formen  n^'  Ordnung,  deren  jede  durch  gewisse  lineare  Transforma- 
tionen der  binären  Variabein  nicht  geändert  wird.  Die  VerSchwm- 
dungspunkte  jeder  Form  bilden  offmbar  ein  cyclisch-projectmsches  Pmiict- 
System*). 

Die  Punkte  eines  solchen  können  bei  Benutzung  der  binären 
homogenen  Variabein  Mj  ,  x^  durch  die  Gleichung  %"  -}-  x^"  ^=  0  dar- 
gestellt werden;  sie  gehen  dann  in  sieh  über  durch  die  Transfor- 
mationen 

(2)  Ai  =  e  "^S       (r  =  0,  l,  2,  ...,  w— 1). 

ßetracliten  wir  /~=  x^''  -}-  x^"  ==  (^i-^  a-ls  Grundform,  so  wird 

Mit /■gehen  also  auch  H  und  T  in  sieb  über;  ebenso  jede  Covariante 
zweiten  Grades  in  den  Ooefficienten  von  f,  denn  es  ist 

(4)  [aby'a^^'b'-^'  =  2«J-^'»p3*. 

Liegt  die  Form  /'  gegeben  vor,  so  sind  hiernach  die  Nullpunkte  von 
H  durch  Lösung  einer  quadratischen  Gleichung  leicht  zu  bestimmen, 
und  durch  Einführung  derselben  als  Coordinatengrundpunkte  wird 
die  Gleichung  f^O  in  eine  KreistheÜungsgleichung  transformirt. 

Die  Substitutionen  (2)  bilden  für  sich  eine  Gruppe,  erschöpfen 
aber  nicht  alle  Transformationen,  bei  denen  f  ungeändert  bleibt. 
Man  darf  vielmehr  auch  Jt^  mit  ic^  vertauschen.  Es  ergeben  sieh  so 
die  weiteren  Gleichungen 

(5)  1''=''"    V'       (t'^O,  1,  ...,  n  -  1). 

Die  von   den  Gleichungen  (2)    und   (5)   zusammen   gebildete  Gruppe 

*)  Vgl  Bd  I  1   201 
**)  Die  D      t  Hb    k   t      n  3        d  Form  ist  nach  Wedekind  (Stu- 

dien im  bin  n  W  ihg  b  te  Ka  1  b  8  G)  bei  ungeradem  n  für  die  Kreis- 
theilungfigl  b  d  ha  ^t  t  h  wah  nd  bei  geradem  m  die  Grundfoi-m  auoh 
Potenz   ein       i  ad  at     hen  F  rm  ka  Für   die  Fülle  m  =  5  und  «  =  S 

Tgl.  Clebs  h      Tb  d      b  n      n  T    m  n  p.  S73  f.  und  p.  445  f. 

Ololjaoli  I,  3(1 


y  Google 


562  üi'itte  Älitheilang. 

Ton  2)1  SubstitutioneH  bezeichnet  man  (veranlasst  dnrcli  die  später 
zu  besprechende  Darstellung  auf  der  Kugel)  als  Diedergruppe,  die 
Gruppe  (2)  allein  als  cycUscke  Gruppe.  Die  mgehörigm  temären 
SubstUutionen  sind  nach  (1)  bez. 

(6)  g^jjj  -aini  r  =  0,  1,  2,  ...W  —  1 

Bei  den  Transformationen  der  zweiten  Art  bleiben  auf  der  Linie 
a^a  =  0  die  beiden  Punkte  mit  den  Coordinaten 


ungeändert;  bei  der  zugehörigen  binären  Substitution  bleibt  ein 
Punkt  von  /  und  der  zugehörige  von  T  fest.  Jeder  Punkt  des  bi- 
nären Gebietes  geht  in  2n  Punkte  über,  die  uur  dann  theilweise  zu- 
sammenfallen, wenn  es  sieh  um  die  Grundpunkte  von  f,  S,  T  han- 
delt. Hieraus  geht  hervor,  wie  bei  Besprechung  analoger  Fülle  später 
gezeigt  werden  wird,  dass  sich  jede  Covariante  von  f  aJs  ganze 
Function  von  f,  H,  T  darstellen  lässt.  Je  2b  so  susammengekörige 
Punkte  lassen  sich  als  Wurgehi  einer  GMchtmg 
(7)  («.•  +  «,•)■  +  ^(«1«,)"  -  0 

auffassen;  fär  ji  =  ~  4  finden  wir  insbesondere  je  doppelt  zählend 
die  Punkte  von  2"  =  0,  für  welche  S  nicht  gleichzeitig  versehwindet. 
Für  «  =  3  erhalten  wir  den  einfachsten  in  Betracht  kommenden 
Fall.  Als  Grundform  f  ergibt  sich  die  allgemeine  cubiscke  Form, 
deren  Covarianten System  in  der  That  mit  H  und  T  geschlossen  ist. 
Bemerkenswerth  sind  noch  die  Formeln,  die  sich  bei  Verlegung  der 
drei  Nullpunkte  vou  /  in  die  Stellen  0,  1,  oo  ergeben.  Es  wird 
dann 

/=  3«,^«,  —  3%V.     H=  —  2(xi'  +  V  —  «i«^)- 

An  Stelle  von  (7)  erhalten  wir  ein  System  von  Formen  sechster 
Ordnung  f^  -)-  fiE^  oder  wegen  der  zwischen  f,  S  und  T  bestehenden 
Identität:  p-{-vP,  Die  Nullpunkte  einer  jeden  solchen  Form 
werden  durch  eine  cubische  Gleichung  bestimmt;  die  Form  zerfällt 
sofort  in  die  beiden  Faetoren  f  -\-  yvT  und  f  —  Y^^t  ^^^'^  ^^  zwei 
zusammengehörige  cubische  Formen  des  bekannten  Systems  hf-\-lT'^). 

*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  224  ff.  —  Die  Covariaoto   T  wurde   bei    den    ciibisoheH 
Formen  früher  mit  Q  bezeichnet. 
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Wegen   dei-  erwähnten  Identität  kann   dasselbe  System  von  Formen 

seelister  Ordnung    in  der  Gestalt   T^  +  P^   angenommon  werden; 
und  setzen  wir 


so  geht  die  Gleichung  (7)  für  )z  =  3  über  in: 
(8)  i'(l  +  «)'(2  -  «)'(1  -  2«)"  -  2«'(1  -  «  +  «■>'  =  0. 
also  in  die  bekannte  Gleichung,  welche  die  sechs  Werthe  des  zu 
einer  biquadratischen  Form  mit  den  Invarianten  i  und  §  gehörigen 
Doppeiverhältnisses  bestimmt*).  Die  harmonische  Lage  ist  durch 
die  Punkte  von  T  ^  0 ,  die  äqui anharmonische  durch  diejenigen  von 
jy=0  dargestellt,  während  für  /'=0  die  Diacriminante  der  betref- 
fenden biquadratischen  Form  verschwindet.  Da  die  sechs  ismammen- 
gehörigen  Werthe  des  Doppelverhältnisses  cc  in  bekannter  Weise  atis 
einem  derselben  hervorgehen,  so  Tonnen  loir  a/uck  die  Gruppe  der  linea- 
ren DransformaHonen,  durch  welche  alle  Gleichungen  (8)  in  sidi  über- 
geführt werden,  sofort  angeben**):  Die  G-ruppe  (2)  wird  dargestellt 
durch  die  Formeln: 

a'  ^  tt, 

k'  =  —2",  wobei  s  und  s~'-  fest  bleiben,  während  sich  0,  1,  oo 
und  "s")  2,  —  1  cyclisch  vertauschen; 

«'  =  — ~— ,  wobei  dieselben  Punkte  fest  bleiben,  während  nun  0, 

oo,  1  und  2,     -,  —  1  sich  cyclisch  vertauschen. 

Hierbei  sind  mit  s  und  s~'  die  Nullpunkte  von  fl"  bezeichnet.  Die 
mit;  (2)  zusammen  die  Diedergruppe  bildenden  Gleichungen  (5)  werden 
hier 

«'  =  — ;  es  bleiben  fest  1  und  —  1;  es  vertauschen  sich  2  mit 

Y,  0  mit  oo,  E  mit  j— ^; 

(('=1  —  k;   es  bleiben  fest  —  und  od;   es   vertauschen   sich    —  1 
mit  2,  0  mit  1,  s  mit  s~'; 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  239 
**)  Vgl.  Klein,  To  leaungpn    tbe     das  Ikosaede  ,   p.  44   und  Math.  Anaa- 
leo  Bd.  14,  p.  151.    DieseU  e  (.  n^  i  e  g  bfc  bekanntl  cli  m  der  Theorie  der  liuearen 
Transformation  eines  elt  ptiichen  lategials  erste    Gattung  di«  soclis  z 
gebiirigen  Werthe  des  Legendre  eolien  Moduls  7 

36* 
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tt' =     _,;    es    bleiben  fest  0    und  2,    es    vertauscheu  aicli   t   mit 

ooj        mit  —  1,  £  mit  s"^. 

Während  die  Lösung   der  Gleichung  (8)  in  der  Theorie  der  biqua- 

dratisclien   Formen   mittelst   der  Substitution  —  =  ir~zri)    ^^^  ^^^' 

jenige  einer  eubiaehen  Gleichung  zurückgeführt  wird,  deren  Wurzeln 

sich  durch  diejenigen  der  eubischen  Reaolvente  m^ ^  m —  ^  0 

rational  ausdrücken,  kann  jetzt  umgekehrt  die  Gleichung  (8)  direct 
gelöst  werden  und  somit  als  Resolvente  der  betreffenden  biquadra- 
tischen Gleichung  dienen.  Die  Discriminante  B  von  f  ergibt  sich 
hier  gleich  6;  somit  ist  nach  der  Theorie  der  eubischen  Formen 

folglich  geht  (8)  über  in 

zerfallt  also  direct  in  zwei  cubische  Gleichungen*). 

Im  Falle  n  =  4=  gibt  uns  (7)  eine  Schaar  von  Formen  achter 
Ordnung,  deren  jede-  in  zwei  bi quadratische  Factoren  zerfällt;  und 
alle  diese  Formen  vierter  Ordnung  gehören  derselben  linearen  Schaar 
mit  gemeinsamer  Covariante  T  von  der  sechsten  Ordnung  an.  Wir 
haben 

(9)  /--«i'  +  V,  -ff-2V%',  r  =  «,«,(»,=  -«/)(«.> +  «,>)■ 
Im  Allgemeinen  gehören  je  acht  Punkte  der  Ebene  zusammen.  Die 
Ebene  wird  durch  vier  von  einem  Punkte  P  ausgehende  Strahlen  in 
vier  Felder  getheilt;  jedes  Feld  wieder  durch  die  Polare  von  P  in 
Bezug  auf  den  Fundamentalkegelschnitt  in  zwei  Theile.  So  entstehen 
acht  Felder,  in  deren  jedem  sich  einer  der  acht  Punkte  befindet. 
Diese  Theilung  in  Felder  geschieht  durch  reelle  Gerade,  wenn  man 
den  Kegelschnitt  (etwa  den  Kugelkreis  in  der  unendlich  fernen  Ebene) 
imaginär  voraussetzt;  bringt  man  ihn  in  die  Form 

80  entstehen  aus  ("6)  leelle  Tran  sfoimations  form  ein  fnr  die  elliptioche 

*)  Die  Frage,  dnrch  welche  Inyaiianteneigenscliaft  emo  m  die  (jestalt  (8) 
tranaformirbare  Gl«ichnng  sechBten  Qradea  O^  =0  charaktenoiit  iit  beintwoitpt 
sich  naoh  Clebach  (Tteoiie  der  biQitrea  algebi «sehen  Formpo  p  44o)  dahin, 
das3  die  biquadrati  che  Covaiiante  i}  »—  {ah)'a^f>^  zu  dem  Quadrate  der  Co 
Variante  l  :=  {ai)' a~  piopoitional  sein  muB8  Durch  Einfühlung  der  hnearen 
Factoren  von  l  wird  darm  die  Form  sechatei  OidnaDg  eine  cluadiatisohe  Fiinction 
KWeier  Cuben;  diesp  lineiien  Factoien  emd  eben  die  Vaiiablen  x,     m»  'le^  iexteft 
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Ebene.  Die  Punkte  von  T  =  0  befinden  sieh  auf  den  Seiten  des 
von  den  Linien  ä^  -f-  a^  =  0,  x^  —  a^^  =="  0,  Zg  =  0  gebildeten  Polar- 
dreieeks,  d.  h,  auf  den  Linien  X^  ^  0,  Xg  =  0,  Xj  =  0  des  neuen 
Coordinatensystemes.  Die  Punkte  Ton  /"  =  0  liegen  auf  den  Linien 
Xi  +  Za  =  0  und  X^  —  X^  =  0,  welche  zu  X,  =  0  und  X^  =  0 
harmonisch  liegen  und  auch  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  einander 
conjugirt  sind,  d.  h.  welche  den  von  X^  =  0  und  X^  =  0  gebildeten 
Winkel  halbiren.  Die  erste  Triinaforniation  (6)  besteht  in  einer 
Drehung  um  den  Punkt  Xj  =  0,  X^  =  0  von  der  Grösse 

0,--,-  od.,.  ';. 

lu  den  Variabeln  X;  erhalten  wir  die  entsprechenden  Umforniungen, 
indem  wir  X^,  X^,  X^  hea.  ersetzen  durch 

^i.  X,,     X,, 

(,„)  ~x.,        x„    X., 

X,,        -    X,,        X,. 

Während  bei  den  wirklichen  Bewegungen  jede  der  beiden  vom  Punkte 
X,  =  0,  Xg  ^  0  an  den  F Lindamen talkegelschnitt  gelegten  Tangenten 
fest  bleihtj  vertauschen  sich  bei  der  zweiten  Klasse  von  Transfurma- 
tionen  (6)  diese  Tangenten  unter  einander.  Die  mfsprechmden,  durch 
das  Schema 


il, 

-  x„ 

^, 

X,, 

^'l, 

^j 

^1, 

3:,, 

X. 

X,, 

Xt, 

3:, 

dargestellten  temären  Ümfo} mwigen  gehen  daJiei  leine  Jieweqangm,  wir 
haben  es  hier  vielmehr  mit  uneigenthchen  Transtotmationen  dea 
Fundamentalkegelsehnittes  in  sieh  zu  thun,  welche  den  symmetrischen 
Spiegelungen  der  gewöhnlichen  pirabolisdien  Geometiie  zu  veigleichen 
sind  (vgl.  p.  385  und  371),  und  welche  für  sich  keine  Gruppe  bilden. 
Eine  ahnliche  Betnerkung  ist  für  alle  IVa/nsformationen  der  Dicder- 
grwppe  anwendbar,  während  uns  die  im  Folgenden  noch  ku  unter- 
suchenden Gruppen  wirkliche  Bewegungen  der  ebenen  elliptischen 
Geometrie  darstellen. 

Bei  den  allgemeinen  Gruppen  hatten  wir  in  der  Ebene  gewisse 
Systeme  von  Punkten,  welche  sich  bei  den  um  sie  auszuführenden 
Rotationen  unter  einander  vertauschen.   Dann  bleibt  aber  auch  die  Ge- 
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sammtheit  ihrer  VerbiüduDgsliiiien  uiigeäodert;  und  die  Gesammtlieit 
ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  Fundamentalkegelschnitte  liefert  wieder 
eine  binäre  Form,  welche  durch  die  betrefEenden  Substitutionen  in 
sich  übergeführt  wird;  das  Gleiche  gilt  von  den  Polaren  der  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Fundamentalkegelaclmitt,  und  von  ihren  Schnitt- 
punkten mit  letzterem.  Zu  der  einfachsten  Figur  in  der  elliptiaehen 
Ebene  gibt  das  reguläre  Octaeder  Veranlassung;  den  drei  zu  einander 
rechtwinkligen  Äsen  de=:selben  entsprechen  in  der  Ebene  drei  Punkte, 
die  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  denFundamentalkegelschnitt  bildeUj 
wie  wir  dies  soeben  schon  bu  dei  Daisfcellung  der  Covariante  sechster 
Ordnung  einer  binären  biquadiatischen  Foim  kennen  gelernt  haben. 
Durch  ihre  drei  Veibindunp,olmien  wird  also  die  elliptische  Ebene 
in  vier  Dreiecke  zerlegt,  m  deien  jedem  jeder  Winkel  gleich  —  ist 
(im  Sinne  der  ellipti suchen  Geometrie),  Bei  einer  Vierteln mdrehung 
um  irgend  einen  dieser  Punkte  vertauschen  sich  dieselben  unter 
einander.  Ihre  Verbindungslinien  sehneiden  auf  dem  Kegelschnitte 
sechs  Punkte  aus  und  liefern  uns  so  eine  binäre  Form  sechster 
Ordnung,  welche  bei  den  entsprechenden  linearen  binären  Substitu- 
tionen ungeaudert  bleibt.  Und  zwar  ist  die  Anzahl  der  aiiszufübren- 
den  Diehungen  (wenn  man  die  identische  Suhatitution  mitrechnet) 
für  jede  Eck--  dts  Dreiecks  gleich  vier;  es  kommen  also  zunächst 
zehn  Diehungen  m  Betracht. 

Um  die  entsprechenden  algebraischen  Transformationen  aufzu- 
stellen, behandeln  wu'  allgemein  die  Aufgabe,  die  durch  die  Glei- 
diungen  (26),  p.  382  dargestdlie  lineare  Transformation  eines  Kegel- 
sdiniUes  «  sich  so  im  iestimmen,  dass  sie  eine  Drehung  von  gegebener 
Grösse  darsteUf.  Es  seien 
{11}  tS;,^  =  0     und     {abuf  =  uj  =  0 

die  Gleichungen  des  Fundamentalkegelsehnittea  in  Punkt-  und  Liuien- 
Coordinaten;  dann  lauten  jene  Gleichungen 

Xi=  Y  KMo«;  +  ^(uw)i, 
(12)  , 

worin  mit  w  die  bei  der  Drehung  festbleiben  sollende  Linie  bezeich- 
net ist,  d.  h.  die  Polare  des  Drehpunktes  in  Bezug  auf  den  Funda- 
mentalk egelschnitt.  Zur  Bestimmung  der  Entfernung  r  zwischen  den 
einander  zugeordneten  Punkten  x  und  |  macheu  wir  die  folgenden 
Hmfsrechnuugen.     Es  ist 
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und  hierin: 

a^cißHaiiß  =  {abc)(v,ic){ade)(ude) 

=  y  {aU){iiäe)\iadc){%thc)  -  (J(^e)Om(;)  -  (c(?e)(M&«)J 

wenn  wieder 

gesetzt  wird.     IJ'enier  ist 
a^Uß(auw)  =  (ahc)(uhe){auw) 

=  Y(a6c)[((iöc)(M£[w) — (iiac)(buw)  —  {u'ba){eutv)}='0 . 
Da,  soiiiicli  düs  Glied  mit  »A  herausfällt,  wird  a^^  =  af  und 

Liegt  insbesondere  a^  auf  der  festen  Geraden  w,  und  nehmen  wir 
der  Einfachheit  halber  2h  ^2h'  ^  1,  so  misst  r  gleichzeitig  den 
Drehuugswinkel;  sollen  demnach  die  Gleichungen  (12)  eine  Drehung 
um  den  'H'inkel  rj  da/rsiellen,  so  muss  das  Vcrhälil^^ss  von  k  m  X 
durch  die  Gleichii/ng 

besUmmi  werden,  worm  u  eine  ieliddge  durch  den  festen  Drehpuiiki 
gehende  Gerade  leseithmt  Letzteres  folgt  aus  der  Bedingung  w^  =  0, 
denn  aus  derselben  ergibt  sich  nach  (12),  da  x  im  Allgemeinen  nicht 
verschwinden  Linn,  VaWn  =  0;  und  hierin  ist  die  über  die  Lage  von 
M  gestellte  Bedingung  ausgesprochen.  Welche  Linie  u  des  betreffenden 
Strahlbiischels  ibei  gewählt  wird,  ist  gleichgiltig;  in  der  That 
haben  wir 

{auw)\hcvf  ^  {avivfQ)my 

=  [(oMw)(öc«)  +  {avv}){beu)\  [{vuw){bca)  +  (aiiw}(hcv)\ , 
und  man  sieht  leicht,  dass  die  rechte  Seite  vermöge  der  Bedingungen 
w„Wa  =  0  und  VaWa  '=  0  identisch  verschwindet 

Für  unseren  Fall  haben  wir  nun  für  w  successive  die  drei  Seiten 
eines  Polardreieeks  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu  wählen  und 
jedesmal  ij  =  -y-,  it,  ^  oder  2%  zu  nehmen.    Machen  wir  noch  das 
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Polardreieck  zum   Coordinateiidreieclie   iiud   betriichten  die   Drehung 

von  der  Grösse  ^  um  die  Ecke  x,  =  0,  x,^  =  0,  so  wird 

«r^  =  %^  +  ^/  +  *'s^j  Ä  =  1,  F  =  u^^  -{-  u.^,  {atiwf  =  «i'-'  +  ti./, 

iilbo  k'*'  =  A",  und  aas  den  Gleichungen  (2)  erhalten  wir 

(14)  ii-  +  ^3,     ^ä  =  +  ^i,     ^=  =  ^3- 

Soll  das  obere  Vorzeichen  einer  Drehung  um  +  -■    entsprechen,   ko 

gibt  das  untere  eine  solche  um  — y    oder   um   -\--^-     Durch    die 

vier  Rotationen   um   die   betrachtete  Ecke  geht  daher  der  Punkt  x 

Aber  in 

*'ii  *'a  1     %     ^''i  einer  Drehung  um  2 je, 

(Wa)     ^''"     ■*"  *■    "    "       "      "  '-' 


Dieselben   Substitutionen  hatten    wir  schon  iii   (10)   gefunden.     Den 
Drehungen   um  die  beiden  anderen  Ecken  1,  0,  0  und  0,  1,  0  ent- 


cher  Weise  die  Schemata 


sprechen  be«.  in  gl 
(14b)        "•' 


Während  im  Allgemeinen  sonach  ein  Punkt  x  zehn  verschiedene 
Lagen  annehmen  kann,  gibt  es  offenbar  ausgezeichnete  Punkte,  für 
welche  die  Anzahl  der  verschiedenen  Lagen  eine  geringere  ist;  es 
sind  dies  diejenigen,  deren  Ooordinaten  einander  absolut  gleich  sind, 
oder  für  welche  eine  der  drei  Coordinaten  verschwindet,  während  die 
anderen  beiden  dem  absoluten  Werthe  nach  übereinstimmen. 
Erstens  haben  wir  also  die  vier  Punkte 
.1,  1,  1, 

—  1,     +1,     +1, 
^^^^  +1,     -1,     +1, 

.        +1,     +1,     -1 
KU  betrachten.     Dieselben  sind  die  Ecken  eines   vollständigen   Vier- 
ecks, dessen  Nebenecken  unser  Polardreieck  bilden  (vgl.  Bd.  I,  p.  56). 
Sie  werden  aber  nicht  nur  dorch  die  bisher  betrachteten  Bewegungen, 
sondern  auch  durch  gewisse  Drehungen  um  irgend  einen  von  ihnen 
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selbst  unter  einander  vertauscht.  In  jedem  schneiden  sich  drei  der 
sechs  Verbindungslinien;  die  Grosso  der  Drehung  wird  daher  — , 
-g-  oder  — -  =  2?r  hetragenniüssen.  Im  ersten  Falle  wird  cotg^ -g- = -s- ■ 
und,  wählen  wir  den  Punkt  1,  1,  1  als  fest  bleibend,  so  haben  wir 
für  unsere  kanonische  Form  Wi  =  «dg  =  to^  =  1  zu  nehmen 
'itj  =  —  Mj,  also  i^==  2,  (awuy  =  6  und  hieraus  nach  (13): 
Die  zugehörige  Transformation  ist  folglieh 


=  0, 


(16) 


I,  ^ 


S.= 


h  = 


sie  besteht  also  einfücb  in  einer  gewissen  Yertausuhung  der  Ooordi- 
naten.  In  entsprechender  Weise  berechnen  sich  die  Kütationon  um 
die  drei  anderen  Punkte;  man  findet: 


(17) 


l,  =  ~x„     i,-       X,, 

1.-- 

El ",,    ?,  —  —»», 

i.- 

1,-       X,,    1,--«, 

^3  =  — 

gen  von  der  Grösse  — -  dag 

gen  ergeb 

1,™       x„     l,-       X,, 

Is- 

k--'-„ 1,--*,, 

is- 

S,  —     f.,,   1,  — -«,, 

1." 

1,-     x„    !,_     »1, 

Ij-  -a 

(17,0 


Sowohl  die  Ecken  des  Polardreiecks  als  die  Punkte  (15)  werden 
durch  Drehungen  von  der  Grösse 
ut  um  jeden  der  sechs  Punkte 

^-^---^ x_ __^_i 


(18) 


0,  1,  -1 
in  sich  übergeführt;  es  sind 
dieses  diejenigen  Schnittpunkte 
des  Polardreiecks  mit  den  Seiten 
des  vollständigen  Vierecks,  wel- 
che   nicht    in    die    Ecken    des 

Dreiecks  fallen  (vgl.  Fig.  29,  in  welcher  die  drei  Punkte,  1,  —  1.,  0; 
1,  0,  —1;  0,  1,  —  t  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  s;^-\'X.^-{-x^  =  0 
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liegen),     Hier  wird  nach  (13)  Jt  =  0,  und  wir  finden  a.  B.  für  eino 
Drehung  um  den  Funkt.  x^  =  x^  =  1,  x^  ^  0 

(19)  l>  =  ^.,     I,  =  ^i,     la ^3- 

Ebensu  berechnen  sich  die  zugehörigen  Transformationen,  Statt  aber 
in  jedem  einzelnen  Falle  cÜe  ersten  drei  Gleichungen  (12)  nach  den 
M;  aufzulösen  und  die  gefundenen  Werthe  in  die  letzten  Gleichungeu 
(12)  einzusetzen,  empfiehlt  es  sich,  die  EUmination  der  tk  zuvor  all- 
gemein auszuführen;  zu  dem  Zwecke  haben  wir  die  Gleichungen  (11), 
p.  358  zu  benutzen,  nachdem  in  ihnen  die  vierreihige  Determinante  A 
durch  die  entsprechende  dreireihige  ersetzt  ist,  deren  Werth  in  Glei- 
chung (28),  p,  383  angegeben  ist.  Wir  finden  so  z.  B. 
A|,  =  2%[(A,j4i  +  ^üAi  +  ^n^is)'^i 

und  hierin  ist 

All  =  «'^A.A-i  ~  ^23)  +  a^V  =  «'^%i  +  -i'w/, 

A31  =  x^Aa^^  —  xX(AigWi  +  ^aa^ä  +  ^ss^s)  +  ^^^f^i^Vn , 
w.  s.  f.     Das  Eiüsetzeu  dieser  Werthe  ergibt 

All  =  2x''A3;^  —  ^K^X{ccßxjtv„ß^  +  scA%^«f„«t  —  Ax^, 
und  unter  Berücksichtigung  des  Werthes  von  A,  wenn  wieder 
F(»)-|(»!..0"-T"-''-i"i'' 


gesetzt  wird: 

{■''^'  +  } 

l^w/) 

\  !(;:  =  X^Ahl: 

■-i- 

i(.ßx)w. 

.Uf 

+  A'( 

w^u^w^ 

-i"'' 

..) 

Hierin  ist 

(aßx)w.Uß  = 

=  (aph 

—  hßO 

g(«s»)..^  - 

-■  2(abw) 

«p6.«, 

=  —(a£d)h^[(ahw)  (tied)  —  {cbw)(iiad)  —  {dbiü){tica)} 

=  Y  {acdf{uiti})b^  =  AA^iihtv)!!:^ . 

Die  allgemeinste  eigentliche  iemäre  lineare  Traiisfiyrmation,  welche  der 
üs^  =  a^  genügt,  lautet  daher: 

(xM^  +  Y  -t'w/)^;  =  (k'^'  ~  Y  X^wJ)x> 

—  2xXA(bw}ih  +  l^Wa^iW^. 


(20) 
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Gehen  wir  auf  die  schon  in  (14)  benutzte  kanonische  Form  zurück, 
so  haben  wir  zur  Aufstellung  der  zuletzt  besprochenen  Bewegungen 
für  die  tOi  nur  die  in  (18)  angegebenen  Wertho  zu  wählen  und  finden 
so  folgendes  System  von  Transformationen,  unter  denen  (19)  wieder 
inbegriffen  ist: 

|g=      Xi,     ^3^ — «3  für  I 


I,- 
I,-- 


iie  Drehui 


m 

1 
1, 
0, 
1, 
1 

1, 

0, 

1, 

0, 

0 

1 
1 
1, 

0, 

1, 

„ 

0, 

1. 

_ 

1. 

§3=  ^,       >,  „ 

h  =  ~^l     n        „ 

I3  =  —  3^  „  „ 
Nach  den  obigen  Erörterungen  (p,  565  f.)  stellen  die  sechs  Schnitt- 
punkte unseres  Polardreiecks  mit  dem  Kegelschnitte  ciiie  binäre  Form 
sechsler  Ordnung  dar,  welche  durch  eine  Gruppe  von  hiniken  Immren 
Transformationen  in  sich  ubet'geführi  wird;  und  zwar  ist  die  Ordnung 
der  Gruppe  gleich  der  Anzahl  der  von  uns  in  (14a),  (14b),  (16), 
(17),  (17a)  nnd  (21)  aufgestellten  Transformationen,  d.h.  gleich  24, 
Gleichzeitig  geht  aber  auch  diejenige  Form  achter  Ordnung  in  sich 
Über,  welche  durch  die  Berührungspunkte  der  von  den  Punkten  (15) 
jin  den  Fundamentalke  gel  schnitt  zu  legenden  Tangenten  repräsentirt 
wird,  endlich  auch  eine  Form  zwölfter  Ordnung,  dargestellt  durch 
die  Punkte,  in  welchen  der  FnndamentalkegeKchnitt  die  Poliren  der 
Punkte  (18)  sehneidet.  Betrachten  wii  nun  die  "zueist  eiwähnte 
Form  sechster  Ordnung  als  Grundform  /  so  muss  auch  jede  Co- 
variante  von  f  durch  dieselben  24  Transformationen  in  sich  über- 
geführt werden;  die  Formen  achter  und  zwölftel  Ordnung  smd  daher 
Coyarianten  von  /";  ihr  Bildungsgesetz  werden  wir  sofort  näher 
kennen  lernen.  Um  binäre  Variable  einzuführen,  haben  wir  rCj,  x^, 
Xy  gleich  solchen  quadratischen  Functionen  von  x, ,  %  zu  setzen,  dass 
die  Summe  ihrer  Quadrate  identisch  Null  ist,  also  z.  B. 

(22)  3:^  =  ^^  +  «8%     iKg  =  i{x,^  —  )(/),     x^  =  2iMi% . 

Die  Schnittpunkte  unseres  Coordinatendreieeks  mit  dem  Kegelschnitte 

(23)  ^1^  +  a;/  +  a:/  =  0 

geben  gleichzeitig  die  Form  f,  also  haben  wir  in  Uebereinstimmung 
mit  dem  Ausdrucke  für  T  in  (9) 

(24)  f=aj'  =  6k,  «a(;£,*  —  %^^) 
zu  setzen.     Dieselbe  verschwindet  für  die  Werthe 

0,  00,  1,  —1,  i,  —i 
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des  Verhältnisses  iti'.x^.  Durch  eine  Schluss weise,  die  wii'  iiu  Fol- 
genden (beim  IkosaSder)  nochmals  anwenden  und  dann  genauer  erörtern 
werden,  ergibt  sich  weiter,  dass  die  Hesse'sehe  Covarianie  S  von  f 
in  dm  acht  'Punhtm  versckwindd,  welche  auf  (23)  diirch  die  Linien  mit 
den  Coordinaten  (15)  ausgeschniüen  toerden,  und  dass  die  FuitcÜonal- 
determinante  T  von  f  tmd  H  die  in  gleicher  Weise  durch  (18)  le- 
stimmtejt  Funkte  m  Ntälpunlcten  hat.  Wir  bestätigen  dies  direct 
durch  Berechnung  von  S  und  T\  es  wird: 

£"=  (abfa/h^  =-  -  2(j£,ä  +  :(/  +  14%,*«/) 
(25)  =  -  2  («/  +  2  y^^  X,'  ^/  +  X,') 

worin  weiter 

und  zwar  entsprechen  den  Punkten  (15)  in  der  dortigen  Reihenfolge 
die  folgenden  Werthepaare  von  «j  :  «^ : 

i-i  >    i-i  5       i  +  i  '       i+i  '  'i'+i  >  'i+r^ 
1— yä  _  i  +  t/3 

Für  die  Fuuctioiialdeterminante  (erste  Ueberschiebung)  von  H  und  /' 
finden  wir 

T=  fß6)^(ca)ffl/6/c/  =  —  2(«i'^  —  33  V«/  —  33  W  +  «^'^) 
^^^^      =  -  2i(V  +  %*)(V  +  «.*  +  6«i^O(«/  +  V  -  W^.')- 
Die  Nullpunkte  von  T  sind  demnach  durch  folgende  Paranieterwerthe 
bestimmt,  und  zwar  so,  wie  die  zugehörigen  ternären  Coordinaten  in 
(18)  paMweise  unter  einander  stehen: 

+  (1  +  0,     "^(liV2),     -(l+-|/2), 
+  (1-0,  iii±V2),  i^±V2). 

Zwisclien  /,  If,  T  besteht,  wie  man  leicht  bestätigt,  die  Identitüt: 
(27)  62'^  +  3ff»  +  2r  =  0. 

Auf  der  liukeu  Seite  ist  jedes  Glied  von  der  24.  Ordnung  in  %,  h.^] 
aber  scheinbar  ist  das  letzte  Glied  von  niedrigerem  Grade  in  den 
Coefficienten  von  /,  ah  die  beiden  anderen.  Es  erklärt  sich  dies 
daraus,  dass  bei  unserer  kanonischen  Form  nur  Zahlenfactoreu  vor- 
kommen; hieraus  geht  andererseits  hervor,  dass  /  keine  absolute  In- 
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Variante,  also  nur  eine  Invariante  besitzt.    Dieselbe  muss  vom  zweiten 
Grade    sein,    damit    (27)   in    den    Coefficienten   homogen    wird.     Da 
]iuu  Ä  =  (ahy=  12  wird,  so  lautet  die  Identität  allgemeinei' : 
(28)  36T^  +  18S'  +  ^/-i  =  0  *) . 

Mittelst  der  Substitution  (22)  und  der  entsprechenden 
Ij  =  ;i/  ^  ^^2^     ^^  _  jj-ji^s  _  ;i^s^^     g^  ^  2il,X^ 

finden  wir  aus  den  übrigen  ternaren  CoUineationen  (Gruppen  von 
Bewegungen)  leicht  diejenigen  hinären  linearen  Transformationen,  durch 
welche  die  Formen  f,  H  und  T  gleichseitk)  in  sich  übergeführt  werden. 
Gemäss  den  Formeln' (16)  und  (17)  istnämlieh  der  Quotient  i  =  /l^:  A^ 
bez.  zu  ersetzen  durch 

wo  x^  Xj-.ii^,  und  gemäss  den  Formeln  (17  a)  bez.  durch 

(30)  -l^i-  'rfi'  '^'  -•^' 

und  zwar  in  der  früheren  ßeihenfolge.  Ebenso  gebt\n  die  Transfor- 
mationen (21)  zu  binären  Substitutionen  Veranlassung,  die  entstehen, 
indem  A  bez.  ersetzt  wird  durch 


(31) 


Die  in  (14a)  und  (14b)  aufgestellten  CoUineationen  ergeben  endlich 
für  X  folgende  Werthe  (wobei  die  identische  Substitution  nur  einmal 
berücksichtigt  ist); 


(32) 


r  lautet  diese  Ideutität: 


Clpbsch,   Theorie   der   binär 


algcbraisciea  Formen,  p.  4&0  Die  ttleichung  (28)  entsteht,  wödh  die  Coviiiaiite  ! 
identiscli  verschwindet;  and  hieiduioh  ist  auch  eine  Form  f  dei  im  Texte  unter- 
suchten  Art  (d.  i.  die  Covaiiante  sechster  Ordnung  von  unendlich  vielen  hi 
quadratischen  Formen,  wie  soglen-h  gezeigt  -weiden  wiid)  -vollUoDiiaen  chaiaktc- 
riairt.  Diese  Formen  sechster  Ordnung  wurden  von  Cleb^ch  und  boidan 
d  studirt  {Aanali  di  matematioa,  Seiie  11,  t  1,  18G7),  ^gl  auch  Glebseh 
.  und  Crelle'e  Jouraal  Bd.  67,  sowie  Klein  a.  a.  0. 
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Man  sieht,  Jass  alle  diesfi  24  Transformationen  in  dem  Schema*) 

(33)  i>«,  ^ 

zusammcngefasst  werden  können,  wenn  li  jedesmal  die  Werthe  0,  1, 
2,  3  durchläuft. 

Durch  die  hiermit  festgelegten  besonderen  Beziehungen  der 
Wurzeln  unserer  drei  Gleichungen  zu  einander  ist  natürlich  die  Auf- 
lösung der  letzteren  sehr  vereinfacht.  Wenn  eine  binäre  Form  f  vor- 
liegt, von  der  wir  wissen,  dass  sie  durch  die  aufgestellten  Substitu- 
tionen in  sich  übergeht,  so  besteht  zwischen  ihr,  ihrer  Invariante  A 
und  ihren  Covarianten  Jt  und  T  die  Relation  (_28),  und  ihre  Wurzeln 
zerfallen  nach  (24)  in  drei  Paare,  entsprechend  den  drei  Seiten  un- 
seres Polardreiecks.  Da  nun  nach  (25)  und  (26)  /,  S  und  'f  keinen 
Factor  gemein  haben,   so  müssen   wegen  (28)   die  beiden  Ausdrücke 

vollständige  Guben  biquadratischer  Formen  u,  v  sein;   die  letzteren 
denken  wir  uns  so  bestimmt,  dass 


wird.     Dann  folgt 

„J-  p  yzrj  „  „=  _  „.  _  („  _  ,)  (,.  _„)(„_,.„), 

wenn  e**  +  e  ~|-  1  =  0  ist.  Die  Formen  u  —  v,  u  —  ev,  m  —  s^v 
sind  daher  die  Quadrate  von  den  drei  quadtatischen  Factoren  von  f; 
die  Form  f  zerßllt  also  (abgesehen  ton  emtm  (.on^tanten  Factoi)  in 
i  Fadojfn,  uekht  man  aus  äem  Ausdtucke 


vr- 


r  +  i/  y^:^-B]/i-\i  y-^A 


bilden  kann,  inäem  man  f"-''  *  '^'^  '^'^*  dntten  'Eutiseln  der  Einheit 
setzt.  Aus  den  Wurzeln  von  /  =  0  eigeben  sich  dann  leicht  die- 
jenigen von  If  =  0  und  2'=  0. 

Aus  Vorstehendem  geht  bereits  der  enge  Zusammenhang  hervor, 


*)  Vgl.  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  p.  43.  ~  Diese  Traas- 
fotmationen  sind  nacii  Abel  (Crelle's  Jouiaial  Bd.  3,  1828,  Oeuvres  completes, 
nouvelle  ödition,  t.  2,  p.  469)  für  die  lineare  Transformation  des  elliptiachen  In- 
tegrals erster  Gattang  von  Wichtigkeit;  vgl.  z.  B.  den  Sehlusa  von  Thomao's 
Abrias  einer  Theorie  der  complexen  Functionen  (Halle  1873),  oder  Briot  et 
Bouquet,  thöorie  des  fonotiona  elliptiquea  (Paris  1875),  p.  611  ff. 
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in  welchem  die  Theorie  unserer  besonclereii  Form  sechster  Ordnung 
f  mit  der  Theorie  der  allgemeinen  Formen  vierter  Ordnung  steht; 
in  der  Tliat  Tiann  f  naeJt  (24)  als  Covariante  T^  einer  'biquadratischeii 
Form  i!  und  somit  iinmdlich  vieler  Formen  kiir -^  IH^,  angesehen 
werden^).  Die  Lösung  von  f^O  Itami  demnach  auch  dadurch  ge- 
schehen, dass  man  die  cubische  Resolvente  einer  dieser  Formen  vierter 
Ordnung  bildet  und  durch  deren  Lösung  f  in  seine  drei  quadratischen 
Factoren  zerspaltet.  Die  Formen  vierter  Ordnung  seibat  findet  man 
durch  folgendes  Verfahren.     Sei 

und 

so  ist  identisch: 

^/ W  —  *i' V  =  4(x>l);«^fa% 
wie  man  mit  Hülfe  bekannter  Identitäten  oder  an  der  kanonischen 
Form  leicht  nachweist.  Hier  steht,  wenn  X^ :  k^  als  Parameter  auf- 
gefasst  wird,  links  die  allgemeinste  lineare  Combination  von  if)  und 
S^;  auf  der  rechten  Seite  können  wir  f  statt  T,p  einsetzen,  und 
dieselbe  wird  dadurch  gleich  4m(K/l)  a^a^,  wenn  m  einen  constanten 
Factor  bezeichnet.  Nun  ist  die  Covariante  T  der  Form  vierter  Ord- 
nung 

gleich**) 

c^  ■  2V  ■  fi(ßj*,  -  V'A-')  =  -  2c'T,,> .  [iA-ij^ 

also  gleich  1*^,  wenn 

-2.'[«' 2»=[«J)]'-1 

gesetzt  wird.  Die  su  f  gehörige  allgemeinste  hiquadratiscke  Form  ist 
also: 

wobei  J-i  :  X^  einen  willkürliehen  Parameter  bezeichnet. 

In  der  bei  (24)   zu  Grunde   gelegten  kanonischen  Form  haben 
wir  bekanntlich 

ii  =  X(V  H-  V)  4-  6i'£i%% 
wo  K,  L  Constante  bedeuten.     Diese  Form  geht  vermöge  der  Sub- 
stitutionen 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  247. 
**)  Vgl.  Bd.  I,  p.  342,  Formel  (30)  und  p.  232,  Formel  (17). 
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welche  in  unserer  Gruppe  von  24  Collmeatiouen  enthalten  sind,  und 
welche  selbst  eine  der  oben  besprochenen  Diedergnippen  (p.  561  f.) 
bilden,  in  sich  über.  Die  anderen  20  Tranaformationen  führen  da- 
gegen ij!  in  andere  Formen  vierter  Ordnung  ^i,  ^^j  tf'jj  <! i?  ^6  'ibei, 
die  natürlich  alle  zu  f  in  derselben  Beziehung  sstehea,  und  denen 
derselbe  Zahlenwerth  ihrer  absoluten  Invaiuute  zukommt,  da  sie 
durch  lineare  Umformungen  aus  einandei  entstehen  In  df  i  That 
gibt  es  in  dem  Systeme  immer  sechs  Formen  nnt  derselben  abso 
Inten  Invariante*).  Ersetzen  wir  %  =  ■  ^  dmuh  +  ;J.  odet  +  ^  , 
so  geht  ij)  über  in 

wird  dagegen  x  durch  ^j^TÄTi  '■'^^'^  i  r^  i  ersetzt,  so  kommt: 

^s  =  2(fi:+  3iv){V  +  V)  +  l^iK-  L)X,'l/, 

ebenso  erhalten  wir 

ips  =  2{K—  3L)(V  +  V)  +  12(^4-  i)ÄiV, 
il>^  -=  2{_K-\-  3i)(V  +  V)  —  12(ä:—  L)Ai'V, 
^^  =  2{K~  3L)(Aj*  +  V)  —  i2{K -\- L}k,n,% 

bez.  bei  den  Substitutionen 

Ü+  ^         -1-  "-^  *       A,lr>,-       -I-  "  +  * 


oder 


■—_J2  .     oder 


Die  sechs  Fonnm  ^  susamtnen  gebmi  sonach  ein  System  von  34  Punkten, 
die  sich  bei  den  Substitutionen  wnseter  Gruppen  unter  einander  vei'- 
tnusch&n.  Wie  leicht  einzusehen,  muss  daher  eine  Gleichung  der 
Form 

(35)  i'iii'A'iH'ii'r,  =  K/*  +  AS"' 

bestehen.  Für  ^  =  0 ,  ^  +  3i  =  0  oder  7f  —  3L  =  0  ergibt  sich 
die  Form  /*;  in  jedem  der  drei  Fälle  werden  zwei  der  sechs  Formen 
il>  zu  vollständigen  Quadraten.  Für  L  =  0 ,  i  ^=  +  /C  oder  L'=  —  K 
werden  jedesmal  zwei  der  Formen  i/r  einander  gleich  und  stellen  eiu 
harmonisches  Punktequadrupel  dar;  die  linke  Seite  von  (35)  wird  ein 
vollständiges  Quadrat,  und  zwar  proportional  zu  2^,  wodurch  die 
üebereinstimmung  mit  (27)  hergestellt  wird.  Die  zwölf  Fui^cte  vm% 
T^O  BeifaUm  also  in  drei  Quadi-vpel  mit  harmonischem  Boppelver- 
käUnisse  und  mit  geineinsamer  Covariante  sechster  Ordunng  f. 


*)  Vgl,  Bd,  I,  p.  246. 
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Zweimal  drei  Formen  ij!  werden  mit  einander  identisch  für 
X  =  +  ij  y —  3.  Dann  ist  die  linke  Seite  von  (35)  ein  Tollatön- 
diger  Cubus,  d.h.  K  =  0.  Die  acht  Funkte  von  S^O  serfallm  also 
in  0wei  Quadrupel  mit  äguiankarmonischem  Boppeherhiütnisse  imä  mit 
gemeinsamer  Covariante  sechster  Ordnung  f.  Letzteres  gelit  auch  direct 
aus  (25)  hervor. 

Die  harmonische  Form  fc,*  +  «g*  hat  die  Eigenschaft,  nicht  nur 
bei  den  Substitutionen  +  Jl,  +  A^*,  sondern  auch  bei  den  Substitu- 
tionen +  iX,  +  i^~'-  in  sieh  überzugehen;  auch  letztere  bilden  für  sich 
eine  Gruppe,  welche  indessen  mit  der  Diedergruppe  für  n  ^  A  iden- 
tisch ist,  uns  also  nichts  Neues  bietet.  Anders  ist  es  mit  den  beiden 
äquianharmouischen  Formen;  eine  derselben,  z,  B. 

»,'  +  «,'  +  2l/=l«,V 
geht  sowohl  durch  die  Substitution  +  k,  +  x-^,  als  durch  die  Sub- 
stitutionen 


-«  +  1 


und     +i^r-,     ±iP 


H  +  i 


in  sich  über.  Diese  12  Substitutionen  bilden  ebenfalls  für  sieh  eine 
Gruppe  und  zwar  feeine  der  bisher  betrachteten.  Für  jede  binäre 
higuadratische  Form  mit  äguiankarmonischem  DoppelverhMinisse  (d.  h, 
mit  verschwindender  Invariante  i)  esmtirt  daher  eine  für  sie  charahte- 
risOscke  Gruppe  von  J3  linearen  Substitutionen,  durch  tvelche  sie  in  sich 
übergeführt  wird.  Gleichzeitig  wird  natürlich  ihre  Hesse'eche  Co- 
variante in  sich  transformirt;  letztere  hat  somit  ebenfalls  ein  aqui- 
an harmonisches  Doppelverhältniss ;  sie  ergänzt  die  gegebene  Form 
vierter  Ordnung  zu  einer  solchen  Form  achter  Ordnung  H,  wie  sie 
uns  als  Covariante  von  /  begegnete. 

Gehen  wir  zu  der  Darstellung  auf  der  Kugelfläehe  (bez.  im 
EbenenbQnclel)  zurück,  so  entspricht  der  Zerlegung  von  JJ  in  zwei 
äquianharmonische  Quadrupel  von  Punkten  die  Vertheilung  der  acht 
Ecken  des  Würfels  auf  die  Ecken  von  zwei  regulären  Tetraedern, 
welche  auch  nur  auf  zwei  Weisen  geschehen  kann.  Um  dieselbe 
auszuführen,  ziehe  mau  von  einer  Ecke  des  Würfels  aus  in  jeder  der 
drei  in  ihr  aus ammenstos senden  Seitenflächen  die  Diagonale;  die  End- 
puntte  dieser  Diagonalen  ergänzen  die  erste  Ecke  zu  einem  regu- 
lären TetraSder,  die  anderen  vier  Ecken  bilden  das  zweite  Tetraeder 
jSö  ist  auch  dem  hisher  nicht  henutgten  einfachsten  regulären  Körper  eine 
binäre  Form  und  eine  Gruppe  von  Transformationen  ziigeoränet.  Die 
letztere  finden  wir  durch  das  Schema 
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(36)      +J(,  ±«-S+~J,    ±^^'    ±^l-T^i'    ^-^l-~i 

dargestellt  Die  zugehörige  temäre  Gruppe,  welche  also  auch  eine 
neue  Gruppe  von  Bewegungein  in  der  elUptisehen  Ebene  darstellt,  ist  nach 
dem  Obigen  leicht  zusammenzustellen;  in  ihr  sind  die  neuen  Varia- 
hein §i  bez.  gleich  folgenden  Ausdrücken  zu  setzen  (dabei  sind  die 
beiden  sich  in  (36)  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheidenden  Trans- 
formationen neben  einander  gestellt): 

Tgl.  (14.)  u.  (14b), 
-rc^,       »g,  —!s^]        x^,  — a^a,  — x^,    „    (14b), 

(14b)  u.  (21), 
«„       x„  ~x„    „    (21)     „   (14b), 
(I4b)   „   (21), 
(14b)  „    (21). 

Bei  unseren  Betrachtungen  in  der  Ebene  kam  diese  Gruppe 
nicht  unmittelbar  zur  Geltung,  weil  durch  die  vier  Punkte  (15),  an 
die  wir  anknüpften,  uns  gleichzeitig  die  beiden  biquadratischen  Facto- 
ren  von  M  dargestellt  werden.  Um  sie  von  einander  zu  trennen, 
müssen  wir  in  jedem  der  vier  Punkte  die  beiden  von  ihm  ausgehenden 
imaginären  Tangenten  des  Fundamentalkegelscbnittes  dadurch  unter- 
scheiden, dass  wir  den  durch  ihn  gehenden  Strahlen  einen  bestimmten 
Sinn  beilegen.  Wird  demgemäss  in  den  vier  Punkten  (15)  bez.  durch 
die  drei  Strahlen 


(37) 


x,  —  x,-u, 
x^  —  x^  =  0, 

x,+x,  =  0, 

X,  ~X,~U 

x,+x,~0 

x,  +  x,-0, 

x,-x,-0, 

x,+x,-0 

x,  +  x,-0, 

3],  +  1,-0, 

x^~x^  =  Q 

1, 


1, 


i, 


1, 


der  Sinn  für  die  entsprechenden  Strahlbüschel  festgelegt,  so  ist  damit 
die  eine  biquadratische  Form  dargestellt;  in  der  That  überzeugt  man 
sich  leicht,  dass  dieser  Sinn  durch  die  Substitutionen  (37)  nicht 
afficirt  wird. 


X.   Fortsetzung.  —  Die  Ikosaedergruppe  und  das 

Brianohon'sche  Sechseck. 

Es  bleiben  jetzt  nur  noch  diejenigen  regulären  Punkt-Anordnungen 

in  der  elliptischen  Ebene  zu  untersuchen,   denen  auf  der  Kugel  die 

Ecken    des    Ikosaedera   und    des   Pentagon -Dodekaeders   entsprechen. 

Dass   es   keine   anderen  regulären  Punktsjsterae  in  der  Ebene  gibt, 
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kann  direct  durch  eine  Betrachtung  bewiesea  werden,  welche  der  in  der 
Elementargeometrie  bei  den  regulären  Körpern  üblichen  genau  ana- 
log ist,  unil  auf  die  wir  deshalb  nicht  näher  eingehen.  Dass  es  ausser 
den  bereits  behandelten  Figuren,  welche  dem  Octaeder  entsprachen, 
nur  noch  die  dem  Ikosaeder  entsprechende  Oonfiguration  gibt,  bei 
der  die  elliptische  Ebene  in  lauter  congruente  Drekclce  getheilt  wird, 
zeigt  überdies  der  folgende  Ansatz. 

Einem  der  Punkte  des  regulären  Syst«mes  geben  wir  die  Coor- 
dinaten  0,  0,  1;  einen  zweiten  wählen  wir  auf  der  Axe  a^i  =  0  in 
der  Entfernung  &  vom  ersten,  so  dass  ihm  die  Coordinaten  0,  sin^, 
cos^'  zukommen  (vgl,  p.  519).  Eine  wiederholte  Drehung  von  der 
Grösse  e  um  den  Punkt  0,  0,  1  führt  die.sen  zweiten  Punkt  nach 
den  Gleichungen  (20),  in  denen  w^  =  iv^  =0,  iv^=  1,  x  ==  cos  -^ , 
it  =  sin  —  zu  nehmen  ist,  und  die  sich  wieder  auf  die  kanonische 
Form  (23)  beziehen  mögen,  successiyo  über  in  die  Punkte 

—  sin'^'sine,        isinö'cosfi,       cosfl', 

—  sin*  sin2£,     sin^?  cos2£,     cosö', 

—  siuö'sinSe,     sinfl-cosSe,     coS'O', 

und  s.  f.  Soll  sieh  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkttin  ergeben, 
so  musa  i  '=  — ■  sein,  wo  »  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.  Wir  haben 
dann  die  n  Punkte  mit  den  Coordinaten 

(1)  —  sin*  siuv«,  sin*  cosvs,  cos*  für  v^O,  1,  2,  ...  n  —  1. 
Eine  Rotation  von  der  Grösse  ^  um  den  Punkt  w^,  w^,  ?%  führt 
nach  (13)  und  (20)  bei  unserer  Wahl  des  Coordiuatensjstemes  zu 
den  Formeln 

(2)  F(w)^i  =  XiFiw)oos7j  —  {xw)ism'rjyF{tv)  -f-  (J  —  cosT))Wii(f,^. , 
wo 

F(te)  =  w^^  +  w/  4-  w/ . 

Machen  wir  hierin  tj  =  «,  so  geht  der  Punkt  (1),  in  Folge  einer 
Drehung  um  unseren  zweiten  Punkt,  über  in  den  Punkt  mit  den 
Coordinaten 

1^  =;  —  szn*(—  sms  cosvs  —  cos*  sinvE  +  cose  cos  *  sinvs), 
§2  =  sin* (sin  e  sinvf  —  cos*  cos  vf  -f-  cose  cos*  cosve), 
§3  =  cos  * . 
Soll    dieser   Punkt    mit    dem    durch    die    Zahl    v  —  1    oder    v  +  1 
charakteriairten  Punkte  (1)   zusammenfallen,   so   ergibt  sich  die  Be- 
dingungs  gieichung 
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(B)  COS ■&  COS  £  —  COS  s  —  cos  &  =  0, 

welche  nichts  Anderes  aussagt,  als  dass  der  Punkt  0,  0,  1  mit  irgend 

zwei  aufeinandei:  toigenden  Punkten  der  Reibe  (1)  ein  gleichseitiges 

Dreieck  bildet,   wie  man  mittelst  der  oben  abgeleiteten  trigonome- 

tcischen  Formeln  leicht  bestätigt  (p.  519).    Es  wird  dann  in  der  That 

1^  =  __  sin  &  sin  (v  —  1)  e ,  g^  =  sin  &  cos  (v  —  1)  s ,  I3  ^  cos  d . 
Machen  wir  aber  in  (2)  ij  =  2s,  so  werden  die  Coordinaten  des 
neuen  Punktes  unter  Berücksichtigujig  von  (3)  gleich 
sin  2s  sin  &,  —  2  (1  +  cos  s)  cos  s  cos  &,  —  (1  +  4  cos  e  +  4  cos  ö') . 
Soll  derselbe  mit  einem  der  w  +  1  Punkte  (1)  zusammenfallen,  so 
sind  die  folgenden  drei  Gleichungen  zu  befriedigen: 

-|-  sinjte  =  sin2£ 
(4)  +  cosfiE  =  —  2(1  +  cos  e)  cos  E, 

4-  cos  &   =  — ^  1  —  4  eos  &  —  4  cos  s . 
Die  doppelten  Vorzeichen  der  linken  Seiten  sind  deshalb  zu  wäblen, 
weil  bei  unseren  homogenen  Coordinaten  immer  ein  Factor  willkür- 
lieh bleibt,  dieser  Factor  aber  sich  wegen  der  Relation 

^i'  +  «.'  +  «s'  -  V  +  ^2'  +  ^a' 
von  der  Einheit  höchstens  durch  das  Vorzeichen  unterscheiden  kann. 
Wählen  wir  zunächst  in  allen  drei  Gfleichungen   das  untere  Zeichen, 

so  folgt  aus  der  dritten  cos^ «  =  -—  ■     Die  Annahme  cos  s  ^  ^r-  würde 
°  4,2 

wegen  der  zweiten  Gleichung  (4)  nicht  auf  einen  reellen  Werth  von 

s  föhren;   es   muss   also   cose  = ^  oder  s  -=  ~  gesetzt  werden. 

In  TJebereinstimmung  mit  der  zweiten  Gleichung  (4),  wo  (i  gleich  2 

zu  nehmen  ist,  wird  dann  cos  2e  =  —  "s"  und  die  erste  Gleichung  (4) 

ist    ebonfalla   befriedigt.     Wir    sind  auf   das   System    derselben   vier 

Punkte  geführt,   denen  bei  unserer  früheren  Betrachtung  die  unter 

(15)  angegebenen  Coordinaten  zukamen. 

Das   obere  Zeichen  in  der   dritten  Gleichung  (4)  führt  dagegen 

vermöge  (3)  zu  der  Relation 

4eos^E -j- 2cos£  —  1  =  0,     also     cos£  =  ' — -t — '■ , 

oder  £  =  -— .     Aus  (3)  finden  wir  weiter  eos^  = ^:  die  beiden 

5  ^  ^  1/5 

ersten  Gleichungen  (4)  sind  dann  von  selbst  befriedigt,  wenn  ft=  —  1 
gewählt  wird.      Wir  haben  ein  System  von  sechs  Funkten  vof  uns,  die 
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sich  hd  einer  Gruppe  von  6  .  4  +  1  =  25  Drehungen  nwr  unter  einander 
vciiauschen.  Die  15  Verbindungslinien  dieser  sechs  Punkte  schneiden 
sich  in  105  Punkten,  von  denen  60  zu  je  10  in  die  sechs  Punkte 
selbst  hineinfallen.  Von  den  Übrigen  45  lässt  sieh  zeigen,  dass 
sie  sieh  in  zwei  Gruppen  zu  10  und  zu  15  Punkten  vertheilen,  von 
denen  erstere  je  einfach,  letztere  je  dreifach  als  Schnittpunkte  der 
fünfzehn  Verbindungslinien  zählen.  Als  Gleichung  der  Verbindungs- 
linie zweier  durch  die  Zahlen  ;*,  v  charakterisirten  Punkte  des  Sjstemea 
(1)  finden  wir 

x^coa&{co&^iE  —  aoavB)  -\-  x^coü&(s\a^E  —  sini/e) 

—  a^j, sind' sin  (ß  —  v)£  =  0 , 


„^  +  ^ 


.  ^  +  '' 


+  Ä'a  siu  %■  c. 


-0. 


oder 

(5)   x^tiQ^^ani^ 'T "  s  ~  a^^cos'9'c 

Eine  analoge  Gleichung  stellt  die  Verbindungslinie  der  Punkte  ^' 
und  v'  dar;  und  als  Coordinaten  des  Schnittpuulttes  beider  Linien 
erhalten  wir,  wenn  ft'  =  (t  +  s,  v'  ==  v  -\-  s  gesetzt  wird, 

..!■  +  '  +  '- 


(6) 


-  sin  %■  cos  - 


sin  &  cos  - 


f  +  ^+.'^ 


Dieser  Funkt  liegt  ofi'enhar  auf  der  Geraden 

(7)  3:jC0s^-+,^"^'%  +  a;3sin''  +  .^"^%^0, 

d,  h.  auf  der  Verbindungslinie  des  Punktes  0,  0,  1  mit  dem  Punkte 

^      'l  des    Sjbtemes    (1),    *\enn    u  -{- v -\- S    gleich    einer   geraden 

Zahl  ist.     Wählen  wu  eisten'^  s  =  1,  ao  eigeben  ^ich  folgende  fünf 

Tripel  von  Veibindungslnnen,  weicht  sich  in  dem  Punlvte  (&),  wo  die 


betreffenden  Wcithe  ■ 


(8) 


uJ   I 


f  ■> 

C 

V 

C  +  '+l 
2 

0    3 

1 

4 

2 

1     4 

2 

5(0) 

8 

2    5(0) 

3 

6(1) 

4 

3     6(1) 

4 

7(2) 

5(0) 

4     7(2) 

0(0 

8(3) 

6(1) 
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Die  Zahlen  der  letzten  Horizontalreihe  der  Tabelle  sagen  z.  B.  aus, 
dass  die  Verbindungslinie  der  Punkte  4  und  2  von  der  Verbindungs- 
linie der  Punlite  0  und  3  in  einem  Punkte  getroffen  wird,  durch  den 
auch  die  Verbindungslinie  des  Punktes  0,  0,  1  mit  dem  Punkte  1 
hindurchgeht.  Machen  wir  zweitens  s  =  2,  so  kommen  wir  zu  der 
folgenden  analogen  Tabelle: 


, 

fi'     ••' 

fi  +  l.H-2 

f* 

3 

0 

4 

2       6(1) 

3 

1 

6(0) 

3       7(2) 

4 

2 

6(1) 

4       8(8) 

5(0) 

3 

7(2) 

5(0)  9(4) 

6(1) 

4, 

8(») 

6(1)  10(0) 

7(2) 

(9) 


Grössere  Werthe  von  s  führen  nicht  zu  neuen  Linientripeln.  Hierin 
ist  eine  besondere  Eigenschaft  des  von  unseren  sechs  Punkten  (.1.) 
gebildeten  Sechsecks  ausgesprochen,  denn  die  Diagonalen  eines  be- 
liebigen Sechsecks  schneiden  sich  nicht  in  der  angegebenen  Weise 
zu  dreien  in  einem  Punkte;  wohl  aber  kommt  diese  Eigenschaft 
nach  dem  Brianchon'schen  Satze  (Bd.  I,  p.  50)  jedem  Seehsseite 
zu,  dessen  Seiten  einen  und  denselben  Kegelschnitt  berühren.  Von 
unseren  fünfzehn  Verbindungslinien  werden  daher  zehn  Kegelschnitte 
berührt  (und  jeder  von  sechs  Linien);  man  kann  das  Sechseck  daher 
auch  als  ein  zehnfach  Brianchon'schea  bezeichnen*^).  Je  drei  neben 
einander  stehende  Linien  der  Tabelle  (8)  sehneiden  sich  in  einem 
Punkte  mit  den  Coordinaien 

(10)  — siu'O'sinSesini'f,     sinö'sinS^eos  v£,     cosO'sinE, 

wo  V  bez.  gleich  2,  3,  4,  0,  1  zu  nehmen  ist.  Für  die  Tabelle  (9) 
ergeben  sich  ebenso  die  fünf  Schnittpunkte 

(11)  — sin9'sin4£sinv*,     siii9'sin4£coai'e,     2cos^sin  — siit2£. 

In  (10)  und  (11)  haben  wir  die  Coordinaten  der  erwähnten  zehn 
Brianchon'schen  Punkte. 


*)  Auf  diese  Sechsecke  wurde  Clebaeli  bei  seinen  TJuterauchvingen  über 
die  Gleichung  föuEten  Grades  geführt,  Math.  Annalea  Bd.  4,  p.  336  (1871); 
vgl.  auch  Klein,  VorlBsungea  über  das  IkosaBder,  p.  216.  —  Wie  man  ans  dem 
1'ezte  eirsieht,  erhält  man  ein  solches  besonderes  Sechseck  ans  dem  Ikosaßder, 
indem  man  letzteres  ven  seinem  Mittelpunkte  aus  auf  die  unendlich  ferne  Ebene 
projicirt;  vgl.  Klein,  Matk,  Ännalen,  Bd,  12,  p.  5S0. 
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Von  den  nocli  fehlenden  fünfzehn  Schnittpunkten  ergeben  sieh 
zehn,  indem  wir  die  Geraden  (5)  mit  den  Linien  (7)  zum  Schnitte 
bringen;  ihre  Coordinaten  sind  daher,  wenn  2X  =  jj,  -^  v  -{-  s  ge- 
setzt wird: 

a:,  =  —  sin  S-  sin  yl  £  cos  ^— ^ —  e  , 

(12)  iCg  ==       sinö' cos  ilecos '— T — £, 


Sollen  diese  Punkte  nicht  mit  den  Punkten  (6)  identisch  £ 


genommen    werden,  je   nachdem    ^  -{-  v    gerade    oder   unger 
Wir    erhalten    so    für  ji,   v,    X    die    aus    folgender   Tabelle 
nehmenden  Werthe: 


I 

II 

III 

IT 

V 

TI    VII 

VIII 

IX 

X 

0 

0 

0 

0 

1 

1       1 

2 

2 

3 

1 

2 

3 

4 

2 

3       4 

3 

4 

4 

8 

1 

4 

3 

4 

2       0 

0 

3 

1 

(13) 


Es  ist  nun  sehr  bemerkenswerth,  dass  die  Werthe  (12)  proportional 

sind   au    den    Coordinaten   einer    gewissen    Linie    (5),    d.  li,    an   den 

Grössen 

(14)    cos* sin  ^-^  ^-  £,     — ^ cos S- cos  ^  T"  "  e,     sin -& cos  - — ;^  £. 

Um  dies  zu  erkennen,  hat  man  die  Relationen 

sm9'  =i  —  2co3Ö'  ==  --,     cos  —  cos  —  =  ~  —  =  cos  £  cos  2 £ 
■|/5  2  2  4 

zu  benutzen  und  findet  die  Zahlen  ft',  v    aus  den  Gleichungen: 

^'  —  1,'  =  2,  wenn  (i  —  v  =  +4 

=  3,       „      ii^v  =  ±l 

=  4,       „      II -V  =  ±2 

^1,       „       ,(,-*  =  ±3. 

Schliesslich  kommt  man  so  für  (t',  v'  zu  der  Tabelle: 


(!5) 


r 

II' 

III ' 

IV 

v 

vr 

vir 

viir 

IX' 

X' 

2 

3 

2 

3 

3 

4 

3 

4 

0 

0 

4 

f, 

1 

1 

0 

0 

2 

1 

1 

2 

3 

1 

4 

2 

4 

2 

0 

0 

3 

1 
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Wir  sehen,  dasa  die  Beziehung  eine  Wechsel 3 eibige  ist:  dem  Punkte  I 
entspricht  dio  Linie  I'  mit  den  Coordinaten  (12),  welcher  dieselben 
ZaMen  zukommen,  wie  dem  Punkte  IX;  mid  umgekehrt,  der  Punkt  I 
ist  durch  dieselben  Zahlen  charakterisirt,  wie  die  Linie  IX'. 

Die  letzten  fünf  einfachen  Schnittpunkte  werden  auf  einet  Linie 
(5)  durch  die  Gerade  mit  den  Coordinaten  (14)  ausgeschnitten,  wenn 
zwischen  (i,  v  und  ft',  v'  dieselben  Beziehungen  gelten,  wie  sie  in 
obigen  Tabellen  zum  Ausdrucke  kommen;  und  die  Coordinaten  dieser 
Punkte  ergeben  sich  proportional  zu  cosAe,  sinAf,  0,  wobei  die 
Zahl  A  aus  der  Tabelle  (13)  zu  entnehmen  ist.  Die  hervorgehobene 
Wechselbeziehung  bedingt  es,  dass  so  nur  fünf,  nicht  zehn  Punkte 
gefunden  werden.  Sind  die  Coordinaten  eines  Punktes  identisch  mit 
denen  einer  Geraden,  so  ist  jener  der  Pol  dieser  in  Bezug  auf  den 
Fundamentalkegelschnitt;  somit  ergibt  sich  der  Satz:  Dießinfsehn  Ver- 
bindwtgsUnien  unserer  sechs  Funhte  sind  ih^en  fünßekn  einfachen  Schnitt- 
pimkten  so  migeordnet,  dass  jeder  Schnii^nmlct  Pol  eiwer  gewissen  Ver- 
hindm^slinie  ist.  Hieraus  folgt  dann  weiter,  dass  die  fünfzehn  ein- 
fachen Schnittpunkte  zu  je  fünf  auf  sechs  geraden  Linien  liegen, 
den  Polaren  unserer  ursprön glichen  sechs  Punkte;  femer  dass  die- 
selben fünfzehn  Schnittpunkte  zu  dreien  auf  zehn  geraden  Linien 
liegen,  den  Polaren  der  oben  bestimmten  zehn  dreifachen.  Schnitt- 
punkte (8)  und  (9);  jene  sechs  Polaren  bilden  ein  zehnfach  Paa- 
cal'sches  Sechseck,  u.  s.  w.  Wir  sehen,  dass  die  vollständige  Figur 
unseres  zehnfach  Urianchon' sehen  Sechsecks  sich  selbst  in  Bemg  auf 
den  Frnidamefdaüzegelsdmitt  polar-conjtigirt  ist. 

Durch  eine  leichte  Rechnung  überzeugt  man  sich,  dass  in  jedem 
der  fünfzehn  einfachen  Schnittpunkte  die  beiden  durch  ihn  hindurch- 
gehenden Verbindungslinien  sieh  rechtwinklig  schneiden,  und  dass 
je  zwei  der  drei  durch  einen  der  zehn  dreifachen  Schnittpunkte 
gehenden  Verbindungslinien  sich  unter  einem  Winkel  von  —  be- 
gegnen. Hieraus  lässt  sich  vermulhen,  dass  unsere  ganze  Figur  auch 
durch  gewisse  Drehungen  von  der  Grösse  —  und  ~  in  sich  über- 
gefühi't  werde,  Es  lässt  sich  dies  in  der  That  durch  Aufstellung 
der  entsprechenden  Transformationen  mittelst  der  allgemeinen  Glei- 
chungen (2)  bestätigen;  doch  unterlassen  wir  es,  jetzt  darauf  ein- 
zugehen, da  wir  im  Folgenden  neue  Coordinaten  einzuführen  haben, 
mit  deren  Hülfe  sich  die  beti'effenden  Eechnungen  übersichtlicher  ge- 
stalten, wie  es  ja  meistens  einfacher  ist,  mit  der  Exponentialfunction 
statt  mit  den  trigonometrischen  Functionen  zu  operiren. 
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Mittelst  der  Substitution 

(16)  X  =  x^  -{-  ix,,    y  ^  x^  —  ix„     s  =  —  «3 

führen  wir  neue  Veränderliche  x,  y,  s  ein;   die  Gleichung  des  Fun- 
damentalkegelschnittes  wird  dann 

(17)  xy-\-  s^  ^'(i. 

Die  neuen  Coordinaten  der  Punkte  fl)  finden  wir  nach  Unterdrückung 
eines  gemeinschaftlichen  Factors  gleich 

(18)  §^\     d",     y,     wo  c(=e  S 

und  wo  V  =  0,  1,  2,  3,  4  au  nehmen  ist;  unser  erster  Punkt  behält 
die  Coordinaten  0,  0,  1.     Für  die   zusammengehörigen  zehn  Punkte 
(ö)  hat  man  die  Relation 
,P-\-ä  _  ^  3^  +  d^  +  l 

zu  benutzen,  wenn  [i  —  v  entsprechend   der  Tabelle  (8)  gleich  +3 
ist;  dagegen  die  Relation 

3^  +  ä  ,    ,  I  10«  3  +  yö 


ö'-^'i 


1   -I ——  =  —    1    —  2  COS  y   =  -- 


wo   n  —  *'  =  +  4  entsprechend    der  Tabeüe   (9).     So   ergeben   sich 

die  Coordinaten 

(19)  d~\    rf%     -— ^, 

wo    das    obere  Zeichen   für   die  Punkte    der   aweiton,    das    untere  für 
diejenigen  der  ersten  Tabelle  Gültigkeit  hat. 

Mittelst  derselben  Hülfsgieichungen  finden  wir   die  neuen  Coor- 
dinaten der  zehn  Punkte  (12)  gleich 

(30)  «-'■,    i',    i-ift 

Hierin  sind  für  A   dieselben   Zahlen  einzusetzen   wie  in   der  Tabelle 
(]3),   und  das  obere  Vorzeichen  gilt  für  die  Punkte  I,  IV,  V,  VHI, 
X,   das    untere   für   die  Punkte   II,  IIT,   VT,  VIT,  IX.     Diese    zehn 
Punkte  bilden  zusammen  mit  den  fünf  Punkten 
(21)  d-\     —  6'-,    0 

die  fünfzehn  einfachen  Schnittpunkte  der  fünfzehn  Verbindungslinien 
unserer    sechs    Ausgangspunkte.      Letztere   Linien   sind    die   Polaren 
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jener  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  (17);  die  Gleichungen 
der  fünfzehn  Verbindungslinien  werden  daher*): 

d^-:C  +  3-'y+(l  +  y  5)^  =  0, 

wobei  die  Zuordnungen  zwischen  Pol  und  Polare  in  obiger  Weise 
durch  die  Tabellen  (13)  und  (15)  vermittelt  werden. 

Ünaeren  Gruppen  von  6,  10  und  15  Punkten  entsprechen  nach 
Obigem  (p.  565  f.)  binäre  Formen  der  Ordnungen  12,  20  und  30,  welche 
durch  die  aufgestellten  Transformationen  in  sieh  übergeführt  werden; 
sie  werden  auf  dem  Kegelschnitte  (17)  ausgeschnitten  durch  die 
Polaren  der  betreffenden  Punkte.  Insbesondere  wird  die  Form 
zwölfter  Ordnung,  die  mit  f  bezeichnet  sein  möge,  ausgeschnitten 
durch  die  Polaren  der  Punkte  (18)  und  durch  die  Linie  s  =  0. 
Führen  wir  daher  mittelst  der  Gleichungen 

(23)  it-y,  1--V,  '  —  lä, 

binäre  Variable  %^,  %^  ein,  so  liefert  die  Gleichung  s  =  0  zunächst 
die  linearen  Factoren  g,  und  1^  von  f.  Um  die  Übrigen  Factoren 
zu  finden,  haben  wir  die  Substitution  (23)  in  den  Gleichungen 

(24)  8H  +  8~^^j  +5  =  0 

zu  machen,  und  finden  dadurch  die  übrigen  Wurzeln  j-  von  f —-=  0 
gleich  (rf  +  d^)6\  ($''  +  d')d\  wo 

2         '  1-^5 

Wir  können  daher  setzen 

(25)  /-6,l,(t,"+ll|,'S,'-S,"). 

Gleichzeitig  mit  f  muss  auch  jede  Oovariante  von  f  in  sich  trans- 
formirt  werden.  Sei  nun  f  =  a^^  =  'b^'^,  so  wird  die  Hesse' ache 
Determinante  ir=  (((6)^aä^''V''j  "iid  *5ie  Functionaldeterminante  von 
H  und  f  ist: 

Die  Ausrechnung  ergibt 

12^5-=  -  (!,«« -[-  a/»)  +  228(1,'^^'^  -  1^%,^}  -  4941, ■«!,'% 
'  123'=(|,^»+§,=«}+522(g/^|,«-^^^g/0- 1005(^,^''§,^»  +  |,"'g,^«), 
wobei  die  Relation 


(26), 


*)  Hier  und  im  Folgenden  hat  man  x,  y,  X  bez.  durch  j1, ,  ^,,  A^  au  er- 
setaen,  um  die  von  Klein  mitgetheilten  Pormeln  zu  erhalten  (vgl.  Matb.  Anna- 
len  Bd.  12,  ^.  539  ff.). 


y  Google 


Projeclivische  und  mettische  Geometrie,  587 

(27)  T^  ^  12 f^  — 12^  JP 

identiseli  erfüllt  ist.  Wir  behaupten  nun,  dass  die  NuUpunhte  von  S 
auf  dem  Kegelschnitte  (17)  durch  die  Polaren  der  seht  FunMe  (19), 
^tnä  die  NuUpunkie  von  T  durch  die  Polaren  der  msammeng^örigen 
fünfsehn  Pmilzte  (20)  und  (21)  ausgescJmiften  werden.  Die  20  bez. 
30  Verschwindungspunkte  der  Covarianten  H  und  T  bleiben  jeden- 
falls in  ihrer  Gesammtheit  bei  unseren  60  Substitutionen  ungeändert. 
Bei  den  letzteren  ordnen  aicb  alle  Punkte  der  Ebene  im  Allgemeinen 
zu  je  60  zusammen,  indem  jedes  der  60  Dreiecke,  in  welche  die 
Ebene  durch  die  fünfzehn  Verbindungslinien  unserer  sechs  Ausgangs- 
punkte getheilt  wird,  einen  solchen  Punkt  enthält*).  Die  Zahl  der 
zusammengehörigen  60  Punkte  sinkt  dann  und  nur  dann  herab  (und 
zwar  bez.  auf  12,  20,  30),  wenn  wir  es  mit  den  Eckpunkten  jener 
Dreiecke  zu  thun  haben.  Ein  Aggregat  von  Punkten,  welches  bei  den 
60  Drohungen  ungeändert  bleibt,  raass  eine  Zusammenfassung  Solcher 
einzelnen  Punktgruppen  sein.  Die  Anzahl  der  Punkte,  die  es  iim- 
faast,  lässt  sich  also  in  der  Form  60k  +  1^(3  +  20^  -{-  30i5  ansetzen, 
wo  K,  ß,  y,  d  ganze  Zahlen  sind.  Soll  diese  Anzahl  nun,  wie  im 
Falle  5"=  0,  gleich  20,  oder,  wie  im  Falle  2"  =  0,  gleich  30  sein,  so 
ergibt  sich  nur  eine  Möglichkeit  für  die  Bestimmung  von  cc.  ß,  y,  d, 
nämlich  im  ersten  Falle  K  =  /i  =  iJ  =  0,  y  =  l,  und  im  zweiten 
Falle  a  =  ß  =  y  =  0,  8^1.  Damit  ist  unsere  Behauptung  be- 
wiesen. 

Dasselbe  hätten  wir  direct  nachweisen  können  durch  Berechnung 
der  Parameter  li,  ?g,  welche  nach  (23)  zu  den  Schnittpunkten  der 
Polaren  der  Punkte  (19),  (20),  (21)  gehören.  Die  benutzte  Schiusa- 
weise führt  indessen  schneller  zum  Ziele  und  ist  überhaupt  für  Pro- 
bleme unserer  Art  charakteristisch.  Sie  lässt  überdies  erkennen,  dass 
jede  Covariante  von  f  eine  ganze  Function  von  f,  H  und  T  sein 
muss,  ferner,  dass  jede  Covariante  von  niedrigerer  als  der  zwölften 
Ordnung  identisch  verschwinden   muss**).     Um  nun  in  den  Coordi- 


*)  Em  zehnfach  Biiinchnii  schoa  Sei.li'ieGk  wnd  /  B  von  den  lunf  Fckpn 
eines  gewöl)uln,hen  reguhiea  Funfeeka  Busammen  mit  dem  Mittelpunkte  de^ 
seihen  gebildet  Die  entspiechende  Figoi  ist  ganz  beaondera  geeignet,  alle  von 
uns  dargelegten  Giuppuangen  an  Teransehauliclien  Um  die  60  Dieiecke  zv 
eilialteu,  rausB  man  die  dnioh  die  unendlich  feine  Gei  ide  getheilten  Stucke  der 
Ebene  als  En^ammeo gehörige  betrachten  Die  unendlich  lerne  Gerade  selbst  ist 
Polare  des  Mittelpunktes  and  enthalt  fünf  von  dfn  fünfzehn  einfachen  Schnitt 
punkten  der  fimf^ehn  Vetbinduiigsluiien 

**)  Auf  binäiii  Formen  diPioi  Eigemchift  (Pnmfonnen)  wuide  Fucbs  bei 
sPiT  en  Uiitcisutbungcn  über  bneaie  Difterentialgleiohuugen  zweiter  riidnung  mit 
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aateü  x,  y,  s  unsere  60  fundamentalen  Tranaformationen  wirtlich 
aufzustellen,  gehen  wir  von  den  allgemeinen  Formeln  (13),  p.  567 
und  (20),  p.  570,  aus.  Die  Drehungen  von  der  Periode  5  um  don 
Punkt  0,  0,  1  ergeben  sich,  wenn  wir  w^  '=  w^  ^  0,  w^  ==  1.,  ^(g  =  0, 
9)  =  fie  ^  -|^  setzen;   dann  wird  A  =  —  -  -, 

F{u)= M1M3  — |%%     ■^  =  -4cotg^^  =  4(^^y  , 

und  die  Formeln  (20)  geben 

(28)  x'  =  S''x,    y'  =  d-''2/,     /  =  3, 

wenn  mit  x',  y',  s'  die  neuen  Coordinaten  bezeichnet  werden.    Com- 

plicirter  gestalten  eich   die  Rechnungen  für   die  Rotationen  um   die 

anderen  fünf  Punkte.     Soll  der  Punkt  mit  den  Coordinaten  (10)  fest 

bleiben,  so  haben  wir  zu  setzen 

und  erhalten  aus  (13),  p.  567: 

5-4.5. 

Ferner  wird 

{Ijh'\    (j^  =  y  iß' ^  -t  f>-'  ,       IL^  »j  =  Ö~' 

l  ,  5 

Wo  H\  =  — ,       Ha     =  —  "S" 


algebraischen  Integralen  |,elührt  (CiöIIp's  Journal,  Bd  81  und  fi5,  1876  und  78) 
Goidan  tit  geraigt  daei  dio  frigliche  Eigpn'iclnft  iui  Cli natteiisirung  dei 
binaren  Formen,  welchü  in  obigpr  Weiao  zum  Tetiaedei,  Ottieder  und  Iko&aedei 
gehören,  geride  ausieieht  (Math  Änn'ilen,  Bd  12,  1876)  Durch  aadeie  Be- 
tiachtungen  war  Sohwaiz  /u  diesen  Viin'lien  rormou,  mslesondeie  ihren  kano- 
nischen Darstellnugea  und  au  den  augehoiigen  Giuipen  von  Tiansfoimationen 
geführt  {Ciellea  Journal  Bd  75,  1373)  Im  Znaammenhange  mit  dei  Invaiianten- 
theone  hat  Klein  die  von  uns  betrachteten  lormen  und  Bewegungen  eingehend 
nnteiBUcht  (Math  Annalen  Bd  9  und  12,  187Ö  und  77),  deiseJht  zeigt  mabe 
sondeie,  daas  jpde  roim  awölilei  Ordnung,  deren  Covariante  i  =  (aö)*«|6J  \ei- 
Bohwmdet,  wahrend  die  Disciimmantp  niüht  Null  ist,  anf  die  Form  (25)  tiana- 
formirt  werden  Imm  Wedeliind  erweiteite  diesen  Satz  dahin,  daea  es  auijaei 
unseren  Formen  vierter  seohatpi,  zwölfter  Ordnung  nherhaupt  keine  anderen 
binäien  Foimcn  gibt,  deien  vierte  UeheiachiPhung  über  sich  selbst  veisehwmdet, 
es  aei  denn  dass  eme  mehrfache  Wurzel  anftiitt  (Stndien  im  binäien  Werth- 
gehiet,  Habilitationaschrift,  Karlsruhe  1876).  Ueber  andere  Arbeiten  voaB  rioschi, 
Cayley,  Halphen,  sowie  für  die  auf  p,  587  benutate  S  Chinas  weise,  vgl,  Klein's 
mehrfach  erwähntes  Werk. 
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Führt  man  noch  "[/ö  mittelst  der  Relationen 

l_]/5  =  -2(d  +  ö*),     1  +  Y'b  =  —  2  (d' -\- 3^) 
auf  die  Grösse  ä  zurück,   so  ergeben  sich   echliesslieh  folgende  For- 
meln für  die  Drehung  von  der  Grösse  [ie  um  den  Pwyikt  (18) 
Öd^a;'  =  z/,'«  -  S-^^iSi^  —  Vfij  +  2ö-''^,(ä''  -  l)s, 

(29)  U>'y'  =  -  S'^iS^  -  Xfai  +  J^hj  +  ^S'J^ip:-  —  \)s , 

55''«'  =  S'J^{S>'—\)x  +  S-'J^iÖK  -l)y  +  (Sd^"  +  8"  +  2)^; 
hierin  ist  zur  Abkürzung 

^j  =  ä^i^{S^  +  33^  _  ^  _  0%     z/j  =  5^'(d  +  (5*)  —  d^  —  d^ 
gesetzt     Um   zu   erkennen,   wie   die   Schnittpunkte   der  Linie  s  ^  0 
mit   dem  Kegelschnitte   sueeessive  mit  den  Polaren   der  Punkte  (10) 
zur  Deckung  kommen,  bedient  man  sich  passend  der  in  Folge  der 
Relation  ö*  +  ö^  -|-  *^  +  iS  +  1  --=  0  bestehenden  Identität 

(30)  20''"  +  (5"  +  2  =  S^f'iSf  —  Vfi^i"  +  1), 

welche  nur  für  ;i  ^  0  nicht  anwendbar  ist.    Im  Falle  ft  =  0  führen 
die  Gleichungen  (29)  zur  identischen  Substitution  zurück. 

Versuchen  wir  jetzt,  auch  eine  Drehung  yon  der  Grösse  it  um 
den  Punkt  (21)  formal  darzustellen!  Aus  (13),  p.  567,  erhalten  wir 
X  =  {),  und  somit  geben  die  Gleichungen  (20),  p.  570: 

(31)  x'^^-S-^^y,     y'  =  -fi^^x,     s'  =  -s. 

Die  Transformation  entsteht  also  einfach  aus  (28),  indem  man  x 
mit  y  vertauscht.  Nun  kann  durch  eine  Substitution  (29)  jeder 
Punkt  (21)  mit  irgend  einem  anderen  der  fünfzehn  zusammengehö- 
i-igen  Punkte  zur  Deckung  gebracht  werden;  wir  erhalten  daher  die 
zehn  noch  fehlenden  Drehungen  von  der  Grösse  je,  oder  wenigstens 
einige  von  ihnen,  indem  wir  in  den  Gleichungen  (29)  «'  mit  y  ver- 
tauschen. Dadurch  entstehen  aber  zwanzig  neue  Transformationen, 
und  wir  wissen  zunächst  nicht,  welche  von  ihnen  die  von  uns  ge- 
suchten sind;  die  übrigen  gehören  dann  jedenfalls  ku  den  zwanzig 
Drehungen  von  der  Periode  3,  Es  fehlen  dann  immer  noch  zehn 
von  den  60  Transformationen  des  zehnfach  Brianchon'sehen  Sechs- 
ecks in  sich.  Die  Beantwortung  der  noch  offenen  Fragen  ergibt 
sieh  sehr  leicht  nach  vorheriger  Umformung  der  Gleichungen  (29). 
Für  ft=  1,  2,  3,  4  nämlich  nimmt  die  obige  Grösse  ^^  bez. 
folgende  Werthe  au 

Sip^—V),     V-8,     1-.5S     <S^(1-Ö^), 
während  der  Grösse  J^.  ^^^"  *^'''  Werthe 

1  -  b"^,     Ä(l  -  Ä),     8^{8  -  1),     1  -  ö-' 
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zukommen.  Benutzt  man  ferner  nocli  dio  Kelation  (30)  und  führt 
die  Rechnung  für  die  Wertte  1,  2,  3,  4  von  {t  einzeln  durch,  so  lässt 
sich  das  Resultat  in  folgenden  Relationen  zusammenfassen;  es  ist 

Qx'ö'     =  (Ö'  +  d'^)d'x  +  (d   +  ä")  Ö-^y  +  2^, 
(32)  pJ/'«J-'  =  (<J    +  ^')S^x  +  {d''  +  d^)Ö-''y  +  2«, 

wenn  die  Zahlen  «,  A  durch  folgende  Bedingungen  bestimmt  werden: 

K'^^v  —  fi,  Ae^v-j-  [i(mod.  Ö)  für  ja  ^  2  oder  3, 

'•^^■'         x  =  v  +  II,  ;t  =  v  — (i.(mod.  5)  für  p  =  l   oder  4; 
wenn  ferner: 

Die  Gleichungen  (32)  smt^  msi  (29)  voükommm  äqtmalentj  so  h,nge  ji 
wicÄi  (Jmtcä  5  theilhar  ist.  Ist  aber  ^  ^  0  (mod.  5),  so  stellen  die 
Gleichungen  (29)  die  identische  Transformation,  die  Gleichungen  (32) 
dagegen  eine  neue  Transformation  dar,  welche  ehonfails,  wie  man 
leicht  erkennt,  unsere  6  Ausgangspunkte  nur  untereinander  vertauscht; 
es  -wird  dies  dadurch  erklärlich,  dass  für  fi  ^  0  (mod,  5)  die  benutzte 
Gleichung  (30)  nicht  mehr  anwendbar  ist.  In  den  Gleichungen  (32) 
können  daher  für  jc,  A  alle  Werthe  0,  1,  2,  3,  4  eingesetzt  werden; 
wir  haben  dann  25  Gleichungen  gewonnen,  aus  denen  wir  25  andere 
durch  Verttiuschung  von  x'  mit  y',  d,  h.  durch  Oombinatiou  einer 
Substitution  (32)  mit  einer  Drehung  von  der  Grösse  %  erhalten. 
Die  so  gewonnenen  neuen  25  Transformationen  lauten*): 

Qx'd'     =  (d  +  3-^)d'-x  +  («S^  +  d^)d-^y  +  20, 
(34)  Qy'ä-"  =  {d^  +  $^)d'x  +  (d   +  ä'jd-'-y  +  2^, 

ps'        =  S^x  +  S—^y  +  z. 

Die  50  Gleichungen  (32)  und  (34)  geben  ims  msammen  mit  den  5  Glei- 
chungen (28)  wnd  den  5  Gleichungen  (31)  die  ganse  Grwppe  der  60  Be- 
wegungen, welche  das  Brianchon'sche  Sechsed«  in  sich  Hberßhrt,  Es 
bleibt  uns  nur  noch  zu  erörtern,  durch  welche  von  ihnen  die  Dre- 
hungen von  der  Periode  2,  durch  welche  diejenigen  ron  der  Periode  3 
dargestellt  werden. 

Nun  überzeugt  man  sieh  leicht,  dass  jedes  Mal,  wenn  x  gleich  A 
gewählt  wird,  je  zwei  der  zehn  zusammengehörigen  Punkte  (20)  fest- 
bleiben, und  zwar  die  Punkte 


*)   Die  Pormebi  (33)   und   (34)    werden   mn   Klein  a.  a.  ü.    (ohne  llim.a- 
filgung  einer  genanerea  Disoussion)  mjigetheilt. 
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Tffenn  in  (32)  und  (34)  h  durch  v.  ersetzt  wird.  In  der  That  bleibt 
ja  bei  einer  Drehung  von  der  Grösse  re  nicht  nur  der  Drehpunkt 
fest,  Sündern  auch  jeder  Punkt  seiner  Polare  in  Bezug  auf  den  Fuuda- 
mentalkegelachuitt;  man  hat  ea  mit  einer  perspectiviaehen  Collineation 
zu  thun.  Die  Drehungen  w»  der  Grosse  sr  sind  daher,  abgesehen  von 
den  fünf  Gleichu}tgm  (31),  dwck  fünf  Gleichungen  (32)  und  durch 
fünf  Gleichungen  (34)  für  x  ^  X  dargestellt;  die  übrigen  Gleidiungmi  (34) 
liefern  folglich  die  noch  fehlenden  SO  Drehungen  von  der  Periode  3  um 
die  sehn  Punkte  (19). 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  zeigen  gleichzeitig,  dass  jede 
Drehung  von  der  Periode  5,  combinirt  mit  einer  gewissen  Drehung 
vou  der  Periode  2  (z.  B.  Vertauschung  von  x  und  y  oder  von  x' 
und  y')  mit  einer  Drehung  von  der  Periode  3  äquivalent  ist,  und 
umgekehrt,  dass  dagegen  jede  Rotation  von  der  Grosse  ji  zusammen 
mit  gewissen  anderen  Rotationen  derselben  Grösse  wiederum  eine 
Drehung  von  der  Periode  2  liefert*). 

Welche  Punkte  bei  den  einzelnen  Substitutionen  fest  bleiben, 
bestimmt  sich  am  einfachsten  dadurch,  dasa  man  zu  den  entsprechenden 
linearen  Transformationen  der  durch  (23)  eingeführten  Veränder- 
lichen li,  Ig  übergeht  und  mittelst  derselben  die  festb  leib  enden  Punkte- 
paare auf  dem  Fundamentalke  gel  schnitte  bestimmt;  der  dritte  un- 
verändert bleibende  Punkt  ist  als  Pol  der  Verbindungslinie  dieser 
beiden  leicht  zu  finden.  Da  die  Gleichungen  x'  =  0  und  y'  =  0 
Tangenten  des  Kegelschnittes  darstellen,  so  müssen  die  rechten  Seiten 
der  ersten  beiden  Gleichungen  (32)  vermöge  der  Substitution  (23)  zu 
vollständigen  Quadraten  werden,  und  da  5'  =  0  die  zugehörige  Be- 
rühr nngs  sehne  liefert,  indem  die  Gleichung  x' y' -{- z"'' ^  0  erfüllt 
wird,  enthält  die  rechte  Seite  der  dritten  Gleichung  (32)  die  beiden 
linearen  Pactoren,  deren  Quadrate  in  x',  y'  vorkommen;  dadurch 
wird  es  bedingt,  dass  -7  und  —1  lineare  Functionen  von  1^,  1^  werden. 
In  der  That  haben  wir 

(d^+ö^)d^a,^-(ö-(-d*)5'^la'-l-2|ig,=(d^+^')5^[ii-(*+^)^-'y'. 

*)  Man  verfolgt  die  Angaben  dea  Textes  leicht  genauer  an  einem  Modelle 
des  Ikosaüdera,  wie  wir  weiterhin  noch  erwähnen  werden  (vgl.  unten  Abschnitt  Sil). 
Näheres  über  die  Zueammensetzmig  verscliiedener  SnbatitntioneQ  findet  man  bei 
ScKwara  a.  a.  0.,  und  Klein,  (Vorlesungen  Aber  das  Ikoeaüder  p.  24  ff.). 
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und    hieraas    erhalten   wir    die  dm   Gleidiungen   (32)    mlsprechendm 
iinären  TrattsformaÜoiien: 

(35)  h:^ä~A^>'>i.±rlk. 

In  analoger  Weise  ergebeu  sich  die  den  Gleichungen  (34)  äquivalenten 
iinären  SubsHttdionen: 


(36) 

Hierzi 

(37)  |S  =  Ö''| 


1/  _  ^,  (i+3^,_±d^%  ^ 

Hierzu  haben  wir  noch  die  aus  (28)  uml  (31)  fliessenden  Gleichungen 
h-  =  ß^  k      ^  =  _  ^-B"  k 

hinzuzufügen,  um  in  (35),  (36)  und  (37)  alle  60  binären  linearen  Suh- 
stiUitionen  zu  erhalten,  welche  die  in  (25)  und  (26)  aufgestellten 
binären  Formen  f,  H,  T  in  sich  überführen*). 

Wir  haben  uns  bei  den  endlichen  Gruppen  von  Bewegungen 
länger  aufgehalten,  nicht  nur,  weil  sie  an  sich  bohea  Interesse  bieten, 
sondern  auch  besonders,  weil  sie  mit  mannigfachen  anderen  Unter- 
suchungen in  Beziehung  stehen,  nämlich  nach  Vorstehendem 

1)  mit  der  Theorie  der  gewöhnlichen  regulären  Körper  und  der 
Frage  nach  den  endlichen  Gruppen  von  Rotationen  um  einen 
Punkt  in  der  gewöhnlichen  Euclidischen  Geometrie  des 
Baumes; 

2)  mit  der  Theorie  derjenigen  binären  algebraischen  Formen, 
welche  durch  eine  endliche  Gruppe  von  linearen  Substitutionen 
in  sich  übergeben,  und  mit  der  Frage  nach  diesen  eudlichen 
Gruppen  selbst; 

ausserdem  aber  auch,  wie  wir  jetzt  sehen  werden, 

3)  mit  der  Frage  nach  den  endlichen  Gruppen  von  Bewegungen 
im  gewöhnlichen  Sinne; 

4)  mit  der  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  füufte]i 
Grades  durch  elliptische  Modulfunctionen. 

In  der  That  ist  das  Stadium  der  Gruppen  von  Bewegungen 
identisch  mit  dem  Studium  derjenigen  linearen  Transformationen  des 

*)  Ohne  Benutzung'  der  von  Klein  zu  üülfe  genommenen  geometrischen 
Botraottungen  liat  Gordan  alle  endlichen  Gruppen  von  binären  linearen  Trana- 
fownatioaen  rein  algebraisch  bestimmt  (Math.  Annalen  Bd.  12,  p,  23  ff.,  1977); 
vgl.  auch  Halphen,  Crelle'a  Journal,  Bd.  84  (1878)  und  Ätti  della  Reale  Acca- 
demia  di  Sapoli,  1880,  sowie  Fuehe  a,  a.  0.;  ferner  für  weitere  Litteratur- 
angaben  Klein,  a.  a  0.  p.  136. 
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Raumes,  welche  den  imagmaien  K.iigelkiei'i  ungemdeit  lassen;  ia 
der  Tiiieiidbcli  feinen  Ebene  hat  nnn  es  dahe:  wiedei  mit  den  von 
uns  eingehend  stiidiiten  GnuppLn  lon  Tnnifoimitionen  eines  imagi- 
ginären  Ivpgelschnitte'i  m  skIi  zu  üiin') 

Wa^  nun  die  efnähilien  Gtuppen  von  Seuegunqen  im  eiliptischen 
Hemme  angeht,  so  sind  dieselben  duich  die  Aufstelhmg  aller  end- 
lichen Giuppen  Imeaiei  Tiansfoimationen  im  binaren  Gebiete  mit- 
bestimmt**}. Wir  haben  namlich  gesehen  (vgl.  p.  371),  dass  sich 
alle  Bewegungen  in  der  nicht-EucHdischeu  Geometrie  aus  solchen 
linearen  Transformationen  der  Fundamentalfläche  in  sich  zusammen- 
setzen lassen,  bei  denen  das  eine  oder  das  andere  System  von  Er- 
zeugenden völlig  ungeändert  bleibt.  Da  sich  die  Erzeugenden  jedes 
Systems  rational  durch  einen  Parameter  darstellen  lassen,  sind  die 
Transformationen  dieser  Art,  welche  sieh  auf  dasselbe  System  von 
Erzeugenden  beziehen,  geradezu  durch  die  linearen  Transformationen 
des  binären  Gebietes  dargestellt;  weil  ferner  bei  jeder  Transformation 
das  andere  System  nicht  afficirt  wird,  sind  die  beiderlei  Transfor- 
mationen mit  einander  vertauschbar.  Man  wird  sonach  alle  end- 
lichen Gruppen  von  Bewegungen  erhalten,  indem  man  jede  endliche 
Gruppe,  welche  aus  den  Transformationen  der  einen  Art  zu  bilden 
ist,  comhinirt  mit  allen,  aus  den  Transformationen  der  anderen  Art 
zusamraensetÄbaren,  eudhehen  Gruppen. 

XI.   Das  zehnfach  Brianchon'sehe  Sechseck  und  die  Auflösung 
der  Grleiehungen  fünften  Grades. 

Jn  Rücksicht  auf  das  allgemeine  Interesse,  welches  die  von 
Hermite  und  Kronecker  zuerst  bewerkstelligte  Auflösung  der 
Gleichungen  fünften  Grades  erregt,  sei  es  gestattet,  auf  den  Zu- 
sammenhang derselben  mit  unseren  obigen  Betrachtungen  noch  näher 
hinzuweisen. 


*)  Vgl  die  Note  zu  p  372  D  e  (rrui.pen  von  Btwogimgen  i 
hi-hen  E'inme  stehen  m  engem  Zis  mn  enhinge  mit  don  leguläien  öphieta 
theiluDgen  des  Eanmes  und  didinch  mit  Jer  Theorie  der  kijstallaj&tpme  vgl 
Sohni-ke  Bntwickelncg  eiaei  Iheoiia  dpi  Krjstallstructur  Leipzig  18i9  fernei 
Mmnigeiode  Untcisuchuagen  ubei  die  '^j mmetrieverhältmase  dei  E  j stalle 
Naotri  hten  dei  K  des  d  Wissen  schiften  au  bottingeii  1884  1»85  und  1887 
endlich  Schönfliee  ehd    lt89 

**1  Vgl   Elem    Math    Anal        Bl   9    i    ins 
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Unter  den  fünfzehn  Verbindungslinien  unserer  sechs  Ausgangs- 
punkte kann  man  sechs  so  .auswählen;  dass  sie,  in  gewisser  Weise 
zu  Paaren  geordnet,  die  Ecken  des  Secliseeka  durch  ihre  Schnitt- 
punkte gerade  definiren;  und  die  Gleichungen  solcher  sechs  Linien 
lassen  sich  durch  Combination  von  nur  drei  linearen  Ausdrücken 
aufstellen.  Bezeichnen  wir  nämlich  kurz  mit  v  den  durch  (18)  defi- 
nirten  Punkt,   so  erhalten  wir  z,  B.  die  Gleichungen   der  drei  durch 

den  Punkt  d^,   d^, "^       gehenden  Linien  0-3,   1-4,  und   der 

Verbindungslinie  voa  0,  0,  1  mit  2  bez.  durch  Nullsetzen  der  drei 
Ausdrücke 

T'  =  x-\-y~  2^(5  +  ö^,     q'  =  bH  -i-3y-  2g(iJ  +  d') , 
Ä'  ===d^x  —  $-''y; 
hierbei  ist  P'  ~  Q'  ^  (d  —  l)ä^A'.    Ebenso  sind   die  Linien  1  -  3, 
0-2  und  die  Verbindungslinie  von  4  mit  dem  Punkte  0,  0,  1  durch 
die  Gleichungen  JJ'  =  0,  S'  =  0,  B'  =  0  dargestellt,  wenn 

^^'^^  B' =  d^x  -  d-^y . 

Diese  drei  Linien  schneiden  sich  ebenfalls  in  einem  der  10  Punkte 
(19);  und  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  des  letzteren  mit  dem 
gemeinschaftlichen  Punkte  der  Geraden  P'  =  0,  ^'  ^  0,  A'  =  0 
ergibt  sieh,  wenn  man  in  der  Gleichung  M'  —  XS'  =  0  den  Para- 
meter k  so  bestimmt,  dass  sie  erfüllt  wird  für 

x  =  &\     y^S%     2  =  -^^!^. 

Nach  einigen  Umformungen  erhält  man  die  Gleichung  dieser  Ver- 
bindungslinie in  der  Form  M  =^0,  wenn 

3I=^x{S^2d'"  +  1)  +  y(d^  -  2d^  +  1) 

-2g(d  +  d*  — d^-d^)(l  ~d~d'). 
Nach  Einführung  von  M  werden  die  Gleichungen  von  R'  =0  und 
S'  =  0  bez. 

M  -}-  (ß  —  l)d\2  —-  d^  —  S'')B'  =^  0 , 

wobei  1/5  ==  <J  +  d'i  —  d^  —  3\     Setzen  wir  also 

B  =  (d  -  1)5^(2  -S'  -  d^)  B',    m  =  ^/^, 
so  erscheinen  die  Gleichungen  der  Linien  (39)  in  der  Form 
(41)  U  +  ili"=0,     B-{-mM-=0,     B  =  0. 


(40) 


yGoosle 


In   analoger 
iiämlieli : 
(42) 
wenn 
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eise  ergeben   sich    die   Gleichungen    der  Linien  (38), 


A  +  M  = 


0, 


Ä  +  mM  = 


0, 


A  =  (ä-  1)(?'^(2  -  d'  —  d^) 
während  M  und  m  ebenso  wie  vorhin  definirt  sii 
den  Punkt  0, 0, 1  durch  den  Schnitt  d.Linien  J.=0 


Ä', 


So  erhalten  wir'^) 
11.0  =  0, 

0  „        „         „       „      „      ^  +  iJf=0    „B  +  milf=0, 

1  „        „        „       „      „      A-\-  mM=  0  „  ß  +  M=  0, 
^,  =  0  „^  +  mM=0, 
A-]-M=0    „B  +  M^O, 

Sind  die  Eekon  unseres  Sechsecks  nicht  einzeln,  sondern  nur  in 
ihrer  Gesammtheit  gegeben,  so  kommt  es  darauf  an,  sie  von  einander 
zu  trennen;  und  dies  geschieht  ditrch  Lösmtg  derjmigm  Gleichung 
sechsten  Grades,  welche  die  VerhindtiT^sJinien  cmes  helieiigen  Pmiktes 
der  Ebene  mit  den  sechs  Ulcken  bestimmt.  Dieser  Gleichung  kommen, 
wie  wir  zeigen  wollen,  jene  besonderen  Eigenschaften  zu,  die  unser 
Interesse  in  Anspruch  nehmen;  sie  hat  nÖAnlich  eine  Besolvente  fünften 
Grades  und  ist  durch  elliptische  Modulfmctiotten  lösbar,  wodurch  dann 
umgekehrt  die  Außösimg  der  Gleichungen  fünften  Grades  vermittelt  wird. 
Andererseits  wird  hierdurch  auch  die  Bestimmung  der  Wurzeln  einer 
jeden  Gleichung  zwölften  Grades  gegeben,  welche  durch  eine  Gruppe 
von  linearen  Transformationen  in  sich  Übergeführt  wird,  denn  diese 
Wurzeln  werden  auf  dem  Fundamentalke  gel  schnitte  durch  seine  Schnitt- 
punkte mit  den  Polaren  obiger  sechs  Ecken  dargestellt. 

Bliminirt  man  aus  einem  der  sechs  Paare  von  Gleichungen,  die 
wir  mittelst  der  linearen  Ausdrücke  ^1)  und  (42)  bildeten,  und  aus 
der  Gleichung  ux  -{-  vy  -^  W0  -\-  l  =  0  die  Veränderlichen  x,  y,  z, 
so  erhält  man  die  Gleichung  einer  der  sechs  Ecken.  Die  so  ent- 
stehenden Gleichungen  haben  die  Form 

D"=0,     U-\-mV-\-  W==0,     ü+F+mIF=0, 

tr-f  mr=o,    (/-f  y+  ir=o,    u-\-mW'=i). 


*)  Diese  Dai'stoliuQg  ist  eiae  einfache  Folge  i 
Bi'iauchoa'Bclieii  Sechsecie  vorliegenden  Configuration  vouPankten; 
zu  ihr  gelangen  {und  so  geBohielit  ea  bei  Clebsch,  a.  a,  0.),  ohne  d 
naten  der  sechs  Ecken  und  die  Gloichiingen  ihrer  Verbindnngsliniei 
aufauetellen. 


Kehnfach 

e  Coordi- 
esplioite 
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Setzt  man  hierin  endlich 

U  =  U(,  -f-  ku-^ ,  JJ  =  f|,  -[-  IjJj  ,  w  =  i 
so  entstehen  Gleichungen  für  die  sechs  Parameter  l  derjenigen 
Strahlen,  welche  den  Schnittpunkt  der  Geraden  Jtu,  v^  iind  %i^,  v-^ 
mit  den  Ecken  des  Sechsecks  verbinden.  Bezeichnen  wir  sie  der 
Reihe  nach  mit  k^,  hj.,  k^,  A^,  ^5,  A^    und  mit  TJ;,   Vi,   Wi  das, 


aus   V,   V,   W  entsteht,  wenn  man  ti,  v 
hahen  wir  die  Gleichungen: 
{U^  +  X,  U,) 

Eliminirt    man  aus 


.  durch  Mf,  Vi  ersetzt,   so 

=  0 
(  ^y„  +  X,  TT-',)  =  0 

=  0 
(T'Fo  + A,  FO  —  O 

isen  Gleichungen  die  sechs  Grössen  ü„,  V„, 
erhält  man  eine  Beziehung  zwischen  den  X, 
deren  Gültigkeit  unabhängig  davon  ist,  von  welchem  Punkte  der 
Ebene  aus  man  die  sechs  Strahlen  gezogen  hat.  Diese  Beziehung  wird 


Ar, 


0 


I  leicht,  dass  die  letzte  Gloi- 


(43) 


Da  Mi^  —  3JS  —  1  =  0  ist,  so  findet  1 
cbung  sich  in  folgende  umsetzen  lässt: 

+  ■^fi^s'^i  +  k^ak  +  Aß^Aj  +  AgAgA,  +  AjAgAg 

—  AgAgAg  —  A^AjA,  —  AßAgXi  —  AgAgAi  —  AßAgA,  =  0. 

Der  Ausdruck  links  ist  die  einfachste  Combination  der  Wurzeln  X, 

welche  die  Eigenschaft  hat,  durch  Vertauschung  derselben  nur  sechs 

Paare   von    gleichen    und    entgegengesetzten   Werthen    anzunehmen. 

Von  ihr  hat  Joubert*). gezeigt,  dass  das  Prodnct  der  sechs  Werthe, 


"■■)  Vgl.  Coiiipfcos  rciidns,  18G7. 
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welche  der  Ausdniek  für  positive  Permutatioaen  der  Wurzeln  an- 
nimmt, sich  durch  eine  Invariante  der  i'orm  sechster  Ordnung 

F  =  {n,  ~  K,  K^\(x,  —  X, K„)  (jij  -  AgKa) {x^  -  A, jcj  (x,  -  l^ k^) («^  —  A^ «,) 

ausdruckt,  was  hier  ohne  Beweis  mitgetheilt  werden  möge.  Setzen 
wir  nämlich  symbolisch 

und  bilden  die  Covarianteu  und  Invarianten 

B^(uy,  r=iiiy(i'iy{i"iy, 

so  wird   das   Verschwinden    eines    der   Ausdrücke,    welche   ans   (43) 
mittelst  der  erwähnten  Permutationen  zu  bilden  sind,  durch  das  Ver- 
schwinden der  Invariante 
(44)      ^  125r  — 75AB  —  6A^ 

angezeigt.  Demnach  haben  wir  folgenden,  für  unser  Sechseck 
uharalcteristi sehen  Satz: 

Alle  Systeme  von^secks  SkoMen,  welche  von  I\mUejt  der  Ebene 
nach  den  Ecken  änes  zehnfach  Brianchon' sehen  Sechseijts  gesogen 
werden  Jiönnen,  halten  die  Eigenschaß,  dass  für  die  diirck  sie  r^räsm- 
tirten  Formen  sechster  Ordnung  die  Invariante  (44)  verschrnndeL 

Die  den  sechs  Strahlen  entsprechende  Gleichung  sechsten  Grades 
besitzt  im  vorliegenden  Falle  eine  Besolvente  sechsten  Grades,  welche 
infolge  der  Gleichung  (43)  eine  Wurzel  Null  hat  und  sich  demnach 
auf  eine  Gleichung  fünften  Grades  reducirt.  Umgehest  ist  die  Lömmg 
der  letsteren  auf  die  Bestimmung  der  sechs  Grössen  A  zwrückgefuhrt; 
tmd  diese  wieder  geschieht  mittelst  der  elli^tisdien  Functionen;  denn  es 
lassen  sich  durch  Lösung  quadratischer  und  ciibiseher  Hülfsgleichungen 
unendlich  viele  Punkte  der  Ebene  bestimmen  (wie  wir  sogleich  sehen 
werden),  für  welche  die  von  ihnen  ausgehenden  sechs  Strahlen  eine 
binäre  Form  F  mit  verschwindender  Invariante  A,  also  auch,  wegen 
(44),  mit  verschwindendem  V  repräaentiren,  und  andererseits  hat 
Gordan*)  gezeigt,  dass  jede  Gleichung  sechsten  Grades,  deren  In- 
varianten A  und  r  Null  sind,  durch  eine  lineare  Transformation,  zu 
deren  Auffindung  die  Lösung  einer  Gleichung  vierten  Grades  nöthig 
wird    in   die  Mo dular gleich ung  der  Transformation  fünfter  Ordnung 


*)  Vgl.  Äniiali  di  matetnatica,  seriell,  t.  2,  sowie  Clebsch,  Theorie  der 
binären  algebraischem  Formen,  p.  458. 
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(lev  elliptischen  Functionea  übergeführt   wer<ieii  kann,   d.  h.  in  eine 
Gleichling,  deren  Lösung  als  bekannt  angenommen  werden  darf*). 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  besprochenen  Yerliältüisse  an 
unserem  Ooordinatensysteme  näber  zu  erörtern.  Die  Gleichung  der 
sechs  Fundamentalpnnkte  ist 


-^+i^'')iiK^+''^^+^ 


=  0, 


oder,    wie    man    durch    AiLsfiüiiTing    der   Multiplicatiünen    leiciit    be- 
stätigt, 
(45)  Q^^-Qi^O, 


«0 


(46) 


-'  "^  +   4  ' 


Qj  =  j(3),3  _        U^V^'W^  +  -g-  uvw^  —  -V-  {u^  +  v^)  u 


Aus   der  linken  Seite   von  (45)  erhalten  wir   die   obige  binäre   Porm 
F  mittelst  der  Substitution 

(4Ga)  it  =  Ml  Wo  +  %Mi,  11  =■=  XiVg  -j-  x^Vi,  w  =  x^te^  -{-  n^Wi. 
Um  nun  den  Ort  der  Punkte  ku  finden,  für  welche  die  Invariante  A 
verschwindet,  berechnen  wir  dieselbe  nicht  direcfc  aus  den  Goeffi- 
cienten  von  JF,  sondern  sehlagen  einen  indirecten  Weg  ein,  bei  dem 
wir  zugleich  eine  Res'olvente  fünften  Grades  yon  i^  =■  0  kennen  lernen 
werden.  Es  ist  nämlich  besonders  bemerkenswerth,  dass  die  Existenz 
einer  solchen  Hesolvente  atis  u/nserer  Figur  des  sehnfach  Brianchon- 
schen  Sechsecks  gans  von  selbst  hervorgeht;  und  bierin  liegt  der  wesent- 
liche Vortheil  unserer  geometrischen  Betrachtung.  Gehen  wir  von 
irgend  einem  der  fünfzehn  einfachen  Schnittpunkte  (20)  und  (21)  aus, 
so  werden  die  beiden  sich  in  ihm  unter  rechtem  Winkel  begegnenden 
Geraden  von  der  Polare  des  Punktes  zu  einem  Dreiecke  ergänzt, 
welches  Polardreieck  in  Bezug  auf  den  Fundamentalke  gel  schnitt  (17) 
ist,  und  auf  dessen  Seiten  sich  je  zwei  unserer  sechs  Ausgangspunkte 
befinden.  Aus  den  fünfzehn  VerbinikmgsUnien  Icann  man  fünf  solcher 
Dreieck  bilderi)  timd  der  Avfsuchtmg  derselben  entspricht  die  Losung  der 
ertvähnien  Besolvente  fünften  Grades**). 


*)  In  vorstelle iidei-  "Weise  hat  Clabaoh  (Math,  Annalen,  Bd,  4,  1871)  cüo 
AullösuDg  dei-  Gleichungen  fünften  Giadca  mit  der  Figur  das  zehnfach  Briaii- 
chon'schen  Sechsecks  in  Verhjudang  gehraoht. 

**)  In  dieaer  Weiee  hat  Clehsch  die  Existenz  der  Reaolvente  fünften 
Grades  Buerst  geometrisch  gedeutet  (a.  a,.  0.);  nur  bildet  er  diese  Dreiecke  nicht 
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Die  Gleicliimgen  dieser  fünf  Dreiecke  findet  man  mit  Hülfe  der  obi- 
gen Tabellen  (13)  und  (14)  und  der  Gleichungen  (22)  leicht  in  fol- 
gender Gestalt: 

für  ^  =  0,  1,  2,  3,  4;  und  nach  Auflösung  der  Klammem  erscheinen 
sie  in  der  Form  yy  =  0,  wenn 

(47)  j/,  =  d-F,  +  tf^-Pa  +  d»^Pa  +  (S*^P^ 
gesetzt  wird  (für  v  =  0,  1,  2,  3,  4),  und  wenn  weiter: 

Pj  =  —  xiiff'  —  xi/),     Pg  =  23X^  —  y^ , 
Pg 20y'  +  x\        P^=y{4.s^  -  xy). 

Die  Gleichungen  i/„  =  0  stellen  fünf  Curven  dritter  Ordnung  dar, 
auf  welchen  die  Ecken  unseres  Sechsecks  sich  befinden;  da  aber 
durch  sechs  Punkte  nur  eine  dreifach  uu  endliche  lineare  Seh  aar 
solcher  Curven  hindni'chgeht,  so  muss  zwischen  den  Ausdrücken  (47) 
eine  lineare  Relation  bestehen;  und  in  der  That  findet  man  leicht 

(48)  ;/i  +  ä/a  +  «/3  +  &  +  y5  =  0- 

Ferner  muss  zwischen  je  vier  dieser  Ausdrücke,  da  dieselben  ganze 
homogene  Functionen  dritten  Grades  in  x,  y,  0  sind,  eine  Identität 
dritten  Cfrades  bestehen;  in  der  That  ist  identisch 

(49)  »,'  +  ft'  +  !/j"  +  !//  +  !/,■-  0 . 

Die  Relationen  (48)  und  (49)  lehren  uns  bereits  zwei  symmetrische 
Functionen  der  y,  kennen,  wodurch  die  Aufstellung  einer  von  den 
Grössen  (47)  befriedigten  Gleichung  fünften  Grades  erleichtert  wird. 
Die  Berechnung  der  fehlenden  symmetrischen  I'unctionen  fiilirt  zu 
dem  Resultate 

(50)  f-\-  10Zj|/^  + 5(93:1^  ~  X^X,)y-  /)=0, 
worin  *) : 


unmittelb-u  in  imseiei  ebeüeii  Figui,  sondem  M\i  unsi  gewuseu  FUche  diittoi 
Üiduung,  deiea  eindeutige  ATjbilduog  du!:,li  Ant,  lon  uns  atudiito  bpiondeii» 
Sechseck  wesentlich  \eimittelt  wiid  Uabeitugt  man  iinspra  Figui  dii'ilistisrh 
aai  em  Ebenenbundel,  so  tieten  beim  Ikos'icdBi  fanf  Tiipel  von  ausgezeichnete  11 
Ebenen  auf,  deren  Lsiateaz  Klein  seinerseits  bemeiktp,  and  zui  Intel pietatioa 
dei  Resohente  fUnfteu  Giades  benutzte  —  Geht  man  von  dem  leguUiea  Fünf- 
ecke ans  (vgl  obtn  die  Note  zu  p  587),  bo  geht  eine  Seite  emea  jeden  dei  fünf 
Dieiecke  dnreb  den  Mittelpunkt  den  Filnfecks,  die  indeien  beiden  stohoa  zn 
ihi  senkiecbt 

*)  Diese  Ausdiucke  wuidtn  von  Brioschi  beiichnet,    Innali   di  matonia 
fcica,  Serie  1,  1858. 
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(51)  —4:s(a>^-}-y^)(ß23^  —  20fxy  +  5x^y^)-i-x^''  +  y^", 

—  3840a^/Ä^  +  38403^^3^  _  10242^") 

Man  bemerkt,  dasa  i3ie  Ausdrücke  X^,  ^i  aus  Qß,  ßj  entstehei],  weau 
maa  nuter  x,  y,  z  den  Pol  der  Linie  n,  «,  ^c  in  Bezug  auf  den 
Pundamenfcalkegelsclinitt  versteht.  Die  Gesammtlieit  der  fünf  Drei- 
ecke, d.  ii.  unserer  fünfzehn  Verbindungslinien,  ist  durch  die  Gleichung 
D  =  Q  dargestellt.  Eine  Wurzel  der  Gleichung  (50),  gleidi  NuU  ge- 
setzt, gibt  die  GläcMmg  eines  der  fünf  Dreiecke. 

Diese  Dreiecke  stehen  zn  den  Ecken  unseres  Sechsecks  in  einer 
durch  lineare  Transformationen  unzerstörbaren  Beziehung.  Die  sym- 
metrischen Functionen  der  y^  sind  daher  nothwendig  Covarianten 
der  linken  Seite  von  (45)  und  gehen  bei  den  sechzig  Transforma- 
tionen unserer  Gruppe  in  sich  über.  Jede  solche  Covariante  mnas 
den  Kegelschnitt  Xg  =  0  in  Punkten  schneiden,  welche  auf  dem 
Kegelschnitte  binäre  Covarianten  unserer  Form  zwölfter  Ordnung 
f  darstellen.  Die  letztere  hat  nun  keine  von  f  verschiedene  Co- 
vai'iante  zwölfter  Ordnung;  jede  für  uns  in  Betracht  kommende  ter- 
näre  Covariante  sechster  Ordnung  unterscheidet  sich  daher  von 

(52)  lOX,  _  -  I  (!/.'  +  'J'  +  y<'  +  !/.'  +  H') 

nur  lun  Glieder,  welche  den  Factor  Xq  enthalten.  Fragen  wir  anderer- 
seits nach  solchen  Punkten,  deren  Verbindungslinien  mit  den  Ecken 
des  Sechsfecks  binare  Formen  F  mit  verschwindender  Invariante  A 
darstellen,  d.  h.  nach  Punkten,  von  welchen  an  die  Ourve  (45)  sechs 
Tangenten  mit  verschwindender  Invariante  A  gelegt  werden  können, 
so  lässt  sich  der  Ort  dieser  Punkte  nach  dem  bekannten  üebertra- 
gungsprineipe*)  leicht  darstellen.     Sei  nämlich  symbolisch 

«o'  — Öl  =  ««"  =  «/. 
so  ist  unmittelbar 

(53)  {aßxf  =  0 

die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  in  homogenen  Coordinaten  x^, 
x^,  x^.     Diese   Curve   ist  also  von  der  sechsten  Ordnung,    und  die 

*)  Vgl.  Bd,  I,  p.  275  £r. 
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linke  Seite  ihrer  Gleiehnng  demnach  Ton  X^  höchstens  um  Glieder 
verschieden,  die  den  Factor  Xp  enthalten,  und  zwar  musa  man  haben 
(5-i)  (aj3«)«  =  ÄXi  +  iXo% 

wenn  nnter  k,  l  Oonatante  verstanden  werden.  Nun  lässt  sieh  die 
linke  Seite  von  (53)  auch  als  simultane  Invariante  der  linearen  For- 
men ii;cj  'Uj  Ue,  •  ■  ■  tiarsteilen,  wenn  Mj  ==  0,  «5  =  0,  ...  die  Glei- 
chungen der  sechs  Ecken  sind.  Folglich  ist  {aßxf  gleich  einer 
Summe  von  Productea  aus  je  sechs  Factoren  vom  Typus  {ABx)  und 
aus  anderen  Factoren,  welche  x  nicht  enthalten.  Diese  Summe  ent- 
hält nothwenilig  jede  der  Reiben  A,  S,  ...  zur  zweiten  Dimension; 
irgend  eine  der  Reihen  kommt  also  in  jedem  Producte  zweimal  mit 
den  r,  in  einer  Determinante  vereinigt  vor.  Setzen  wir  also  die  Wi 
%.  B.  gleich  den  Ai,  so  verschwindet  (aßxY  von  der  zweiten  Ordnung. 
Die  Ckirve  (53)  Iial  daher  m  jeder  tmserer  sechs  Ecken  dnmi  Doppel- 
ptmU;  dieselbe  Eigenschaft  kommt  der  Corve  X^  =  0  zu,  und  folg- 
lich ist  in  (54)  l  =  0  za  nehmen,  d.  h.  der  Ausdrtich  X^  ist  his  auf 
einen  Zahlenfactor  gleich  der  Invariante  A  derjenigen  iinören  Form  F, 
toelche  aus  (45)  di^ch  die  Stibstitidion  (46a)  hervorgeht. 

Um  nun  Punkte  der  Curve  Xj  =  0  zu  finden,  haben  wir  Werth- 
systeme  y^  zu  suchen,  welche  den  Gleichungen  (48),  (49)  genügen  und 
gleichzeitig  den  Ausdruck  (52),  d.  h.  ^y/,  zum  Verschwinden  bringen. 
Eliminiren  wir  mittelst  (48)  etwa  y^,  so  haben  wir  einen  Punkt  der- 
jenigen Uaumcurve  zu  suchen,  in  welcher  sich  die  Flächen  zweiter, 
bez.  dritter  Ordnung  2yy^  =  0  und  Uy^^  =  0  schneiden.  Vermöge 
einer  quadratischen  Gleichung  werden  unendlich  viele  Erzeugende 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  gegeben,  und  auf  jeder  findet  man  dann 
drei  Punkte  jener  Raumcurve  durch  Losung  einer  cubiachen  Gleichung. 
Jedem  Punkte  y  unserer  Fläche  dritter  Ordnung  entspricht*)  ver- 
möge (47)  ein  Punkt  x,  y,  s;  denn  ein  solcher  Punkt  wird  durch 
drei  lineare  Gleichungen  zwischen  den  i/„  dargestellt,  und  diese  geben 
in  unserer  Ebene  drei  Curven  dritter  Ordnung,  welchen  ausser  den 
sechs  Ausgangspunkten  noch  ein  Punkt  gemeinsam  ist.  Die  Be- 
stimmung des  letzteren  geschieht  also  durch  rationale  Operationen. 
Hiermit  hahm  wir  gezeigt,  dass  es  in  der  Thai  möglii^  ist,  durch  Auf- 
lösung von  nur  guadratis(^%  und  othisi^ten  Gleichimgen  wnendlich  viele 
Punkte  der  Curve  A  =  0  oder  Xj  =  0  gu  finden.  Diese  Befrachtung 
hesteht  undbhcmgig  daoon,  dass  hei  ihr  die  Wurseln  unserer  Sülfs- 
gleichimg  (50)  hmutmt  wurden.    Sind  nämlich  die  sechs  Äusgangs- 

*)  Das  genauere  Studium  der  besonderen  TTäclie  dritter  Ordnimg,  deren 
eindeutige  Abbildung  auf  die  Ebene  liier  vorkommt,  wird  uns  in  einem  späteren 
Tlieile  des  vorliegenden  Werkes  beschäftigen  (vgl.  ClebBcli,  a.  a.  0.). 
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punkte  nur  in  ihrer  Gesammtheit  dttreh  eine  Gleichung  tij  =■  0  ge- 
geben, so  lege  mau  durch  sie  vier  boliebige  Ourven  dritter  Ordnuug 
ijj  =  Oj  %  =  0,  %  =  0,  j^i  =  0  hindurch;  es  kann  dies  durch  ratio- 
nale Operationen  geschehen,  weil  dabei  nur  symmetrische  Functionen 
der  Coordinaten  der  sechs  Punkte  benutzt  werden.  Die  rji  sind  dann 
lineare  homogene  Functionen  der  y,-;  zwischen  ihnen  besteht  also  eine 
Identität  zweiten  und  eine  solche  dritten  Grades,  d.  h.  wir  haben 
wieder  die  Schnittcurye  einer  Flache  zweiter,  und  einer  Fläche  dritter 
Ordnung  vor  uns,  und  diese  Cuive  wird  durch  die  Functionen  tji 
eindeutig  auf  unseie  Ebene  ibgebildet. 

Äiich  die  Aufstellimy  dm  Ghhchimg  fmtften  Grades  (50)  erweist 
sich  iei  näii^er  BeitaehUmg  als  ■unabhängig  von  der  lemitsten  Tiammi- 
schm  Form.  Dei  Aufdruck  X^  ibt  nach  (54)  bereits  bis  auf  einen 
Constanten  Factoi  bekannt,  eben-iO  D,  denn  die  Curve  D  ^  0  stellt 
unsere  15  Verbindungslinien  dai  eigibi  sieli  also  als  Ort  der  Punkte, 
von  welchen  man  zwei  ausimmenfallende  Tangenten  an  die  Curve 
u/'  =  0  legen  kann,  man  hat  zu  dem  Zwecke  die  Diseriminaate  der 
obigen  binären  Poim  J"  zi  bilden  und  die  symbolischen  Factoren 
vom  Typus  (ab)  nich  dem  bekannten  Uebertragungsprincipe  in  solche 
vom  Typus  (aß^)  zu  veiwindeln  Ag  endlieh  bestimmt  sieh  aus  D, 
Xg,  X^  vermöge  dei  Identit-tt 

1)2  =  _  1728Zi»  +  720XaX^^X^  —  80X,^X,X^^ 
^^^"^  +  64Xo8(5Ziä  -  X^X,)  +  X./, 

deren  Richtigkeit  man  mittelst  der  Gleichungen  (51)  nachweist.  Die 
Bestimmung  der  constanten  Factoren  ergibt  sich  in  folgender  Weise. 
Man  bringe  zuerst  die  gegebene  Gleichung  Ua^  =  0  auf  die  Form  (45), 
wodurch  Q^  und  Q^  gefunden  werden;  man  setze  hierin  u,  v,  w  gleich 
den  Coordinaten  der  Polare  des  Punktes  X,  y,  s  in  Bezug  auf 
Zq  ^  0,  dann  geht  ßg  in  X^,  fij  in  X-^  über.  Setaen  wir  ferner 
a;,  2/>  ■ä  gleich  solchen  quadratischen  Functionen  von  y,^,  %,  dass  die 
Gleichung  X^  =  0  identisch  erfüllt  wird,  so  geht  Xj  in  unsere  binäre 
Form  zwölfter  Ordnung  —/"über,  gleichzeitig  X^  in  deren  Hesse'sche 
Determinante  —  144 ZT  und  D  in  die  Covariante  IST.  Da  nun  die 
Bildungsgesetze  von  H",  T  aus  f  allgemein  bekannt  sind,  so  unter- 
,  liegt  auch  die  vollständige  Berechnung  von  Xg  und  ~D  keinen  Schwie- 
rigkeiten. Die  angegebene  Identität  (55)  liefert  dann  natürlich  die 
in  (2T)  gefundene  Relation  zwischen  f,  M,  T.  Die  Berechnung  von 
Xj  kann  in  einfacherer  Weise  geschehen,  indem  man  die  Gleichung 
der  zwölf  Tangenten  aufstellt,  die  von  den  Punkten  Ua  =  0  an  den 
Kegelschnitt  zu  legen  sind.   Wir  kommen  darauf  sogleich  noch  zurück. 
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Die  Ztisammmfassung  unserem-  letzten  Betrachtungen  ergibt  Fol- 
gendes: Die  Äuflöaung  der  Gleichung  sechsten  Grades,  welche  aus 
(45)  durch  die  Suliatitutioii  (46  a)  hervorgeht,  kann  dadurch  ge- 
schehen, dass  man  den  Schnittpunkt  der  Linien  Uq,  Vg,  Wf,  und  u^, 
?!,,  Wj  auf  die  Curve  X^  =  0  legt  (wozu  nur  algebraisch  lösbare 
Gleichungen  nSthig  sind)  und  dann  gemüss  der  Tlieovie  der  ellipti- 
schen Functionen  verfährt.  Damit  ist  auch  gleichzeitig  die  Glei- 
chung fünften  Grades  (50)  gelöst.  Umgekehri  kann  also  die  Löstmg 
jeder  Gletchtmg  fünften  Grades,  in  welcher  die  vierte  und  sweite  JPotens 
der  ünbe?canntm  nicht  vorhmmt,  dtvrck  ellipUsche  FuncÜoiten  hewerTt- 
stelligt  werden.  Die  allgemeine  Gleichung  fünften  Grades  ist  zuvor 
in  diese  specielle  Form  überzuführen,  und  dies  kann  durch  eine  nicht 
lineare  Transformation  geschehen,  bei  der  auch  nur  algebraisch  lös- 
bare Gleichungen  zur  Anwendung  kommen*). 

Es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,  unsere  aus  (45)  zu  bildende  Glei- 
chung sechsten  Grades  mit  anderen  Resolventen  desselben  Grades  in 
Verbindung  zu  bringen,  die  bei  den  Gleichungen  fünften  Grades  auf- 
gestellt zu  werden  pflegen.     Eine  Wurzel  unserer  Gleiehimg  war 

wenn  x,  y,  s  die  Ooordinaten  einer  Ecke  unseres  Sechsecks  bedeuten. 
Zunächst  kann  man  eine  wesentliche  Vereinfachung  dadurch  erreichen, 
dass  man  die  beiden  Linien  v^,  «„j  %  ^"^  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes Hp  ==  0  macht,  was  die  Losung  einer  Hülfsgleiehung  zweiten 
Grades  erfordert.  Zu  einer  anderen  Resolvente  sechsten  Grades  ge- 
langen wir  durch  Verbindung  des  Schnittpunktes  beidev  Sü-ahlen  mit 
den  Berührungspunkten  x',  y',  s'  und  x",  y",  s"  der  beiden  von  der 
Ecke  X,  y,  z  ausgehenden  Tangenten.  Sind  l',  l"  die  Parameter 
dieser  Verbindungslinien,  so  ist 

l'  =^  —  -'-^'  +  "'2/'  +  '"i^'       ;i"  ^  _  %a^"  +  i>,v"  +  W1S"  ^ 

Das  Product  l  ^  X' i,"  genügt  natürlich  wiederum   einer  Gleichung 


*)  Es  geschieht  dieses  in  hekannter  Weise  durch  eine  sogenannte  Tsohirn- 
iiEbnBen'sohe  Tvansforniatioo.  —  Man  kann  die  Frage  aafwerfen,  ob  nicht  in 
iihnliclier  Weise  auch  höhere  Gleichnagen  durch  transscendente  Fimctioaen  lös- 
bar seien.  Nach  den  ünteranchangen  des  Herauagehera  {Göttinger  Nachrichten 
1884)  ist  eine  solche  Lösnng  in  der  That  mittelst  hjperelliptischer  Functionen 
möglich,  wobei  die  Periodicitätemoduln  als  Integrale  linearer  Differential- 
gleichnngen  mit  rationalen  CoEfficienten  nnd  mit  bekannten  singiilären  Punkten 
nach  den  Methoden  von  Riemann  und  Pucha  anfaufladen  sind. 
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sccliöten  Grades,  die  mau  allgemein  aufstellen  kann.  Die  üleielmug 
Qq  =  0  läsät  sich  auf  die  Form 

(ux'  ~\-  vy'  +  luz')  {itx"  +  vy"  +  tos")  +  (tix  -{-vy  +  wzf  ==  0 
transformiren.      Verstehen   wir    also    insbesondere    unter   Ut,,   »„,   «Cy 
und  i(,,  v^,  iv^  wieiäer  Tangecten  von  Q^,  =  0,  so  wird 

(56)  ^  =  {"?i^^'^._^y  =  ,.. 

^     ■'  \u^x  +  v,y  +  ^,  sj 

Es  ist  nnn  sehr  bemerkenswerthj  daas  sich  für  den  Zähler  und 
Nenner  von  ?.  em:ieln  eine  Gleichung  sechsten  Grades  aufstellen  lässt, 
deren  Coefiicienten  in  übersichtlicher  Weise  zu  bilden  sind,  und  zwar 
für  ganz  beliebige  Werthe  von  u,  «,  w.  Die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung aollen  also  durch  die  Ausdrücke 


(wo  V  =  Q,  1,  2,  3,  4)  gegeben  werden.    Führen  wir  noch,  um  mit 
den   gebräuchlichen  Formeln  in  Üehereinstimmnng  zu  bleiben,   statt 
der  Linie  u,  v,   lo  ihren  Pol  x,  y,  s  ein,    d.  h.  ersetzen  wir  v,,  v, 
—-W  bez.  durch  y,  x,  s,  so  haben  wir  für  die  sechs  Grössen 
(57)  A„  =  5^%     A.  =  ((^"a:  +  ^"»Z  +  2)^ 

durch  Bildung  der  symmetrischen  Functionen  eine  Gleichung  sechsten 
Grades  aufzustellen;  und  die  Äusführaug  der  Rechnung  führt  zu  dem 
Resultate 

(A  -  x,y  -  4x,(A  -  x,y  +  iox,(A  -  x,y  -  x,(a  -  x,) 

in  welchem  wiederum  die  in  (51)  definirten  Ausdrücke  X^,  X^,  X^ 
vorkommen.  Für  A  =  0  geht  die  linke  Seite  über  in  (Zq^  —  X,)^  =  0, 
stellt  also  nach  (45)  die  Gesammtbeit  der  je  doppelt  gezählten  Po- 
laren unserer  sechs  Ecken  dar;  in  der  That  ist  auch  durch  eine  Glei- 
chung ^Af  =  0  eine  von  diesen  sechs  Polaren  gegeben.  Gleichungen 
sechsten  Grades,  deren  Wurzeln  sich  gemäss  (57)  durch  drei  will- 
kürliche Grössen  a;,  y,  s  ausdrücken  lassen,  werden  als  Jacobi'sche 
Gleichungen  bezeichnet,  weil  Jaeobi  auf  dieselben  in  der  Multipli- 
catortheorie  der  elliptischen  Functionen  geführt  wurde,  Dass  jede 
Gleichung  (58)  durch  elliptische  Functionen  lösbar  ist,  geht  bereits 
aus  unseren  vorhergehenden  Untersuchungen  hervor,  denn  die  Be- 
stimmung der  sechs  erwähnten  Polaren  hängt  auch  nur  von  unserer 
früheren,    aus   (45)    abzuleitenden   Gleichung    sechsten   Grades   ab*). 


*)  Nach  BrioscLi  führt  tlie  Aiicahme  X,  =  0  im  wesentlichen  direct  auf 
die  Multiplicatorgleicliung ,   die  Annahme  X„  =  0   dEigcgen   auf  die  Modular- 
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Die  genaue  Aufstellung  der  den  Zueammenhang  vermittelnden  For- 
meln können  wir  hier  unterlassen.  Es  sei  nur  darauf  hingewiesen, 
dass  die  Gleichung  (50)  natürlich  auch  für  (58)  ais  Resolvente  zti 
betrachten  ist;  handelt  es  sich  nun  um  Außösung  einer  c/egebenm  Glei- 
chung fünften  Grades  von  der  Form  (50),  so  gewähi  die  Benuimng 
von  (58)  den  grossen  Vortheil,  dass  die  Coefßcienlen  der  letsteren  in  be- 
sonders einfaeher  Weise  von  denjenigen  der  ersteren  abhängen. 

Die  durch  die  Annahme  X^  =  0  zu  erreichende  Vereinfachung 
entspricht  dem  Umstände,  dass  man  die  Linie  M,  v,  w  in  unserer 
früheren  Betrachtung  zur  Tangente  dos  Kegelschnittes  Qp  =  0  macht. 

Wir  benutzen  endlich  die  Gleichung  (58),  um  eine  vom  Coor- 
dinaiensysteme  unabliängige  Eegel  siw  Berechnung  des  Ausdruckes  X^  mv- 
mgeben.  Die  Versehwindungspunkte  der  binären  Form  f  liegen  nach 
Obigem  in  den  12  Schnittpunkten  der  Ourve  {aßxf  =  0  (oder  Xj  =0) 
mit  dem  Kegelschnitte  cf^;^  =  0  (oder  Xy  =  0);  die  Gesammtheit  der 
Tangenten  dea  letzteren  in  ihnen  ergibt  sich  also  durch  Elimination 
der  Xi  aus  den  drei  Gleichungen 

(aßxf  =  0,  aJ^O,  a,a,j  =  0. 
Das  Resultat  der  Elimination  kann  in  der  Form  i  =  0  als  bekannt 
betrachtet  werden*).  Andererseits  ist  xy  =  0  die  Gleichung  eines 
Paares  zusammengehöriger  Tangenten,  oder,  wenn  wir  die  Wurzeln 
von  (58)  benutzen;  A^,^  5X^  =  0.  Daher  erhält  man  für  unser 
specielles   Co ordinaten System    die  Gleichung  L  =  0,    indem   man   in 

(58)  A  =  5X|,  einträgt.     Auf  diese  Weise  kommt**) 

(59)  Xi'  —  X^X.  +  128  X„'  Xj  =  0 

Der  duiLh    die   angegebene  Ehmniation    gefundene    \u^dluck  L   ist 

gleichung  di,i  elliptischen  Fum,tioiici  dei  selbe  hat  aeme  fiuheren  Untei 
auchungen  ubei  Gleiohniigen  flntten  Giides  in  Bd  13  dei  Math  Antillen  zu 
simmenfaesend  Jaigeatellt  Auf  den  lall  \  -=  0  bezi  ti-n  sioh  die  mepruag 
liehen  Untersuchungen  von  Kionockpi  (Biief  an  Heimitc,  Comptes  lendus 
1853  und  Monatabeiichte  dti  beihuei  Al-ademie,  1661)  In  beiden  Fallen  erhält 
min  aus  (,60)  besondeie  (.Tkichnngen  fünften  Grades,  deren  Äuflöanng  auf  (58) 
ruruckgefiihrt  ist     Hermite  wai  von  d>-i  noch  cinfaclieien  Gkichung 

(dei  sog,  Jeiiaid  acten  oder  Bring  sclitn  Foim)  ausgega,ngen,  wekhe  stetb 
durch  eine  Tschirnhausen'sche  Transformation  mit  Hälfe  von  auflösbaren 
Gleiohnngen  erreichbar  ist;  vgl.  Comptes  reodus,  1853.  Nähere  Literaturangaben 
findet  mau  bei  Klein  a.  a.  0, 

^)  Clebsch  hat  eine  allgemeine  Methode  zur  Anaführung  solcher  Elimi- 
nationen gegeben:   Crelle's  Journal,  Bd.  58,  1860. 

**)  Vgl.  Kleiu,  Math.  Annalen,  Bi!.  13,  p.  .W5, 
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also  bis  auf  einen  Factor  mit  der  linken  Seite  von  (59)  identisch. 
Da  nun  X^  und  X^  bereits  bekannt  waren,  kann  hieraus  X^  linear 
berechnet  werden. 

XII,  Die  Darstellung  der  binären  Formen  auf  der  Kugelfläclie. 
Bei  uiisereu  Betraehtungea  über  die  endlichen  Gruppen  von  Be- 
wegungen in  der  elliptischen  Geometrie  haben  wir  wiederholt  von 
der  Darstellung  binärer  algebraischer  Formen  durch  die  Punkte  eines 
Kegelschnittes  Gebrauch  gemacht.  Fiel  der  letztere  mit  dem  imagi- 
nären Kugelkreise  der  Euclidischen  Geometrie  zusammen,  so  war 
es  vorth eilhaft,  statt  des  Kegelschnittes  den  Kegel  zu  benutzen, 
dessen  Spitze  in  einem  beliebigen  Punkte  M  liegt,  und  dessen  Seiten 
den  imaginären  Kugelkreis  treffen.  Jeder  Punkt  P  der  unendlich 
fernen  Ebene  wird  dann  ersetzt  durch  seine  Verbindungslinie  L  mit  M. 
Durch  P  wurden  uns  zwei  Punkte  des  binären  Werthgebietes  (also 
eine  binäre  quadratische  Form)  dargestellt:  die  Schnittpunkte  der 
Polare  von  P  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis  mit  letzterem^'). 
Ebenso  stellt' uns  jeder  Strahl  i  des  Bündels  mit  dem  Mittelpunkte  Jlf 
eine  binäre  quadratische  Form  dar.  Nichts  liegt  näher,  als  die  beiden 
Nullpunkte  dieser  Form  dadurch  von  einander  zu  trennen,  dass  man 
den  Strahl  L  mit  einer  um  das  Ceutrum  M  beschriebenen  Kugel 
zum  Durchschnitte  bringt  und  dem  einen  Nullpunkte  jener  Form  den 
einen  Schnittpunkt,  dem  anderen  Nullpunkte  den  anderen  Schnitt- 
punkt von  L  mit  der  Kugel  zuordnet.  Jedem  reellen  oder  imaginären 
Punkte  des  hmären  Werikgebietes  entspricht  so  ein  iestimmter ,  reeller 
Punld  der  Kugel.  Jeder  linearen  Transformation  der  binären  Taria- 
beln,  welche  durch  eine  reelle  Collineation  in  der  unendlich  fernen 
Ebene  dargestellt  wird,  entsprach  eine  Rotation  um  eine  bestimmte 
Linie  L  des  Bündels;  die  Schnittpunkte  der  Botationsaxe  L  geben 
dann  die  beiden  sieh  selbst  zugeordneten  Punkte  des  binären  Ge- 
bietes. Je  zwei  solche  Punkte  repräsentiren  zwei  einander  conjugirt 
imaginäre  Punkte  des  imaginären  Kugelkrcises,  deshalb  aber  nicht 
zwei  einander  conjugirt  imaginäre  Werthe  der  binären  Variabehi; 
denn  gebraucht  man  für  den  Kugelkreis  x'  -\-  y^  -{-  s^  =  Q  z.  B.  die 
schon  in  (22),  p.  571  benutzte  Parameterdarstellung 
(1)  QX  '^  X^^  -^  %.^ ,      Qy  =  i(x^^  —  x/) ,      QS  =  2ix,K^, 

*)  Dieses  Terfaiiren  entspriclit  genau  duali^tiscb.  demjeuigeu,  welches  man 
nach  Stnrni  und  Klein  (vgl.  oben  p.  107)  anwendet,  um  die  imagina.ren  Tan- 
geuten eines  Kegelschnittes  duroli  reelle  Punkte  Jei  doppelt  uberdöoliten  Ebene 
dai'viustellen. 


y  Google 


Pi'ojectiviselie  und  metriBclie  Geometrie,  Q07 

so  werden  die  Parameter  von  je  zwei  einander  diametral  gegenüber- 
liegenden Kügelpunkten  durcli  eine  Gleichung  der  Form 
(2)  Wi{xi^  -j-  k/)  +  nca(xi^  —  J(/)  +  STOjMiKa  =  0 

yermittelt,  in  der  w^,  w^,  %  reelle  Constante  bedeuten. 

Zwei  Punktepaare,  welche  durch  zwei  einander  in  Bezug  auf  den 
imaginären  Kugelbreis  eonjugirte  (kurz  „absolui  conjugirte"')  Gerade 
m  der  unendlich  fernen  Ebene  bestimmt  werden,  geben  vier  Punkte 
mit  harmoniscliem  Doppelverhältnisse,  Die  entsprechenden  Kugel- 
durchmesser gehen  also  durch  zwei  „absolut  conjugirte"  unendlich 
ferne  Pole,  stehen  somit  zu  einander  senkrecht  (p.  183).  Jedes  durch 
einen  Durchmesser  auf  der  Kugel  bestimmte  Funlctepaar  liegt  harmonisch 
m  allen  in  gleicher  Weise  definirten  Fun/cfepaaren,  deren  Durchmesser 
(jjÄxen")  SH  erstei'em  senkrecht  stehen.  Gehen  wir  insbesondere  von 
der  Parameterdarstelluug  (1)  aus,  so  gehen  die  Werthepaare  1,  i 
und  1,  —  i  von  x^,  x.^  zwei  Punkte  auf  einem  Durchmesser  der  Kugel; 
zu  diesem  stehen  alle  Durchmesser  senkrecht,  für  welche  Wj  =  0  ist; 
die  zugehörigen  Punktepaare  sind  also  nach  (2): 

Denselben  kommen  reelle  Parameterwerthe  zu.  Den  reellen  Werthen 
von  ätj :  x^  entsprechen  daher  Punkte  eines  grössten  Kreises;  ebenso 
erkennt  man,  dass  den  rein  imaginären  Werthen  die  Punkte  eines 
zu  diesem  rechtwinkligen  grössten  Kreises  zugeordnet  sind.  Schon 
dieses  erinnert  an  die  bei  der  stereographisehen  Projection  der  Kugel 
eintretenden  Verhältnisse,  wenn  man  die  Punkte  der  Bildebene  in 
der  bekannten  Weise  zur  Darstellung  der  complesen  Variabein  x^ :  x^ 
benutzt.  Dass  die  Beziehung  unserer  Kugelpunkte  zu  den  Werthen 
von  %  :  x^  in  der  That  keine  andere  ist,  als  wie  sie  durch  die  stereo- 
graphisehe  Projection  vermittelt  wird,  lehrt  die  folgende  Betrachtung, 
Es  werde  jc^ :  Kg  =  g  +  »jj  gesetzt,  wo  |  und  »j  reelle  Werthe 
bezeichnen  sollen,  und  es  sei  x',  y',  s'  der  zu  x,  y,  S  conjugirt  ima- 
ginäre Punkt  der  unendlich  fernen  Ebene;  dann  geben  die  Glei- 
chungen (1); 

0x^{^-\-  irif  +  1 ,         ßx   ^Q,-  inf  +  1 , 

ßy  =  i[(g  +  inf  -  1],     fly'  -  -  i[{i  -  in?  -  1], 

e^  =  2J(g  +  in),  SS   =  -  2i{^  —  iv). 

Die  Coordinaten  w  der  Verbindungslinie  sind  reell  und  werden : 

(tw^  =  Aivji^^  -\-  ■rf  ■}-  1), 

fiey,==4i|(r  +  if +  1), 

(tM;a  =  2i[(r  +  ^T-  !]■ 
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Die  Linie  w  schneideb  den  imaginären  Kugelkreis  in  zwei  Punkten; 
und  letztere  werden  anf  der  Kugel  durch  denjenigen  Durchmesser 
ausgeschnitten,  dessen  unendlich  ferner  Punkt  mit  dem  absoluten  Pole 
von  w  zusammenfällt.     Auf  der  Ktigel 

(3)  x'+Y'  +  Z'-r' 

entsprechen  daher  dem  Werthe  i-{-  itj  von  x^  :  x^  die  beiden  JPttnJäe: 

(4)  +X=,,^'1^.,     -fr-,^3^^^,     +Z^^^±4^r. 

Durch  unsere  Besiäiwng  der  Kugel  a/uf  die  unmdlich  ferne  Ebene  ist 
dieselbe  also  gleichseitig  stereographisch  auf  diejenige  Ebene  abgebildet, 
welche  nach  Ärgand  tmd  Gauss  sur  Darstellung  der  complexen  Yaria- 
beln  J  +  ij)  =  %  :  «3  dient.  In  der  That  sind  die  Gleichungen  (4) 
mit  den  früher  för  jene  Projection  aufgestellten  Gleichungen  (6), 
p,  428  im  Wesentlichen  identisch.  Für  irgend  einen  Punlrt  |,  tj 
kann  man  das  in  (4)  nicht  bestimmte  Vorzeichen  willkürlich  an- 
nehmen; dann  ist  es  für  alle  anderen  vollkommen  bestimmt. 

Wir  haben  mehrfach  gesehen,  dass  den  linearen  Transformationen 
der  Variabein  |-|-«j;,  soweit  sie  durch  reelle  CoUineationen  der  un- 
endUch  fernen  Ebe]ie  und  des  Kugelkreises  in  ihr  zur  Daratellung 
kommen,  Drehungen  der  Kugel  um  ihre  Durchmesser,  also  räum- 
liehe lineare  Transformationen  der  Kugel  in  sich  entsprechen. 
Während  wir  schon  wiederholt  den  üebergang  von  der  ternären  zur 
binären  Substitution  an  Beispielen  gemacht  haben  (vgl,  p.  573, 
577  f.,  591),  soll  derselbe  jetzt  im  Anschlüsse  an  die  Parameter- 
darstellung (2)  allgemein  angegeben  werden,  Bleibt  in  der  unend- 
lich fernen  Ebene  die  Gerade  w  und  ihr  absoluter  Pol  fest,  so  lautet 
die  betreffende  Transformation  zwischen  den  Variabein  |,,  1^,  ^  und 
^i,  %,  3^3  (vgl,  p.  570): 

(5)  Dl,  =^  ^sci  —  2xX(xiü)i  -\-  2i.^Witv^ , 
wo 

B  =  «a  +  A^(iü/  +  w,'  +  ^3^ ,     ^^x'-X^  (Wj^  +  w/  +  w^^) . 
Sei  nun  in  (1)  x,  y,  z  durch  %,  x^,  x^  ersetzt  und  ebenso  für  die  |(; 

so  ergibt  sich  aus  der  ersten  Gleichung  (5): 

niX^^  +  i;^)  =  K^i{%  —  iXw^^  +  A^(wi  +  iw^f\ 
+  «,n(«  +  i^w,f  +  X\w,  -  iw^f] 
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K  =  )(  -|-  ?.(iw^  W2  —  ^%)i       J"  =  3£  4"  ^(™  iiOi  +  ^2  —  ^^^3), 

ß  =  K  -if-  l(iwi  +  %  +  iws),     d  =  X  +  A(—-  iw^  ~  M?2  +  JWa): 
Ebenso  findet  man  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  (5): 

C(«,  +  iW  -  («»,  +  •■/!«.)"  -  ~  (-  ««i  +  /«%)'. 
somit 

und  durcli  Auflösung: 

rfJl      h  —  i  »>  +  t)".  +(^-^)«.  _  («  -  a..„)«.  -  X(,w.  -  iw,->^,  ■ 

maw  fw  die  Funkte  des  imaginären  Kitgelkreises  die  Farch 
'  (2)  an,  so  entspricM  einer  Botation  um  die  Äxe  w^, 
w^,  w^  die  diirck  (6)  dargesteUte  lineare  Tramformation  des  Farameters 
"1  -  "2*)-  Die  Grösse  der  Rotation  ist  dabei  dnrcb  das  Verliältniss 
x-.X  gemäss  Gleichung  (13),  p.  567  bestimmt. 

Auch  den  imaginären  Coli  ine  ationen  der  unendlich  fernen  Ebene, 
welche  den  Kugeikreis  in  sich  überführen,  entsprechen  lineare  Trans- 
formationen des  Parameters  x^-.x^.  Bei  ihnen  ist  die  fest  bleibende 
unendlich  ferne  Gerade  w  imaginär;  die  soeben  durchgeführte  Rech- 
nung bleibt  gültig,  also  auch  die  Formel  (6),  wenn  man  in  ihr  nur 
für  tv,,  Wa,  tv^  complexe  Zahlen  einsetzt.  Ein  reeller  Punkt  der  un- 
endlich fernen  Ebene  wird  jetzt  in  einen  imaginären  Punkt  übergeführt; 
die  beiden  zusammengehörigen,  auf  der  Kugel  einander  diametral 
gegenüberliegenden  Punkte  werden  also  in  zwei  nicht  mehr  auf  dem- 
selben Durchmesser  befindliche  Punkte  der  Kugel  transformirt.  Um 
den  analytischen  Charakter  der  entsprechenden  räumlichen  Trans- 
formation zu  erkennen,  benutzen  wir  die  in  (4)  aufgestellte  stereo- 
graphische Projeetion.  Die  Eigenschaften  einer  beliebigen  linearen 
Umformung  der  complexen  Variabein  g  =  g  -j-  iij  =  —  sind  aus  der 
Functionen theorie  hinreichend  bekannt**)  und  sollen  hier  nur  kurz 
erwähnt  werden.  Vermöge  der  Substitution 
?■'  —  r-^TLlä 

in  welcher  toi  £1  beliebige  complexe  Zahlen,  c  eine  reelle  Constante 
bedeutet,  geht  das  System  der  concentrischen  Kreise  um  den  Änfangs- 


*)  Dia  Gleichung  (6)  ist  im  Weseutlieheu  identisoli  mit;  einer  von  Cayley 
(Math.  Annalen,  Bd.  16)  aufgestellten  Relation;  Tgl.  Klein,  Vorlesungen  über 
das  Ikosagder,  p.  34. 

**)  Vgl.  unten  Abechnitt  XIIT,  sowie  die  L iterat  11  rEin gaben  auf  p.  429, 
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puijkt  £"  ='  0  über  in  eine  lineare  Seliaar  von  Kreisen  mit  gemein- 
samer Cliordale*),  welche  zwei  ICreise  (Grenzcurven)  vom  Radius 
Null  mit  den  Mittelpunkten  £„  und  ^j  enthält.  Der  Punlct  £g  ent- 
spricht dem  Anfangspunkte  £"  =  0,  der  Punkt  ti  "^eni  Punkte  g"  =  oo. 
Bei  einer  durch  die  Gleichung 

dargestellten  Drehung  gehen  die  erwähnten  concentri sehen  Kreise  in 
sich  über;  die  entsprechende  Transformation 


0)  r  = 


;  L^k 


führt  also  alle  Kreise  der  linearen  Schaar  mit  gemeinsamer  Chordale 
je  in  sich  über.  Alle  diese  Kreise  werden  von  den  durch  die  festen 
Punkte  to  "Ji!*^  £i  gehenden  Kreisen  orthogonal  geschnitten,  und 
letztere  werden  bei  der  Transformation  unter  einander  vertauscht. 
Diesem  zweiten  Kreisbüsehel  entspricht  aber  nach  (4)  auf  der  Kugel 
eine  Sehaar  von  Kreisen,  welche  durch  die  festen,  zu  ^„  und  ^^  ge- 
hörigen Kugelpunkte  Pg  und  Pj  hindurchgehen;  und  da  die  Winkel 
bei  der  stereographischen  Protection  erhalten  bleiben,  so  entsprechen 
jener  ersten  ebenen  Kreisschaar  mit  gemeinsamer  Chordale  auf  der 
Kugel  ebenfaljs  Kreise,  welche  die  durch  P^  und  P,  hindurchgehenden 
Kreise  orthogonal  schneiden  und  sich  um  diese  Punkte  in  ähnlicher 
Weise  herumlegen,  wie  jene  ebenen  Kreise  um  t^  und  §^.  Ihre 
Ebenen  gehören  einem  und  demselben  Büschel  an,  und  die  Axe  des 
letzteren  fällt  mit  der  conjugirten  Polare  von  P^  -  Pj  in  Bezug  auf 
die  Kugel  zusammen.  Bei  der  gesttchten  räumlichen  CoUineation  (welche 
die  Kugel  ungeäiidert  lässt)  geht  also  jede  Ebene  dieses  Büschds  in  sich 
über,  und  die  Ebenen  des  conjugirten  Büschels  drehen  sich  um  die 
Ase  des  letzteren.  Wir  erkennen  hieraus,  dass  es  sich  um  diejenige 
uns  bekannte  CoUineation  der  Kugel  in  sich  handeln  muss,  bei 
welcher  der  betreffende  lineare  Complex  in  einen  speciellen  aus- 
geartet ist  (vgh  Nr.  3,  p.  363).  Bei  einer  solchen  bleiben  in  der 
Tliat  vier  Punkte  der  Kugel  fest,  nämlich  unsere  Punkte  Pj,  und  P^ 
und  die  Schnittpunkte  der  conjugirten  Polare  von  P^  -  P^  mit  der 
Kugel.  Letztere  sind  imaginär  und  kommen  deshalb  für  uns  nicht 
weiter  in  Betracht. 

Der  aUgemeinen  linearen  Transformation  der  complexen  Variabein 
^-\-  ifj  (des  Parameters,  durch  welchen  die  Punkte  des  imc^mären  Kugel- 
h-eises  dargestellt  wei-dm)  entspricht  hiernach  auf  der  Kugel  eine  solche 

■"■J   Vyl.  13(1.  I,  p.  151. 
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Sesi^mg  smschen  ihren  Purthten,  wie  sie  durch  eine  lineare  Trans- 
formation der  Kugel  m  sich  vermUtelt  mrd;  vnd  «war  Icommen  hierbei 
nur  solche  räumliche  CoüineaUonen  in  Betracht,  hei  denen  der  sugekörige 
lineare  Complex  in  einen  specieUm  ausartet*). 

Ist  die  Transformation  von  %  :  «^  ^  |  -]-  jjj  wieder  durch  (6) 
gegeben,  wo  jetzt  unter  w^,  w^,  w^  complese  Zahlen  zu  verstehen 
sind,  so  hahen  wir  zur  Bestimmung  der  enfcspre eilenden  räumlichen 
Collineation  die  beiden  Punkte  des  imaginären  Kugeikreises  zu  suchen, 
welche  sieh  selbst  entsprechen,  d.  h.  diejenige  quadratische  Gleichung 
zu  losen,  welche  aus  (6)  für  x,  :  x^  =  ^i  ■  ^s  hervorgeht.  Aus  (4) 
erhalten  wir  dann  die  beiden  festbleibeuden  Eugelpunkte;  ihre  Ver- 
bindungslinie ist  die  Ase  des  für  die  Collineation  charakteristischen 
speciellen  Compleses.  Die  gesuchte  Collineation  des  Raumes  ist  sonait 
bis  auf  eine  leicht  au  bestimmende  Constante  {x:X  in  unserer  früheren 
Bezeichuungsweise)  vollständig  bekannt  (vgl.  p.  363). 

Die  gewonnenen  Resultate  und  die  daran  zu  knüpfenden  weite- 
ren Untersuchungen  lassen  sich  kürzer  und  übersichtlicher  aus- 
sprechen, wenn  man  die  Kugelfläche  als  „Fundamental  fläche"  für 
eine  allgemeine  (nicht-Euclidische)  Maassbestinimung  einführt.  Die 
Transformation  der  Kugel  in  sieh  stellt  dann  „im  verallgemeinerten 
Sinne"  eine  Bewegung  des  Raumes  dar.  Wir  können  also  saget, 
dass  jeder  linearen  Umformung  der  Variäbeln  i  -j-  itj  eine  Bewegung 
des  Raumes  entspreche,  und  zwar  eine  Botation  um  eine  gewisse  Axe. 
Ist  letztere  insbesondere  ein  Durchmesser  der  Kugel,  so  fällt  die  ver- 
allgemeinerte Bewegung  mit  einer  wirklichen  Rotation  zusammen. 
Durch  eine  solche  Bewegung  könuea  beliebige  drei  Kugelpunkte  in 
beliebige  drei  andere  Punkte  der  Kugel  Übergeführt  werden. 

Insbesondere  kann  jedes  Punktepaar  mit  jedem  anderen  Punkto- 
paare zur  Deckung  gebracht  werden.    Dadurch  sind  wir  in  den  Stand 

*)  Dass  der  linearen  Ttanaforraation  complexer  Variabein  eiiio  lineare 
Transformation  der  Kugel  in  eich  zur  Seite  steht,  ist  von  Eiemann  in  seiner 
1867  von  Hattecdorf  herausgegebenen  Äbhaudlnog  ühei'  die  Fläche  vom 
kleinsten  luhalte  bei  gegebener  Begrenzung  (Gesammelte  Werke,  p.  S91  f.)  be- 
merkt worden;  vgl.  auch  Eieiu,  Math.  Anaalen,  Bd.  5,  p.  265,  sowie:  Vor- 
lesungen über  das  Ikosaeder,  p.  32  ff.;  hier  wird  des  Znsammenhang.js  mit  der 
QuatemioHentheorie  gedacht  (rgl.  Stephanos,  Math.  Annalen,  Bd.  22).  —  Die 
Darstellung  der  complexen  Variabein  |  -f-  itj  auf  der  Kugelääcbe  far  Zwecke 
der  FUBCtioneatheorie  ist  von  B  i  e  m  a  n  n  in  seinen  Vorlesungen  einge- 
fiikit  worden  (vgl.  das  Vorwort  zu  0.  Meumann's  Vorlesungen  über  Rie- 
inann's  Theorie  der  Abel'schen  Integrale,  Leipzig  1865).  Derselbe  Gedanke 
findet  sich  gelegentlich  bei  Möbius  in  seiner  Theorie  der  Kreis  Verwandtschaft 
(vgl,  oben  p.  429). 

30* 
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gesetzt,  allgemein  alle  Punktepaare  Pq  -  Pj  zu  coustruiren,  die  zu 
einem  gegebenen  Paare  harmonisch  liegen.  Wenn  nämlich  die  Linie 
Pg  -  P,  zunächst  mit  einem  Durchmesser  der  Kugel  zusammenfallt,  so 
liegen  die  Bndpunkte  aller  zu  ihm  rechtwinkligen  Durchmesser  har- 
monisch zu  F^~  Pj^.  Bei  einer  linearen  Transformation,  welche  P^ 
und  Pj  fest  lässt,  dreht  sieh  die  zu  Pp-  P^  senkrechte  Diametral- 
ebene um  die  eonjugirte  Polare  von  P^- P^  in  Bezug  auf  die  Kugel- 
fläche. Da  nmi  Doppel  Verhältnisse  bei  solchen  Transformationen  un- 
geändert  bleiben,  so  liegt  auch  jedes  Funktepaar  zu  Pq  und  P^  har- 
monisch, dessen  Axe  die  Linie  P,,  -  Pj  und  die  eonjugirte  Polare 
dieser  Linie  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  gleichzeitig  trifft,  d.  h.  in 
verallgemeinertem  Sinne  zu  P^,  -  P,  senkrecht  steht  (p.  291  u.  508). 
Mittelst  einer  neuen  linearen  Substitution  bringen  wir  Pq  und  Pj  in 
eine  heiiebige  Lage  auf  der  Kugelfläehe  und  gelangen  so  zu  dem 
Resultate,  dass  die  Äxen  aller  m  P^  vnd  P,  harmonischen  Punlite- 
paare  in  verallgemeinertem  Sinne  su  P^  -  P^  senkrecht  stehen.  Umge- 
kehrt findet  man  demnach  die  Bc^peleletmiite  einer  durch  swei  FurMe- 
paare  deßtirien  Involution,  indem  man  (in  verallgemeinertem  Sinne) 
die  gemeinsame  Normale  der  Axen  beider  Punktepaare  construirt  und 
mit  der  Kugel  zum  Schnitte  bringt.  Allerdings  gibt  es  zwei  solche 
gemeinsame  Normalen  (p.  507);  aber  von  diesen  schneidet  nur  eine 
die  Kugel  in  reellen  Punkten,  nur  diese  eine  ist  daher  für  uns  zu 
berücksichtigen. 

Wenn  wir  so  die  Punkte  )fj :  «g  =  0  und  Xj^:ic^  =  oc  (d.  h. 
x^  =  0  und  %  =  0),  welche  bei  unserer  früheren  Betrachtung  einander 
diametral  gegenüber  lagen,  durch  lineare  Transformation  an  beliebige 
Stellen  der  Kugel  {bez.  des  imaginären  Kugelkreises)  verlegen,  so 
ersehen  wir,  dass  der  Ort  der  reellen  Parameterwerthe  stets  ein 
durch  die  Punkte  0  und  oo  hindurchgehender  Kreis  ist,  und  dass  die 
Punkte  mit  rein  imaginären  Parameterwerthen  stets  einen  dazu 
senkrechten  Kreis  erfüllen.  Die  zweite  Ebene  geht  hiernach  durch 
den  Pol  der  ersten  in  Bezug  auf  die  Kugel ;  sie  muas  auch  die  Punkte 
0  und  CO  enthalten,  und  ist  dadurch  bestimmt.  Es  folgt  unmittel- 
bar, dass  je  vier  Punkte  dm-  Kugel,  deren  Parameter  äc^ :  %  =•  |  +  Jij 
ein  reelles  Doppeh^MUniss  Inlden,  auf  einem  Kreise  liegen,  und  um- 
gekehrt, dasa  vier  Ptmkfe  desselben  ebenen  Sdmittes  stets  ein  reelles 
DoppclverMltniss  bestimmett. 

In  der  unendlich  fernen  Ebene  heisaen  je  zwei  Gerade  zu  ein- 
ander senkrecht,  wenn  sie  einander  in  Bezug  auf  den  imaginären 
Kugelkreis  polar  conjugirt  sind;  sie  schneiden  den  letzteren  in  zwei 
zu    einander    harmoniaehen   Punktepaaren.     Bei    unserer  Darstellung 
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der  PiinktB  tles  imaginären  Kngelkreises  durch  die  reellen  Punkte 
einer  Kugel  geh&ti  daher  je  swei  su  einander  smli^eehte  Gerade  der  un- 
endlich fernen  Ebene  übe}-  in  su  einajtder  {in  vm-aUgemeinetiem  Sinne) 
smhrecfite  und  sich  schneidende  Gerade  des  Baumes.  Drei  sieh  in  dem- 
selben Punkte  schneidende  Gerade  der  Ebene  beatimmen  drei  Eunkte- 
paare  einer  Inyolution;  drei  demselben  Büschel  sugehÖrige  Gerade  der 
unendlich  fernen  Ebene  geheit  folglich  über  in  drei  gerade  Linien  des 
Baumes  mit  gemeinsamer  Normalen.  Eine  bemerkenswerthe  Anwen- 
dung hiervon  erlaubt  ans  der  Pascal'sche  Satz  zu  maehou.  Nach 
demselben  liegen  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  eines  in  den 
Kegelschnitt  ein  geschriebenen  Sechsecks  auf  einer  Geraden  (Paseal- 
schen  Linie);  die  Polaren  dieser  Schnittpunkte  gehen  also  durch  einen 
Punkt;,  die  Polaren  sind  in  der  unendlich  fernen  Ebene  (im  Sinne 
der  elliptischen  Geometrie)  die  gemeinsamen  Perpendikel  (vgl.  p,  503) 
der  Gegenseiten.  Die  Uebertragung  auf  den  Kaum  führt  also  ku 
folgendem  Satze: 

Die  drei  gemeinsamen  Nonnalen  der  drei  Paare  von  Gegenseiten 
eines  in  die  Kugel  eingeschriä>enmt  Sechsecks  werden  von  einer  tmd  der- 
seWen  vierten  Linie  senkrecht  geschnitten*'). 

Eine  andere  Anwendung  des  von  uns  erörterten  Üebertragungs- 
principea  lässt  sich  in  folgender  Weise  machen.  Wie  in  der  para- 
bolischen, so  gilt  auch  in  der  elliptischen  und  hyperbolischen  Geo- 
metrie der  Satz,  dass  die  drei  Söhenlothe  eines  Dreiecks  sich  in  einem 
Punkte  schteiden.  Ist  nämlich  Ua^  =  0  die  Gleichung  des  Funda- 
mentalkegelschnittes  in  Liniencoordinaten,  und  seien  Uj,  Vi,  tVt  bez. 
die  Coordinaten  der  drei  Seifen  des  Dreiecks,  so  sind,  wie  man  leicht 
nachweist,  die  Gleichungen  der  drei  Höhenlothe: 

K-Vai^a  —  VxUaWa  =  0, 

und   aus  ihrer  Form   erhellt  die  Richtigkeit  des  Satzes  sofort.     Die 

»)  D        St  l      m  J     t    m  t    th   It   r  d      11  d 

Kl         g  g  b  gl     b      p  UY    —  D      =!  t    1)1   bt  g  It  1     K  g  1 

dhgl  d        Flh  t«Odg  ttwdltltt 

dl  t  tt    m        w        U  1     t  mmfch   t  d  G      d  e- 

m         m&ml  1  dhBh-^kgfdl  d  ht 

g      dl     g  g     tat  11      PI    h     w  d   1      C      t      ti 

dt  gmbtNliWdk      d(Btg  gmtnh      Itpt.t 

b  P    m       I      ou    Id        t  t         E  1    g      1875)  b      t  t  m       1      Kl 

hSt  Cttd  hlbttphdElmt  f 

dKldldPaa  d         tsphlElmtml  1 

fmt  g-l-jibtnitt 
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Üeberttaguiig  auf  die  Kugel  führt  hier  zu  folgoiideiu  Resulttite: 
Wird  die  Kittel  von  ärei  (xeraden  u,  v,  w  getroffen,  mid  sind  Fg^, 
-Pttu,  P«»  (iii  verallgemeinertem  Simie)  die  gemeinsameii  Loihe  von  je 
zweien  von  ihnen,  und  ist  Äs"^  die  gemeinsame  Normide  von  u  und  P,„, 
entsprechend  ä'^'«  diejenige  von  v  und  P^,„  h^^,  diejenige  von  w  %ind  ?„„, 
so  haben  die  drei  Geraden  fel't,  Ä^'j,  äI*"/  eine  gemeinsame  Normale. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  bezogen  sich  auf  die  Darstellung 
der  BeziehuDgea  zwischen  mehreren  quadratischen  binären  Formen. 
Aber  auch  für  höhere  Formen  ist  die  Benutzung  der  von  uns  ent- 
wickelten Hülfsmitte!  yortheilhaft,  insbesondere  für  Formen  mit  linea- 
ren Transformationen  in  sieh,  wie  sie  uns  durch  die  Ecken  der  regu- 
lären Körper  auf  der  Kugel  repräsentirt  wurden.  Da  uns  die 
wichtigsten  Eigenschaften  dieser  Formen  bereits  bekannt  sind  (vgl. 
p.  5G1 — 587),  so  genagt  hier  eine  kurze  Zusammenstellung, 

1)  Ottbische  Formen*).  Die  drei  Nullpunkte  der  cnbischen  Form 
f  kann  mau  sich  durch  drei  äquidistante  Punkte  eines  grössten 
Kreises  darstellen.  Fasst  man  letzteren  als  Äequator  auf,  ao  liegen 
die  beiden  Nullpunkte  der  Hesse'schen  Covariante  A  in  den  beiden 
Polen.  Die  Transformationen  der  eyclischen  Gruppe,  welche  /  in 
sich  überführen,  beateheu  in  den  Drehungen  der  Kugel  um  ihre  Axe 
(Verbindungslinie  der  Pole),  wobei  jede  Drehung  von  der  Grösse 
-^,  -^  oder  2it  sein  muss.  Die  Covariante  Q  wird  durch  diejenigen 
drei  Punkte  repräsentirt,  welche  den  Grundpunkten  von  f  diametral 
gegenüberliegen.  Gleichzeitig  geht  jede  Form  ^  -\-  Xp  in  sich  Über; 
haben  die  Punkte  /  ^  0  die  geographische  Länge  0",  120'*,  240",  so 
sind  die  geographische  Breite  a  und  die  Länge  ß  der  sechs  Punkte 
Q^  -}-  Xf^  in  folgendem  Schema  enthalten: 

ß  ',  ,^  +  120''   I  13  +  240''   \  —ß\   120»-(3    i  240»-|3, 
wobei  a  und  ß  beliebige  Winkel   bedeuten.     Für  ß  =  0  uud  ^  =  0 
erhalten  wir  f  selbst;  für  k  =  0,  (3  =  180"  ergeben  sich  (je  doppelt 

*)  Vgl.  den  Sehluss  von  Klein's  Schi'ift:  Vorgleicliende  Betrachtungea 
aber  neiiefe  geometriaclia  Foi'sohnngon ,  Erlangea  1872,  —  In  der  complexen 
Ebene  hatte  schon  Beltrami  die  Theorie  der  quadratischen  und  cabiachen 
Formen  näher  studirt;  Aecademia  di  Bologna,  1870.  —  Den  im  Folgenden  be- 
tonten ZnBammenhang'  der  Theorie  der  Gruppen  und  gewisser  binärer  Formen 
mit  den  regnlären  Körpern  beinerkta  Klein;  vgl.  dessen  mehrfeoh  erwähnt« 
Arbeiten. 
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zählend)  die  Nullpunkte  von  Q.  Führen  wir  eiae  Drehung  von 
180"  um  einen  Durchmesser  der  Kugel  aus,  der  durch  eiuen  Null- 
punkt von  f  geht,  so  bleiht  auch  der  diametral  gegeaüberliegeude 
Punkt  von  (^  =  0  fest;  die  beiden  Punkte  Ä  =  0  vertauschen  sich 
unter  einander,  ebenso  die  beiden  anderen  Nullpunkte  von  f  und  die 
beiden  anderen  Nullpunkte  von  Q.  Diese  Drehungen  von  der  Grösse  ji 
geben  zusammen  mit  jenen  Rotationen  um  die  Äse  die  Diedergruppe 
für  den  Fall  n  =  3  (p.  562  f.). 

Vermöge  einer  linearen  Transformation  der  binären  Veränder- 
liclien  kann  man  die  drei  Punkte  von  /■==  0  an  drei  beliebige  Stellen 
der  Kugel  verlegen.  Da  dasselbe  durch  eine  Coliineation  der  Kugel 
in  sich  erreicht  wird,  so  ist  leicht  zu  sehen,  wie  man  dann  die 
Punkte  A  =  0  findet.  Man  suche  diejenige  ternäre  Coliineation, 
welche  die  Schnittlinie  der  Kugel  mit  der  Ebene  der  drei  Punkte 
/  =  0  in  sich  überführt,  und  bei  der  sich  diese  dcei  Punkte 
unter  einander  vertauschen.  Es  bleibt  dann  im  Innern  des  in  sich 
träne  form  irten  ebenen  Schnittes  ein  Punkt  M  fest;  in  ihm  erriehto 
man  auf  der  Ebene  (im  verallgemeinerten  Sinne)  die  Senkrechte, 
d.  h.  man  verbinde  M  mit  dem  Pole  der  Ebene  in  Bezug  auf  die 
Kugel;  diese  Verbindungslinie  trifft  die  Kugel  in  den  beiden  Null- 
punkten von  A.  Die  Punkte  Q  =  0  sind  diejenigen,  in  denen  die 
Kugel  von  den  Verbindungslinien  des  Punktes  M  mit  den  Punkten 
/'  ==  0  zum  zweiten  Male  getroffen  wird. 

2)  Die  hiquadratischen  Formen  mit  harmonischem  DoppeherMU- 
nisse.  Die  Nullpunkte  kann  man  durch  vier  äquidistante  Punkte  des 
Aequators  darstellen.  In  der  That  gehen  sie  dann  durch  vier 
Drehungen  der  Kugel  um  ihre  Äxe  (bez.  von  der  Grosse  -5-,  ra,  — ,  2k1 
in  sich  über.  Dasselbe  wird  erreicht  durch  Drehungen  von  der 
Grösse  iz  um  diejenigen  beiden  Durchmesser  des  Aequatora,  ■vtelche 
zu  den  Seiten  des  von  den  vier  Punkten  f=^0  gebildeten  Quadrates 
senkrecht  stehen.  Diese  letzteren  Durchmesser  schneiden  die  Kugel 
in  zwei  Punktepaareu,  welche  zusammen  mit  den  beiden  Polen  die 
Covariante  T  darstellen;  in  den  beiden  Polen  liegen  nach  (9),  p.  564 
gleichzeitig  die  Nullpunkte  der  Hesse'schen  Covariante  S.  Die 
Drehungen  um  die  Pole  geben  uns  die  eyklisehe  Gruppe,  die 
Drehungen  um  die  anderen  Axen  von  ^=0  ergänzen  diese  Gruppe 
zur  Diedergruppe  für  n  =  4. 

Die  Tangente  des  Aequators  in  einem  der  vier  Punkte  /'=0 
und  seine  Verbindungaliniea  mit  den  anderen  drei  Punkten  bilden 
offenbar    ein   Linienquadrupel  mit  harmonischem  Doppelverhältnisse. 
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Um  daher  die  Darstelhmg  unserer  Form  f  unabhängig  vom  Coor- 
dinaten Systeme  zu  machec,  braucht  man  nur  auf  irgend  einem  ebenen 
Schnitte  der  Kugel  vier  PunHe  so  zu  wählen,  daas  sie  ein  harmo- 
nisches Doppelverhältuiss  beatimmeu.  Die  Punkte  von  2"  =  0  werden 
dünn  auf  der  Kugel  durch  drei  Axen  ausgeaehuitten,  die  in  verall- 
gemeinertem Sinne  auf  einander  senkrecht  stehen,  und  durch  den- 
selben (als  einzige  im  Innern  der  Kugel  gelegene  Nebenecke  des  von 
den  vier  Punkten  /■  =  0  bestimmten  vollständigen  Vierecks  leicht  zu 
bestimmenden)  Punkt  in  der  gewählten  Ebene  hindurchgehen. 

3)  Die  allgemeine  Diederform  w*"  Ordnung  (p.  561),  Sie  wird 
durch  n  äquidistaute  Punkte  des  Aequators  dargestellt.  Als  Nehen- 
asen  bezeichnen  wir  die  vom  Mittelpunkte  auf  die  Seiten  des  ge- 
gebenen M-Ecks  gefällten  Lothe.  Ist  n  ungerade,  so  enthält  jedes 
Loth  einen  Punkt  von  /'=0  und  einen  solchen  von  T  =  0;  ist  n 
gerade,  so  liegen  auf  jeder  Nebenase  zwei  Punkte  von  T  =  0.  Die 
cjklische  Gruppe  enthält  die  n  Drehungen  um  die  beiden  Pole 
(Punkte  H  =  0);  treten  die  Drehungen  (ümklappungen)  um  die 
Nebenaxen  hinzu,  so  haben  wir  die  Diedergruppe. 

4)  Die  biquadratiscM  Form  mit  äguianharmonischem  Doppelve^'häli- 
nisse  {Tetraeder form).  Die  Covariante  sechster  Ordnung  werde  wieder 
durch  die  drei  Axen  eines  rechtwinkligen  Axenkreuzes  bestimmt, 
dessen  Seheitel  im  Mittelpunkte  der  Kugel  liegt.  Die  drei  Ebenen, 
in  deren  jeder  zwei  der  Axen  liegen,  theilen  die  Kugel  in  acht 
Octanten.  Man  wähle  vier  Octanten  so  aus,  dass  je  zwei  derselben 
nur  in  einem  Punkte  zusammenstossen,  was  auf  zwei  Weisen  ge- 
schehen kann.  Die  vier  MittelpunJcte  dieser  vier  Octanten  Ulden  dann 
ein  reguläres  Tetraeder;  sie  stellen  eine  higuadratisdie  Form  mit  ägtii- 
anharmonischem  D(^pelverhältnisse  dar,  weil  das  Tetraeder  durch  awolf 
Drehungen  in  sich  äbergeht.  In  der  That  bleibt  jeder  Eckpunkt 
bei  drei  Drehungen  ungeändert,  nämlich  bei  der  identischen  Drehung 
und  bei  zwei  Drehungen  von  der  Periode  3  (vgl,  p,  577  f.).  Die  Mittel- 
punkte der  vier  anderen  Octanten  bilden  die  conjugirt  imaginäre  bi- 
quadratisehe  Form  und  gleichzeitig  die  Hesse'sche  Covariante  der 
Grundform. 

5)  Die  Octaiiderform.  Sie  ist  Covariante  von  unendlich  vielen 
Formen  vierter  Ordnung,  also  wieder  durch  das  erwähnte  rechtwink- 
lige Äxenkreiiz  bestimmt.  Die  Mittelpunkte  der  acht  Kugeloetanten 
bilden  einen  W.ürfel  und  zerfallen  in  zwei  reguläre  Tetraeder.  Die 
auf  die  Kanten  des  Oetaeders  gefällten  Lothe  treffen  die  Kugel  in 
zwölf  Punkten;  von  diesen  liegen  vier  in  jeder  der  drei  „Haupt- 
ebenen" und  bilden  ein  Quadrat,  stellen  also  eine  biquadratische  Form 
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mit  harmouiaehera  Doppelverhältoisse  dar.  Die  Drehungen  der  Gnippo 
bestehen  erstens  aus  den  zwölf  Drehungen  der  Tetraedergruppe,  dann 
aus  sechs  Drehungen  von  der  Grösse  +  y  um  die  drei  Octaeder- 
diagonalen,  endlich  aus  sechs  Drehungen  von  der  Grösse  «  um  die 
sechs  Diagonalen  der  erwähnten  drei  Quadrate.  Die  zugehörigen 
24  räumhehen  CoUineationen  sind  direet  in  den  Formeln  (14a), 
(14b),  (16),  (17),  (17a),  (21),  p.  568  £f.  enthalten,  wenn  wir  ä^,  x^, 
x^  als  rechtwinklige  Coordiaaten  auffassen,  und  wenn 

x^  -\-  x^  -f-  x^  ==  const. 
die  Gleichung  der  Kugel  ist.  Die  24  Punkte,  in  welche  ein  Punkt 
der  Kugel  durch  sie  Obergeführt  wird,  zerfallen  in  sechs  Quadrupel 
von  gleichem  Doppelverhältnisse;  jedes  dieser  Quadrupel  hat  die 
sechs  Ecken  des  Octaeders  zur  Oovariante  (vgl.  p.  576).  Gehen  wir 
vom  Punkte  x,  y,  s  ans,  so  bildet  er  mit  den  Punkten 


zusammen  ein  solches  Quadrupeh 

Man  bemerkt,  dasa  die  Verbindungslinie  je  zweier  Punkte  des 
Quadrupels  eine  Äse  des  Octaeders  rechtwinklig  schneidet,  und  dass 
die  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Punkte  dieselbe  Axe  schneidet. 
Dia  beiden  anderen  Äxon  schneiden  diese  selbe  dritte  Äse  in  der 
Mitte  zwischen  jenen  beiden  Schnittpunkten  und  sind  die  Winkel- 
hiibirfnden  für  die  Projeetionen  jenei  beiden  Verbindungslinien  auf 
ihie  Ebene  "^uitj  aUo  irgend  mir  nieht  in  emet  Ubme  liegende  Funlde 
Jet  Kiiqel  ah  I{fp7asentanfen  emm  hquaätafisclmi  Fum  gegeben,  so 
findet  man  die  sugehvtige  Comiiante  T  iti  folgenden  Weise*).  Man 
veibmde  die  vier  Punkte  paai weise  und  construire  (m  verallgemeiner- 
tem Sinne)  das  gemeinsame  Perpendikel  der  beiden  Verbindungs- 
linien; dies  kann  auf  drei  Weisen  geschehen,  da  sich  vier  Punkte 
auf  drei  Weisen  in  Paare  theilen  lassen;  die  drei  so  erhaltenen 
Perpendikel  gehen  dann  durch  einen  Punkt;  auf  jedem  ist  dieser 
Punkt  der  eine  Doppelpunkt  derjenigen  Involution,  welche  durch 
die  Schnittpunkte  des  Perpendikels  mit  der  Kugei  und  mit  den 
beiden    zu    ihm    senlirecht    stehenden   Verbindungslinien    bestimmt 

*)  Statt  der  Kugel  kann  man  eine  beliebige  geschlossene  Flüche  zweiter 
Ordnung  benutzen;  für  die  Tbeoi'ie  des  Doppelverhältnisses  tiud  der  biquadra^ 
tiscben  Form  auf  einer  solchen  Fläohe  vgl.  Wedekind,  Math.  Aunftlen,  Bd.  n. 
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wird.  Siüil  zwei  quadratische  Foruiea  statt  eiiiüi-  b kj uad rat i sehen 
gegeben,  eo  ist  eine  Theilung  der  vier  Punkte  io  Paai'ö  ausgezeich- 
uet,  also  auch  das  eine  Perpendiköl  von  deu  beiden  anderen  zu  trennen; 
dasselbe  liefert  die  Doppelelemente  der  durch  die  beiden  Punktepaare 
bestimmten  Involution  (vgl.  p.  612).  Die  beiden  anderen  Perpendikel 
geben  die  Doppelelemente  derjenigen  beiden  Involutionen,  welche 
durch  kreuzweisee  Verbinden  der  Punkte  beider  Paare  erhalten 
werden;  sie  sollen,  um  im  Folgenden  die  Aus  drucks  weise  abzukürzen, 
als  Axen  der  beiden  Nehmzinvolutionen  hemchnet  werden. 

Unter  Benutzung  dieses  Begriffes  erlaubt  der  Satz,  nach  welchem 
die  Winkel halbir enden  eines  Dreiecks  sich  in  einem  Pmkte  schneiden, 
eine  ähnliche  Uebertragung  auf  den  Raum,  wie  sie  mit  dem  feutze 
vom  gemeinschaftlichen  Schnittpunkte  der  Höhenlothe  möglich  war 
(vgl.  p,  613  f.).  Zunächst  bemerken  wir,  dass  diesen  Salz  m  dei  nieht 
Euclidischen  Geometrie  ebenso  gilt,  wie  in  dei  Euchdtschen  (reo 
metrie.  Das  Dreieck  werde  aum  Coordinatendreiecke  gewählt;  die 
Gleichung  des  Pu  n  dam  entalkegel  schnitt  es  in  Liniencoordinaten  tu  sei 


2^^.».".-o. 


Die  beiden  Geraden,  welche  die  von  den  Seiten  ic^  =  0  und  x^  =  Q 
gebildeten  Winkel  halbiren,  liegen  (ganz  wie  in  der  parabolischen 
Geometrie,  vgl.  p.  532  f,)  gleichzeitig  harmonisch  zu  diesen  Seiten  und 
zu  den  durch  die  Ecke  gehenden  Tangenten  des  F  und  amental  kegel- 
schnittes.  Die  Gleichungen  der  letzteren  sind  x^  +  k'x^  =  0  und 
Xi  +  !l"x2  =  0,  wenn  mit  X'  und  X"  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  (vgl.  p.  196) 

A,^  -I- 2^2-1  +  As-l' =  0 

bezeichnet  werden.  Wir  erhalten  daher  die  Gleichung  der  fraglichen 
Winkelhalbirenden,  indem  wir  die  Functionaldeterminante  der  beiden 
binären  Formen 

2Xj^x^     und     A^^x^^  ■ —  2Ai^^Xj^x^  +  A^^x.J' 

gleich  Null  setzen*).  Diese  Functionaldeterminante  ergibt  sich  bis 
auf  einen  Zahlenfaetor  gleich  A^^x,^  —  -^u^ä^i  si^  ^^°  sofort  in 
zwei  lineare  Factoren,  die  linken  Seiten  der  gesuchten  Gleichungen, 
gespalten  werden.  Die  Gleichungen  der  sechs  Winlcelhalbirenden  des 
Breiecks  sind  daher: 


*)  Vgl,  Bd.  I,  p.  2i6. 


y  Google 


Projectiviächc  und  metiisclie  Geometrie.  619 

xi  yjZ  —  x^ yÄ,[  =  0,  x^  ]/7^  +  X.,  yiL^,  =  o , 
x^YÄi  —  3^3V^  =  o,  x^yi^^ -\-  x^yj^^  =  Q , 
x^yi^i  —  x^yj^i  =  0 ,  x^yj^^ -{■  x.yj^^  =  0 . 

Es  gehen  also  in  der  That  erstens  die  drei  links  stehenden  Linien, 
durch  einen  Punkt,  dann  aber  auch  jede  links  stehende  imd  die  zwei 
nicht  neben  ihr  rechts  stehenden  Geraden.  Da  nun  bei  unserer 
Uebertragungsmethode  rechtwinklige  Linien  übergehen  in  rechtwink- 
lige sich  schneidende  Linien  des  Raumes  (p.  613),  so  ergibt  sieh  fol- 
gender Satz  der  Raumgeometrie: 

Sind  auf  der  Kitgel  drei  FimJctqiaare  gegeben  und  construirt  man 
m  je  zweien  derselben  die  (zu  einander  rechtwinkligen  tmd  sicii  sowie  die 
Äxe  der  SaupUnvolttfion  schneidenden)  Axen  der  heiden,  soeben  definirten 
Nebeninvohitionen,  so  ergeben  sich  sechs  Gera^;  aiis  diesen  Icann  tnan 
viermal  drei  so  austoählen,  dass  sie  ein  gemeinsames  Ferpendßcel  ie- 
sitsen. 

6)  Die  IhosaMder-  und  Dodekaederformen  (vgl,  p.  578  ff.).  Den 
sechs  Diagonalen  des  Ikosaeders  entsprechen  die  sechs  Ecken  des 
zehnfach  Brianchon'achen  Sechsecks  in  der  unendlich  fernen  Ebene. 
Die  Drehungen  der  Kugel  um  diese  Diagonalen,  bei  denen  die  Ecken 
des  Ikosaeders  sieh  unter  einander  vertauschen,  geben  die  Bewegungen 
von  der  Periode  5  in  der  elliptischen  Ebene.  Die  15  Lotlie,  welche 
man  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die  Kanten  des  Ikosaeders 
füllen  kann,  treffen  die  unendlich  ferne  Ebene  in  den  15  einfachen 
Schnittpunkten  der  Diagonalen  des  erwähnten  Sechsecks;  zu  ihnen 
gehören  die  Drehungen  von  der  Periode  2.  Die  Verbindungslinien 
des  Kugelmittelpunktes  mit  den  Mittelpunkten  der  20  Seitenflächen 
endlich  geben  die  zehn  dreifachen  Schnittpunkte  der  Diagonalen  des 
ebenen  Sechsecks;  um  diese  Verbindungslinien  sind  die  Rotationen 
von  der  Priode  3  auszuführen.  Dieselben  Linien  treffen  die  Kugel 
in  20  Punkten,  welche  als  Ecken  eines  regulären  Pentagon -Dode- 
kaeders aufzufassen  sind,  und  welche  gleichzeitig  die  Hesse'sche 
Covariante  H  der  durch  die  Ecken  des  Ikosaeders  gegebenen  Grund- 
form zwölfter  Ordnung  f  repräaeutiren*).  Die  Covariante  T  wird 
durch    die    30   Punkte    dargestellt,    iu    denen    die   Kugel    von    den 


*)  Es  sei  noph  hen orgebobPD ,  dass  auch  Mobiua  die  tod  den  regulären 
Körpern  auf  Jei  Kugel  bestimmten  legelmässjgen  PuEfetsysteme  analytiach 
atudiit  und  duiet  Constmction  dei  mittelst  stereograpHsoliei'  Pcojectiöü  er- 
h'ilteneii  FiguiLH  eiUuteifc  hit  Vgl  den  ^oa  Reinliardt  bearbeiteten  Naoii- 
ike,  Bil  3,  Leipzig  18S6,  p  G53fF. 
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in  angegebener  Weise  auf  die  30  Konten  gefällten  Lothen  getroffen 
wird.  Es  ist  leicht,  die  VertheiJnng  dieser  30  Punkte  T '=  0  auf 
die  Ecken  von  fünf  regulären  Octaedern  an  einem  Modelle  des  Iko- 
saedera  genauer  zu  verfolgen.  Die  Auffindung  der  fünf  Octaeder  ge- 
schieht mittelst  unserer  obigen  Resolvente  fünften  Grades  (p.  599). 

Die  endlichen  Gruppen  von  Bewegungen  in  der  elliptischen 
Ebene  zeigten  sich  uns  abhängig  von  gewissen  Gruppen  binärer 
Substitutionen.  Da  wir  aber  nur  reelle  Bewegungen  im  Auge  hatten, 
bleibt  es  zweifelhaft,  ob  nicht  noch  andere  endliche  Gruppen  exi- 
stiren.  Die  vou  «ns  besprochenen  Gruppen  waren  dadurch  ausge- 
zeichnet,'dass  ihnen  bei  der  Darstellung  der  binären  Formen  auf  der 
Kugeifiäche  Drehungen  der  Kugel  (im  verallgemeinerten  Sinne)  um 
einen  und  denselben  festen  Punkt  entsprachen.  Nahmen  wir  den 
letzteren  im  Mittelpunkte  der  Kugel  an,  so  hatten  wir  es  mit  ge- 
wöhnlichen Eotationen  um  diesen  Punkt  zu  thun,  auf  welche  wir 
durch  Uebertragung  der  in  der  unendlich  feraen  Ebene  galtigen 
elliptischen  Geometrie  auf  den  Strahlenbündel  direct  geftthrt  wurden 
(p.  609).  Us  lileibt  demnach  mir  die  Frage  su  erörtern,  ob  nicht  eine 
Gruppe  auch  aus  {in  verallgemeinertem  Sinne  m  v^stehenden)  Drehungen 
der  Kugel  um  gewisse  Äxen  gebildet  werden  Icann,  die  sich  im  Baume 
nicht  schneiden.  Dass  es  solche  Gruppen  nicht  gibt,  beweist  man 
durch  folgende  Ueberlegungen*). 

Bei  einer  Rotation  bleibt  jeder  Punkt  der  Axe  fest.  Soll  also 
die  Combination  zweier  Rotationen  wieder  eine  Rotation  ergeben, 
so  müssen  Punkte  esistiren,  welche  aus  der  neuen  Lage,  in  die  sie 
durch  die  erste  Transformation  versetzt  werden,  vermöge  der  zweiten 
Drehung  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurückgeführt  werden.  Da  sich 
aber  jeder  Punkt  bei  einer  Rotation  auf  einem  Kreise  bewegt,  auf 
dessen  Ebene  die  Axe  (in  verallgemeinertem  Sinne)  im  Mittelpunlde 
senkrecht  steht,  so  sind  die  Äsen  der  beiden  fragliehen  Rotationen 
zwei  Perpendikel,  welche  in  den  Mittelpunkten  zweier  sich  in  zwei 
Punkten  sehneidenden  Kreise  senkrecht  zu  ihren  Ebenen  errichtet 
werden.  Zwei  solcM  Axen  aber  müssen  sich  schneiden.  Man  beweist 
dies  hier,  wo  es  sich  um  verallgemeinerte  Maassbestimmung  handelt, 
in  ganz  ähnlicher  Weise  durch  Symmetriegründe,  wie  man  es  bei 
gewöhnlicher  Maassbestimmung  thun  würde.  Der  Schnittpunkt  kann 
nun   entweder  innerhalb    oder   ausserhalb   der  Kugel   liegen.     Wäre 


*)  Vgl.  Klein  (Math,  Atmalen,  Bd.  9,  p,  186  f.),  dessen  Beweis  im  Texte  rait 
einigen  vereiafaelienden  Aenderungeu  wiedergegeben  ist.,  sowie  die  Note  au  p.  592. 
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letzteres  der  Fall,  so  würde  der  vom  Schnittpunkte  um  die  Kugel 
zu  legende  Tangenteakegel  (sowie  dessen  Berilhrungsenrve)  fest 
bleiben  mässeu.  Dieser  Kegel  aber  ist  ein  Rotationskegel  in  ge- 
w'ölinliehem  Sinne;  jede  lineare  Traoaformation,  welche  ihn  und  die 
Kugel  (folglich  auch  den  imaginären  Kugelkreis)  gleichzeitig  in  sich 
überführt,  ist  identisch  mit  einer  gewöhnlichen  Rotation  um  die  Äxe 
des  Rotationskegeis  Alle  Rotationen  der  Gruppe  würden  also  aus 
Drehungen  um  ätefelbe  Äse  bestehen;  sie  würden  dann  eine  Gruppe 
bilden,  wenn  sie  alle  durch  Wiederholung  einer  und  derselben 
Drehung  erzeugt  werden  können;  und  solche  Gruppen  haben  wir  in 
dei  That  früher  betrachtet  (p.  560  f.). 

Sollen  jetzt  mehrere  Rotationen  durch  Combination  zu  einer 
endlichen  Giuppe  Aulaas  geben,  so  werden  ihre  Äxen,  da  sie  sich 
gegenseitig  im  Innern  der  Kugel  schneiden  müssen,  entweder  einen 
und  denselben  im  Innern  gelegenen  Funkt  gemein  haben,  oder  alle 
in  einer  Ebene  liegen.  In  letzterem  Falle  müssten  die  gleichzeitigen 
Rotationen  um  die  (in  Bezug  auf  die  Kugel)  conjugirten  Polaren 
dieser  Äsen  ebenfalls  eine  Gruppe  bilden;  diese  conjugirten  Polaren 
aber  schneiden  sich  alle  ausserhalb  der  Kugel  in  dem  Pole  der  den 
Axen  gemeinsamen  Ebene;  aus  den  Drehungen  um  sie  eine  Gruppe 
zu  bilden,  ist  nach  den  soeben  gemachten  Erörterungen  nicht  mög- 
lich, es  sei  denn,  daas  alle  Axen  zusammenfallen.  Gruppen  von  (ver- 
allgemeinerten) Bewegungen  der  Kugel  in  sich  entstehen  also  nur, 
wenn  alle  Axen  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  im  Innern 
der  Kugel  (den  man  dann  zum  Mittelpunkte  machen  kann)  schneiden. 
Hieraus  geht  hervor,  dass  es  amser  den  von  uns  bereits  studirten  heine 
anäerm  Gruppen  von  linearen  Transformationen  der  binären  Y^änäer- 
licJien  gehen  hann. 

XIII.    Die  Darstellung  der  Wei'the  einer  complexeii  Variabelii 
durch  die  Punkte  der  Ebene, 

Bei  verschiedenen  Gelegenheiten  haben  wir  von  der  Repräsen- 
tation der  Werthe  einer  complexen  Veränderlichen  x  -^^  iy  durch-  die 
Punkte  einer  Ebene,  wie  sie  nach  Argand  und  Gauss  allgemein 
üblich  ist,  Gebrauch  gemacht  (vgl,  p.  105,  429,  608).  Diese  Dar- 
stellung beruht  wesentlich  auf  der  Benutzung  rechtwinkliger  Carte- 
siacher  Coordiuaten,  d,  h,  auf  metrischen  Begriffen  der  gewöhn- 
lichen Geometrie;  sie  liegt  deshalb  zunächst  ausserhalb  des  Rahmens 
der  von  uns  stets  in  den  Vordergrund  gestellten  Betrachtungsweise, 
und  wir  füllen  eine  wesentliche  Lücke  aus,  wenn  wir  im  Folgenden 
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zeigen,  dass  jene  Darstellung  durch  Vei'miÜlung  der  imaginären  Kreis- 
punkte mit  der  von  Staudt'scken  ^Präsentation  des  Imaginären  in 
völlige  Uehereinstimmung  gebracht  werden  hann. 

Betrachten  wir  sämmtliche  Strahlen  eines  Büschels  mit  imagi- 
närem Scheitel!  Jeder  Strahl  wirti  nach  von  Staudt  durch  einen 
reellen  Punkt  repräsentirt  (seinen  reellen  Träger)  und  eine  in  diesem 
Punkte  gegebene  Involution  mit  zugehörigem  „Sinne".  Diese  Invo- 
lution und  dieser  Sinn  sind  für  alle  Punkte  der  Ebene  dadurch  be- 
stimmt, dass  zur  Definition  des  imiiginären  Büschelscheitels  eine  ge- 
rade Linie  als  sein  reeller  Träger  und  auf  ihr  eine  gewisse  Involution 
mit  gewissem  Sinne  gegeben  sein  müssen  (vgl.  p.  109  ff.).  Jedem 
Punkte  der  Ebene  entspricht  hiernach  eine  gewisse  complexe  Zahl: 
der  Parameter  des  imaginären  Strahles  unseres  Büschels,  welcher 
durch  den  Punkt  hindurchgeht.  Die  Parameter  der  Strahlen  sind  in 
Folge  der  bekannten  Constructionen  (p.  447)  vollkommen  bestimmt, 
wenn  man  dreien  beliebigen  Strahlen  (d.  i.  reellen  Punkten  der  Ebene) 
die  Parameter  wer  the  0,  1,  oo  willkürlich  beigelegt  hat.  Auch  das 
DoppelverhUltniss  von  Yier  Strahlen  des  imaginären  Büschels  hat 
einen  völlig  bestimmten  Werth  (p.  454);  wir  wollen  dem  ent- 
sprechend kurz  von  einem  Doppelverhältnisse  der  vier  reellen  Träger 
sprechen;  in  diesem  Sinne  ist  je  vier  Punhten  d&-  Ebene  eine  bestimmte 
Zahl  als  ihr  Doppelvet-häUniss  heisulegen. 

Wir  fragen  zuerst  nach  dem  Orte  eines  Punktes  h^,  der  mit 
drei  gegebenen  Punkten  l^,  l^i  ^s  ein  reelles  Doppelverhälfcniss  bil- 
den soll.  Das  imaginäre  Centrum  unseres  Strahlbüschels  werde  mit 
F  bezeichnet,  der  conjugirt  imaginäre  Punkt  mit  P',  Ist  das  Doppel- 
verhältniss  P(Ai,  A^,  Ag,  l^  reell,  so  ändert  es  sich  nicht,  wenn  P 
mit  P'  vertauscht  wird;  wir  haben  also 

P(Xi,  L^,  Aj,  A^)  A  ^X-^i-  h,  h,  k), 
d.  h.  A^  liegt  auf  demjenigen  reellen  Kegelsclmitte,  imlcher  durch  die  FunMe 
Kl  Kl  K>  -^j  -P'  hindurchgeht.  Derselbe  reducirt  sich  insbesondere 
auf  eine  gerade  Linie,  wenn  die  Punkte  Aj,  K,  A3  auf  einer  geraden 
Linie  liegen.  Das  reelle  Doppel  Verhältnis  s  ist  offenbar  identisch  mit 
demjenigen,  welches  durch  die  vier  Verbiadungslinien  eines  beliebigen 
fünften  Punktes  des  Kegelschnittes  mit  Aj,  A^,  Ag,  A,j  bestimmt  wird. 
Wählt  man  nun  die  Strahlen  0,  1,  00  so  aus,  dass  ihre  reellen  Ti^äger 
in  einer  Geraden  liegen,  so  folgt,  dass  edle  PunJcte  mit  reellem  Para- 
meter eine  gerade  Linie  erfüllen.  Insbesondere  erreicht  man  dieses, 
indem  man  dem  reellen  Träger  von  P  den  Parameter  werth  od  bei- 
legt; dann  liegen  auch  die  Punkte  0,  i  (=  Y —  l) ,  00  nud  folglich 
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alle  Punkte  mit  rein  imaginärem  Parameter  in  gerader  Linie.  Wir 
specialisiren  die  Betrachtung  nur  sclieinbar,  indem  wir  jenen  reellen 
Träger  von  P  und  P'  zur  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene 
machen,  die  Punkte  P  und  F'  ferner  in  die  imaginären  Kreispunkte 
gelegt  denken,  denn  es  ist  hinlänglich  bekannt,  wie  alle  Sätze  über 
Kreise  auf  Kegelschnitte  mit  zwei  gemeinsamen  imaginären  Schnitt- 
pnnliten  übertragen  werden  können;  wir  haben  dadurch  den  Vortheil, 
dass  sich  die  folgenden  Betrachtungen  wesentlich  kürzer  und  präciser 
fassen  lassen.     Unsere  bisherigen  Resultate  lauten  dann: 

Sind  die  Punkte  0  mtd  1  in  der  Ehene  beliebig  gewählt,  so  ent- 
spricht  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  iesUmmte  complexe  Zähl  als  Para- 
meter eines  durch  den  einen  imaginären  Kreispunht  gehenden  Strahles. 
Dieser  Strahl  selbst  wird  durch  die  Involution  der  rechten  Winkel, 
deren  Scheitel  in  seinem  reellen  Punkte  liegt,  und  einen  beigegebenen 
Sinn  definirt.  Der  gewählte  Sinn  muss  natürlich  bei  allen  derartigen 
Involutionen  derselbe  sein*). 

Vier  PtmUe  (d.  h.  die  vier  imaginären  Strahlen,  deren  reelle  Träger 
sie  sind)  bilden  ein  reelles  Boppelverhältniss,  sobald  sie  auf  einem  Kreise 
oder  in  einer  Geraden  liegen,  und  umgekehrt. 

Schon  diese  Sätze  sind  mit  den  entsprechenden  der  gewöhn- 
lichen Darstellung  von  x  -\-  iy  in  der  „complexen  Ebene"  identisch. 
Um  die  völlige  Uebereinstimmung  zu  erkennen,  müssen  wir  noch  die 
Lage  des  Punktes  i  (=  Y —  l)  näher  feststellen.  Da  jeder  Para- 
meter im  Stvahlbüschel  durch  ein  Doppelverhaltniss  doflnirt  ist,  so 
führt  uns  dazu  direct  eine  früher  für  reelle  Strahlbüschel  gelöste  Auf- 
gabe, die  in  Gleichung  (7),  p.  118  zum  Ausdrucke  kam,  wenn  wir 
nur  die  entsprechenden  Constructionen  nach  der  von  Staudfc' sehen 
Methode  auf  imaginäre  Strahlen  übertragen.  Die  erwähnte  Gleichung 
lautete 


ß,-K    >t  -  KV 


Setzen    wir  hierin  A^  =  0,  X^  =  <x>,  l^  =  1 ,  folglich  re 1,   so 

geht  sie  über  in:  ft*  ^  —  1.  Der  früher  constrnirte  Funkt  ft  ent- 
spricht also  in  der  That  dem  jetzt  gesuchten  Strahle  i  unseres  ima- 
ginären Büschels.  Wir  übertragen,  wie  in  Fig.  16,  zunächst  die 
Punkte  0,  1,  oo,  —  1  auf  einen  Kegelschnitt,  uad  als  solchen  wählen 
wir  den  um   den  Funkt  0  mit  dem  Radius   1   beschriebenen  Kreis. 

*)  Auct  sonst  macht  sicli  bei  Constructionen  in  der  complexen  Elicne  die 
Hotliweiidiglieit  fölilLar,  dieser  Ebene  einen  bestimmten  Sinn  beiaiilogcn,  vgl. 
Wedellind,  a.  a.  0.  p.  13  und  Math,  Annalen,  Bd.  9,  p.  209. 
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Auf  ihn  projicireii  wir  die  erwähnten  "vier  Paukte  vom  imaginären 
Kreispunkie  P  ans.  Die  Linie  0-P  ist  dann  Asymptote  des  Krciaea; 
dem  Strahle  0  unseres  Büschels  entspricht  also  auf  dem  Kreise  der 
Punkt  P;  dem  Strahle  1  entspricht  auf  dem  Kreise  der  Punkt  1, 
dem  Strahle  —  1  der  Punkt  —  1,  dem  Strahle  c»  der  Punkt  P'. 
Wir  haben  jetzt  die  Linien  l^  - 1^  und  l^-  ^  zu  ziehen,  wenn  unter 
Aj,  Ag,  A3,  w  die  entsprechenden  Punkte  des  Kreises  verstanden  werden, 
und  von  ihrem  Schnittpunkte  M.  Tangenten  an  den  Kreis  za  legen. 
Die  ersture  Linie  ist  durch  die  Gerade  P'  -  00  gegeben,  fällt  aläo 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen,  die  andere  ist  der  Ort 
alier  Punkte  mit  reellem  Parameter.  Durch  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  letzteren,  d.  h.  zu  ihr  parallel,  haben  wir  an  den  Kreis 
Tangenten  zu  ziehen;  die  Berührungspunkte,  verbunden  mit  P,  geben 
die  Strahlen  i  und  —  i  unseres  Büschels,  sind  also  selbst  die  ge- 
suchten reellen  Punkte  dieser  Strahlen.  Die  FtinMe  i  und  —  i  liegen 
hiernach  in  der  Entfernung  1  vom  Anfangspmikte  cmf  einer  mr  „reellen 
Axe"  senkrechten  Geraden.  Dieselbe  ist  gleichzeitig  der  Ort  allei: 
Punkte  mit  rein  imaginärem  Parameter.  Hiermit  ist  die  üebeteiu- 
stimmung  unserer  Darstellung  von  x  -^  iy  mit  der  in  der  Fuuctionen- 
theorie  Üblichen  für  die  beiden  „Axeu"  nachgewiesen,  denn  z.  B.  der 
reelle  Werth  x  ist  das  Doppelverhältniss  der  Strahlen  0,  \,  x,  00, 
also  auch  der  zu  ihnen  perspectiv! seh  liegenden  Punkte  0,  1,  x,  oc; 
folglich  ist  X  die  Entfernung*)  des  Punktes  x  vom  „Anfangspunkte"  0. 
Auch  für  die  übrigen  Punkte  der  Ebene  wird  die  Uebereinstim- 
mung  sofort  deutlich,  wenn  wir  die  Aufgabe  behandeln,  die  Summe  6 
gweier  helieUgen  Funkte  (t  und  v  in  der  Ebene  su  consiruiren.  Diese 
Aufgabe  ist  bekanntlich  (p,  458)  als  besonderer  Fall  in  einer  früher 
behandelten  enthalten.  In  der  That  geht  die  Gleichung  (5),  p.  116 
durch  die  Substitution  A^  =  0,  A^  =  c»,  A3  =  1  über  in 

Es  bildet  daher  0  zusammen  mit  Aj  ein  Paar  der  durch  das  Paar 
ji,  V  und  das  Doppelelement  A^  bestimmten  Involution;  d.  h.  6  ist 
der  vierte  harmonische  Punkt  von  A^  in  Bezog  auf  A^'  und  00,  wenn 
mit  A/  das  zweite  Doppelelement  der  luvolution  bezeichnet  wird. 
Dabei  ist  A^'  als  vierter  harmonischer  Punkt  von  aa  in  Bezug  auf 
fi  und  V  leicht  zu  construiren.  Da  nämlich  die  vier  durch  P  gehenden 
Strahlen  (i,  v,  A/,  00  ein  reelles  Doppelverhältniss  {^=  —  1)  bilden 
sollen,  liegen  nach  Obigem  ihre  reellen  Punkte  in  gerader  Linie; 
das  Doppelverhältniss   dieser  Punkte   auf  der   Goraden   ist    ebenfalls 


*)  Vjjl.  33d.  I,  p.  ISO. 
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gleich  —  1,  uud  da  einer  von  ihnen  der  unendlich  fernen  Geraden 
angehört,  halhirt  der  zugehörige  (A/)  die  Verbindungslinie  des  Paares 
(t,  V.  Mittelst  derselben  Schltisso  ergibt  sich,  dass  6  auf  der  Ge- 
raden Z^  -  A/  liegen  muss  (wobei  A,  =  0),  und  zwar  so,  da'is  Xj  sich 
in  der  Mitte  zwischen  A^  und  ff  befindet.  Wir  haben  also  die  Strecke 
ft-v  zu  halbiren,  den  Hai birungsp unkt  Ag'  mit  0  zu  verbindun  und 
diese  Strecke  über  A/  hinaus  um  sich  selbst  zu  verlängern;  der  so 
gefundene  Punkt  ist  der  gesuchte  ff.  -^j    g^ 

BasseIhe  wird  auch  durch  die  ielcannte 
Farällelogramm-Consimction  der  Fwm-  ' 
Uonentheorie  etreicht  (vgl.  Fig.  30), 
womit  der  Beweis  für  die  behauptete 
Uebereinstimmung  erbracht  ist.  Das 
gewonneue  Resultat  darf  um  so  mehr 
Interesse  beanspruchen,  als  bei  der 
von  uns  durchgeführten  Darstellung 
der  Werthe  x  -\-  iy  durch  die  Punkte 
der  Ebene  jener  Widerspruch  fort- 
fällt, der  sich  sonst  zwischen  der  Behandlung  unendlich  ferner  Punkte 
in  der  Geometrie  und  in  der  Funetionentheorie  geltend  macht  (vgl. 
p.  504  f.).  Wenn  man  in  der  letzteren  der  Ebene  nur  einen  unend- 
lich fernen  Punkt  beilegt,  so  finden  wir  dafür  jetzt  eine  Erklärung 
in  dem  Umstände,  dass  jeder  Geraden  unseres  imaginären  Strahl- 
büschets,  also  auch  der  einzigen  reellen  (d.  i.  der  unendlich  fernen) 
Geraden  nur  ein  Pavameterwerth  zukommt. 

Die  harmonische  Lage  von  vier  Punkten,  von  der  wir  soeben 
Gebrauch  machten,  insbesondere  die  durch  sie  bedingte  Involution 
beanspruchen  zunächst  unsere  Aufmerksamkeit.  Nach  unseren  bis- 
herigen Bemerkungen  liegen  je  vier  ho/nnonische  Pwnkte  der  Ebene  auf 
einem  Kreise,  und  die  Verbindungslinien  der  Faare  sind  einander  in 
Besug  auf  den  Kreis  conjugiHe  Polaren.  Sind  daher  die  Doppeleletneitte 
eiiier  Involviion  beliebig  gegeben,  so  }mnn  man  alle  FuMhtepaare  der- 
selben m  folgender  Weise  construiren.  Durch  die  Doppelelemente  Q 
und  Q'  lege  man  einen  beliebigen  Kreis  und  coiistruire  den  Pol  H 
der  Sehne  Q-^'  (Schnittpunkt  der  Tangeuten  des  Kreises  in  den 
Endpunkten  der  Sehne);  jede  Gerade  durch  B,  welche  den  Kreis 
trifft,  schnenlet  auf  ihm  ein  Punktepaar  der  gesuchten  Involution 
aus;  indem  man  duiuh  Q,  Q'  alle  möglichen  Kreise  legt,  findet  man 
so  alle  Punktepaare  der  Involution. 

ITmgekehit  bietet  sieh  uns  die  Aufgabe,  die  Doppelelemente  einer 
dural  swet  Paare  1,  1'  und  2,  2'  hesiimmien  Involution  m  construiren. 
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Wir  behaupten  zunächstj  dass  ancb  die  Ecken  3,  3'  des  von  den 
beiden  gegebenen  Paaren  bestimmten  Tollständigen  Vierseits  der 
durch  diese  Paare  bestimmten  Inyolution  angehören*).  Zum  Be- 
weise betrachten  wir  alle  Kegelschnitte,  welche  die  Seiten  des  Vier- 
seits berühren;  die  Tangenteiipaare,  welche  an  sie  von  einem  be- 
liebigen Punkte  ans  gelegt  werden  können,  bilden  eine  Involution, 
insbesondere  also  auch  die  von  dem  imaginären  Kreispunkte  P  aus- 
gehenden Paare.  Unter  diesen  sind  aber  die  Verbindungslinien  von 
P  mit  den  Punkten  1,  1'  und  2,  2'  entlialteu,  sowie  auch  diejenigen 
mit  3,  3';  diese  drei  Paare  von  Verbindungslinien  gehören  also  der- 
selben Involution  an,  folglich  auch  ihre  reellen  Punkte,  w.  z.  b.  w. 
Dasselbe  gilt  von  den  reellen  Punkten  irgend  zweier  zusammen- 
gehörigen Sirahlen  der  benutzten  Involution;  diese  reellen  Punkte 
sind  als  Schnittpunkte  mit  den  conjugirt  imaginären  Tangenten  keine 
anderen  als  die  Brennpunkte  der  betreffenden  Kegelschnitte**),  In 
der  complexm  Ebene  gehören  daher  die  Paare  von  Brennpunkten  aller 
KegdsdinÜte  mit  vier  gemeinsamen  reellen  Tangenten  m  derselien  In- 
volution, welche  divräi  irgend  zwei  der  drei  vorhommenäen  Punktepaare 
bestimmt  wird. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  aber  nicht  alle  Paare  der  Involution; 
denn  in  der  Schaar  gibt  es  nur  einfach  unendlich  viele  reelle  Brenn- 
punkte, die  eine  Curve  erfüllen.  Die  letztere  ist  leicht  zu  bestimmen. 
Seien  i^=0  und  0^0  die  Gleichungen  der  beiden  Punktepaare 
l,  1'  und  2,  2'  in  Liniencoordinaten  m,  v,  so  sind  alle  Kegelschnitte 
unserer  linearen  Schaar  in  der  Form  i^4-A(|>  =  0  darstellbar;  ihre 
Bremipmthte  sind  also  die  in  dem  Gewebe 
(J)  F+X<i>-\-(i(u'  +  v')  =  0 

vorkommenden  unmiUich  vielen  Punktepaare.  Von  allen  diesen  Punkte- 
paaren aber  wissen  wir,  dass  sie  eine  Curve  dritter  Ordnung  erfullmi: 
die  Hermite'sche  Curve  des  Gewebes,  und  dass  die  Punkte  jedes 
Paares  auf  dieser  Curve  ein  „Polepaar"  bilden***),  da  die  Curve  gleich- 
zeitig die  Jaeobi'sche  Curve  des  dem  Gewebe  conjugirten  Netzes 
ist.  Die  Axen  der  Kegelschnitte  umhüllen  die  Jaeobi'sche  Ourve 
des  Gewebes  und  die  Hermite'sche  Curve  des  conjugirten  Netzes. 
Aus  dem  Gewebe  kann  mau  unendlich  viele  lineare  Kegelschnitt- 
scbaaren  herausgreifen;  sie  führen  alle  zu  derselben  Curve  dritter 
Ordnung  als  dem  Orte  ihrer  Brennpunkte.     Da  von  der  Curve  drei 

*)  Vgl.  Mübiua,  Gesammelte  Werke,  Bd.  2,  j>.  227  (185.S), 
**)  Vgl  Bd.  I,  p.  101. 
***)  Vgl.  Bd.  T,  p,  520  f.  imd  627  ff. 
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Polepaare,  nämlich  1-1',  2-2'  und  P -  T'  gegebea  siad,  so  kann 
die  Construction  beliebig  vieler  Punkte  der  Curve  nach  der  Schro- 
ter'schen  Methode  erfolgen*). 

In  jeder  dem  Gewebe  (I)  angehörigen  linearen  Schaar  befindet 
sich  eine  Curve,  von  der  die  unendlich  ferne  Gerade  berührt  wird, 
also  eine  Parabel.  Der  eine  Brennpunkt  derselben  liegt  unendlich 
weit,  der  andere  (im  Bndlichen  gelegene)  werde  mit  C  bezeichnet. 
In  der  Strahl eninvolution  mit  dem  Centrum  P  gibt  es  nur  einen 
Strahl,  vpelcher  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  einem  Paare  der  In- 
volution ergänzt.  Es  ist  daher  C  der  reelle  Punkt  die-ses  Strahles 
und  gemeinsamer  Brennpunkt  aller  m  dem  Gewebe  (1)  vorkommenden 
Taräbeln.  Da  der  Punkt  C  auch  nur  durch  einen  anderen  Punkt  zu 
einem  Punktepaare  des  Gewebes  (1)  ergänzt  werden  kann,  so  folgt, 
daas  die  erwähnten  Parabeln  eine  gemeinsame  Axe  haben,  dasa  sie 
also  ein  „confocales  System"  bilden**). 

Zur  Construction  von  C  gelangen  wir  durch  folgende  Ueber- 
legungen.    Durch  die  Involution  wird  jedem  Punkte  der  Ebene  ver- 


möge einer  linearen  binären  Transforma.t]on   ein   anderer  Punkt  der- 
selben Ebene  zugeordnet.     Das  Doppelverhältniss  von   vier  Punkten 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  529,  541,  902.  Der  Ort  der  Brennpunkte  einer  Kegel- 
scbnittaohaar  ward  von  Salmon  beatimmt:  Analytische  Qeouietiie  der  Kegel- 
sclinitte,  Au%abe  7  und  8  iu  ait  310  der  Kweiten  Auflage  von  Fiedler's 
Bearbeitung;  dieser  Ort  ist  von  Schröter  und  Dnrfege  in  Bd.  .5  der  Math. 
Aunalen  eingehend  atudiit 

**)  Wie  laei  dem  Systeme  confoealei  Ellipsen  uc  1  Hyperbeln  gehen  d  irch 
jeden  Punkt  der  Ebene  zwei  Cnireu  de''  Systems  die  sich  leohtwinkbg  duich- 
schneiden.  Man  erhält  die  Gleichung  eines  Kolchen  Systems  leicht  dnich  dua- 
listische Ueberti'agnng  aus  Bd  I  p  IdG  wenn  man  belenkt,  dasa  von  den  yipi 
gemeinsamen  Tangenten   aller    onfocalen  Paiabeln   ?wei  in   die  ujiLeudli:,h  fernp 

40* 
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wild  iKo  bei  dieset  Zuordnung  nicht  geändert.  Ist  das  Doppel- 
vPihaltnisfi  Tön  viel  Punkten  reell,  so  ist  auch  daa  Doppelverhältniss 
lier  ent&pi  echenden  Punkte  reell,  d.  h.  Funicte,  weWie  auf  einer  Geraden 
oder  auf  einem  Kreise  liegen,  gehen  in  ebensolche  Fvmkte  über.  In 
unseiem  durch  die  Paare  1-1'  und  2-3'  bestimmten  vollständigen 
Vieiteite  liegen  die  Punkte  1',  2,  3',  oo  in  gerader  Linie,  folglich 
die  zugeoidneten  Punkte  1,  2',  3,  G  auf  einem  Kreise  (vgl.  Fig.  31), 
da  1,  2  ,  "  nicht  Punkte  derselben  Geraden  sind;  ebenso  ergibt  sich, 
dass  die  Punkte  1,  2,  3',  0,  ferner  1',  2,  3,  G  und  1',  2',  3'  G  je 
auf  einem  Ereise  liegen.  Wir  erhalten  so  beiläufig  den  Satz:  Die 
vier  Kreise,  welche  sich  um  die  vier  von  den  Seiten  eines  Vierseiis  ge- 
iildeten  Dreiecke  heschreihm  lassen,  schneiden  sich  in  einem  gemeinschaft- 
lichen Funkte.  Dieser  gemeinschaftliche  Punkt  ist  der  Brennpunkt  C 
unserer  Parabeln;  der  Brennpunkt  also  wird  durch  Vermittelung 
jener  Kreise  gefunden.  Die  durch  F  gehende  Ase  des  eonfocalen 
Parabelsystems  (in  Fig,  31  mit  y  bezeichnet)  enthält  den  unendlich 
fernen  Mittelpunkt  (Pol  der  unendlich  fernen  Geraden)  aller  unserer 
Parabeln,  sie  ist  also  parallel  zu  derjenigen  Gferaden,  welche  als 
Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  die  das  Vierseit  berühren, 
die  Strecken  1-1',  2-2'  und  3  -  3'  gleichzeitig  halbirt. 

Bisher  betrachteten  wir  nur  eine  gewisse  einfach  unendliche 
ßeihe  von  Punktepaaren  unserer  Involation,  welche  sich  auf  einer  be- 
stimmten Curve  dritter  Ordnung  zu  Polepaaren  anordneten.  Um  alle 
Punktepaare  ^er  Involution  zu  erhalten,  müssen  wir  uns  einfach  un- 
endlich viele  derartige  Ourven  construirt  denken.  Zu  allen  diesen 
Curven  muss  der  Punkt  G  in  derselben  Beziehung  stehen.  Sei  nun 
4-4'  ein  nicht  auf  der  bisher  untersuchten  Hermite'schen  Curve 
gelegenes  Paar  der  Involution,  so  muss  man  von  1-1'  und  4-4' 
aus  zu  demselben  Punkte  0  durch  die  entsprechenden  Constructionen 
gelangen;  die  Linie  f  aber  wird  jetzt  eine  andere  Lage  annehmen. 
Umgekehrt  können  wir  durch  G  eine  beliebige  Gerade  ziehen  und 
sie  als  Axe  eines  Systems  eonfocaler  Parabeln  benutzen.  Der  unend- 
lich ferne  Punkt  dieser  Axe  liefert  uns  zusammen  mit  G  ein  Polepaar 
auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  die  durch  ein  weiteres  Polepaar 
(etwa  1-1')  vollkommen  bestimmt  ist  (da  ausserdem .  die  Kreis- 
punkte P  und  P'   ein  Polepaar   bilden   müssen).     Alle  a/nderen  PoU- 


Gerade  KUsarameDgefallen  sind,  während  die  beiden  anderen  den  Brennpunkt 
mit  den  imaginären  Ereispunkten  verbinden.  Die  Gloiclinng  einer  sololien  Sohaar 
ergibt  sich  auch  für  )/ =•  0  aus  (44),  p.  304  in  Variabeln  x  und  ^.  Möbiua 
bezeichnet  C  als  den  Centralpunkt  der  Involution. 


y  Google 


Projootivisolie  und  metrische  G-eomutrie.  629 

paare  ^sselben  Systems  auf  dieser  Ourve  ge/wren  dann  offenhar  eheiv- 
falls  3J[  den  Pwnkti^aaren  unsej-er  Involution.  In  dem  imaginären 
Strahlböseliel ,  das  von  P  ausgeht,  ist  nur  ein  Strahl,  der  mit  dem 
durch  C  gehenden  ein  Paar  bildet;  dieser  Strahl  aber  ist  reell,  wird 
also  durch  jeden  seiner  (nnendlich  fernen)  Punkte  dargestellt;  und 
deshalb  kann  0  mit  jedem  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden  zu- 
sammen ein  Polepaar  der  erwähnten  Art  bilden.  Sei  nun  F  ^  0 
die  Gleichung  des  Paares  1-1',  und  U=0  die  Gleichung  des 
Punktes  C,  so  ist  die  Gleichung  des  Polepaares,  dessen  einer  Punkt 
mit  C  zusammenfällt,  von  der  Form  ü{u-^vv)=0.  Alle  mit 
diesen  beiden  Piiaren  auf  derselben  Curve  dritter  Ordnung  liegenden 
Polepaare  sind  die  in  dem  Gewebe*) 
(2)  F+lV(u  +  vv)  +  i,(u'+v)-n 

dessen  Gleichung  analog  zu  (1)  gebildet  ist,  ^oikommenden,  m 
Puuktepaare  zerfallenden  Kegelschnitte.  Die  doppeli  unrndhchen 
vielen  Ftmlctepaare  der  Involution  werden  dahe>  lon  denjenigen  Paaren 
",  als  Gurven  mveiter  Klasse  in  dem  drei/ach  unendhcheit 
enthalten    sind,    das    durch    die 


(3)  hF-\-lOu  +  mÜv-\-  n(u^  -l-v^)  =  0 

dargestellt  mrd,  wenn  J:,  l,  m,  n  variahle  Pajameter  heileiifen.  Die 
Punktepaare  der  Involution  sind  gleichzeitig  die  leellen  Biennpunkte- 
paare  aller  Kegelschnitte  der  viergliedrigen  Schaar  (3). 

Die  Involution  enthält  zwei  reelle  Doppel elemente;  an  zwei 
Stellen  der  Ebene  muss  es  also  vorkommen,  dase  die  Brennpunkte 
eines  Paares  msammenfallen,  d,  h.  dass  die  entsprechenden  Kegel- 
schnitte in  Kreise  übergehen.  Um  diese  Stellen  zu  bestimmen,  be- 
trachten wir  den  Büschel  von  Ourvon  zweiter  Ordnung,  dessen  Curven 
sämmtlich  zu  allen  Kegelschnitten  des  Systems  (3)  coujogirt  (mit 
ihnen  in  vereinigter  Lage)  sind**).  Jeder  der  vier  Basispunkte  dieses 
Büschels  stellt,  doppelt  gezählt,  eine  Ourve  zweiter  Klasse  dar,  die 
zu  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  conjugirt  ist;  denn  ein  Doppel- 
punkt muss  auf  der  Curve  zweiter  Ordnung  liegen,  um  die  Forderung 
dei  ,veieimgten  Lige   zu  eifullen^'^)    In  dem  Kegelsehnittsj steme  (3) 

■*)  Man  übei/eugt  sicli  leioht  dass  Ais  allgeaiemete  Gewelio  la  den  du 
imagmaien  Ereisiunkte  loik  mmen  dmch  eine  Cleicliing  dei  Fciui  {2)  la 
gestellt  wild 

**)  Vgl    Bd    I   p  386    wo  «  =  2    )  =  3  au  nehmen  ist 
***)  Vgl    Bd   I    p  625    —  Ea  sei  h  er  beueiU     dl  s   maa   fnich  dem  \o 
gange  von  Reyel   awe    u    eiuaulei    ton  u gute   (odei  m  ei     r  ^PieWnten  Lage 
beflndlii'he)  KegelBLhnitte  inth  &\b  zu  oiiia,ndei  opolai  beaeichaet 
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kommen  daher  vier  doppelt  zählende  Punkte  vor:  die  gemeinsamen 
Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  des  conjugirten  Büschels.  Hiemach 
müasten  auch  yier  Brennpunktepaare,  d.  i,  Paare  unserer  Involution, 
in  Doppelpunkte  ausarten;  da  die  Involution  aber  nur  zwei  Doppel- 
elemente besitzt,  so  sind  von  diesen  vier  Punkten  stete  zwei  ima- 
ginär. Ber  SU  (3)  conjugirle  Büschel  hat  datier  zivei  imaginÖ/re  vmd 
zwei  reelle  BasispunUe;  die  letzteren  stellen  in  der  complexen  Ebene  die 
B&ppelelemente  der  durch  1-1'  und  2  -  2'  gegehenm  Involution  dar. 

Es  muss  jetzt  nm*  noch  angegeben  werden,  wie  man  diese 
Doppelelemente  constructiv  bestimmt.  Für  alle  Kegelschnitte  des 
erwähnten  Büaeliela  bildet  der  Punkt  C  mit  jedem  Punkte  der  un- 
endlich fernen  Geraden  ein  Paar  conjugirter  Pole;  die  unendlich 
ferne  Gerade  ist  daher  die  Polare  des  Punktes  G,  d.  h.  C  ist  der 
gemeinsame  Mittelpunkt  aller  Kegelschnitte  des  Büschels"*).  Da 
ferner  auch  die  imaginären  Kreispunkte  eiu  conjugirtes  Polepaar 
bilden  sollen,  so  hestehen  alle  KegelsiAnitte  des  Büschels  aus  cmcen- 
trischen  gleichseifigen  Hyperbeln  (d,  i.  Hyperbeln  mit  zu  einander  recht- 
winkligen Asymptoten).  Näher  definirt  werden  sie  dadurch,  dass  sie 
aUe  ein  in  der  Ebene  beliebig  gegebenes  Punktepaar  1-1'  zu  con- 
jugirten  Polen  haben  sollen.  Dieses  Punktcpaar  stellt  also  diu 
Doppelelemente  derjenigen  Involution  dar,  welche  von  den  Hyperbeln 
des  Büschels  auf  der  Verbindungslinie  von  1  mit  1'  ausgeschnitten 
wird.  Letztere  Verbindungslinie  wird  daher  in  den  Punkten  1,  1' 
von  je  einer  Hyperbel  des  Büschels  berührt**),  die  leicht  zu  con- 
struiren  ist.  Die  in  1  berührende  Hyperbel  z.  B.  muss  auch,  da  sie 
ihren  Mittelpunkt  in  C  hat,  durch  den  auf  der  Linie  1  -  C  gelegenen 
Punkt  I  gehen,  der  von  C  in  entgegengesetzter  Richtui^  ebenso  weit 
entfernt  ist,  wie  der  Punkt  1.  Da  die  beiden  Tangenten  in  den  End- 
punkton eines  Durchmessers  einandei  jiarallel  sein  müssen,  so  ist 
auch  die  Taugente  der  Hyperbel  m  I  bekannt,  ferner  der  zu  beiden 
parallele  conjugirte  Durchmesser.  Die  beiden  Winkelhalbirenden  der 
conjugirten  Durchmesser  liefern  dann  sofort  die  Asymptoten  der  Hy- 
perbel***). Wir  Icennen  also  vier  Tangenten  und  deren  .Berührungs- 
punkte für  die  gesuchte  Hyperbel,  so  dass  wir  jetzt  beliebig  viele 
Punkte  derselben  linear  constuiren  können.  Ebenso  wird  die  zweite 
Hyperbel,  von   der  die  Gerade  1-1'   in  1'  berührt   wird,  näher  be- 


*)  Gleichzeitig  ist  C  der  „Mittelpunkt"  aller  in  Betracht  kommenden  Cur- 
ven  »äiitter  Ordnung,     Ueber  solcte    Curveu    mit   Mittelpunkt  vgl,  Eüpper, 
Scblömilch's  Zeitschrift,  Bd.  10  und  14, 
**)  Vgl.  Bd.  I,  p.  134  f. 
***)  Vgl,  ßd,  1,  p.  81  f.  und  92  tf. 
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atimmt;  von  den  vier  SchniitpimMm  ieider  sind  swei  reell  und  liefo-n 
in  der  complexen  Ebene  die  Doppelelemente  der  gegebenen  Involution. 

Die  Auffindung  der  letzteren  häugt  von  einer  quadratischen 
Gleietung  ab;  die  biquadratische  Gleichung,  welche  die  vier  Basis- 
punkte des  Büschels  von  Hyperbeln  bestimmt,  muss  sich  daher  auf 
zwei  quadratische  reduciren.  In  der  That  ist  auch  das  eine  in  dem 
Büschel  enthaltene  reelle  Liuienpaar  bekannt;  somit  ist  nur  die  eine 
der  beiden  Hyperbeln  mit  den  Linien  dieses  Paares  zum  Durchschnitte 
zu  bringen;  die  Construction  der  zweiten  Hyperbel  ist  nicht  noth- 
wendig.  In  der  That  muss  ja  jenes  Linienpaar  gleichzeitig  zu  den 
beiden  Verbindungslinien  von  C  mit  den  imaginären  Kreispunkten 
und  zu  denjenigen  mit  1  und  1'  harmonisch  liegen;  es  ist  also  durch 
die  beiden  Winkelhalbirenden  dieser  k'tzteren  Linien  gegeben.  Von 
der  gegenseitigen  Lage  der  gleichseitigen  Hyperbeln  macht  man  sich 
leicht  ein  Bild,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Gleichung  des  Büschels 
in  der  Form 

x^  —  1  —  y'-'  -{-  2lxy  =  0 

geschrieben  werden  kann.    Dabei  haben  die  vier  gemeinaamcu  Punkte 
die  Coordinaten 

it  =  +  1 ,  y  ^  0     und     «  =  0 ,  J/  =  +  * . 
Das  reelle  Linienpaar  ist  xy  ^  0*). 

Die  nunmehr  bekannten  Doppeleleraente  der  Involution  mögen 
mit  Q  und  Q'  bezeichnet  werden.  Jedes  Punkt«paar  auf  ihrer  Ver- 
bindungslinie, das  zu  beiden  harmonisch  liegt,  gehört  dann  ebenfalls 
der  Involution  an.  Schlagen  wir  femer  um  die  Strecke  Q  ~  Q'  als 
Durchmesser  einen  Kreis,  so  schneidet  jede  auf  Q  -  (^'  senkrechte 
Linie  diesen  Kreis  in  einem  Paare  der  Involution.  Dieser  Kreis 
bildet  mit  der  Linie  Q  -  Q'  susammen  eine  der  tmendlich  vielen  Curven 
dritter  Ordnung,  derm.  Polepaare  unsere  Involution  darstellen.  In  der 
That  wird  man  durch  die  bekannte  Vierseitaconsfcruction  (p.  627)  von 
zwei  der  erwähnten  Punktepaaren,  die  nicht  beide  auf  Q  -  Q'  liegen, 
stets  zu  einem  dritten  Paare  geführt  (vgl.  Fig.  32).  Je  vier  Linien 
eines  solchen  Vierseits  werden  von  zwei  Kreisen  berührt,  deren  Mittel- 
punkte in  Q  und  Q'  liegen.  Die  Brennpunktepaare  aller  Kegel- 
schnitte, welche  dieselben  vier  Geraden  berühren,  liegen  auf  der  er- 


*)  Demselben  Hyperbsln- Systeme  begegnet  mau  bei  dei  Umcli  die  Irani;- 
formation  J  =  3  +  a~^  vetmittelten  oonfoiinea  Abbildung  \^\  /,  B  iat'I  XIV 
in  Ilolzmiiller'a  Einführuag  in  die  Theorie  dei-  ieogooilen  \  erwmdtsili  lEton, 
Leipzig  1882. 
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wähnten  zerfailenden  Curve  dritter  Ordnung*),  Zu  jedem  soleheu 
Paare  gehören  unendlich  viele,  einander  confocale  Kegelschnitte  des 
Systems   (3);  insbesondere   erhält   man  so  alle  reellen  Kreise,  welche 


in   dem   dreifach   unmiälicken  Systeme  (3)    von  Ctirveit  sweiter  Klasse 
vm-homme/fi:  die  Sifsteme  concentriscJier  Kreise  um  die  Punlde  (^  und  Q'. 

Daas  in  der  That  nur  eine  einzige  Gleichung  zweiten  Grades 
zur  Bestimmung  der  Doppel elemeiite  einer  Involution  nöthig  ist, 
wird  auch  geometrisch  vollkommen  deutlich,  wenn  man  nach  von 
Staudt's  Theorie  des  Imaginären  diese  Construetion  in  der  com- 
plexen  Ebene  ausführt.  Es  seien  die  beiden  Paare  (i-  v  und  A,  -  Ag 
in  der  Ebene  gegeben.  Durch  die  fünf  Punkte  (t,  v,  A^,  Ag  und  den 
imaginären  Kreispunkt  P  denken  wir  uns  einen  (imaginären)  Kegel- 
schnitt gelegt.  An  ihn  haben  wir  von  dem  Schnittpunkte  JV  der 
Linien  ji-v  und  A^-Ag  die  beiden  Tangenten  zu  legen;  ihre  Be- 
rührungspunkte liegen  auf  der  reellen  Polare  von  N  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt.  Die  reellen  Punkte  der  Verbindungslinien  von  P 
mit  diesen  Berührungspunkten  aind  die  gesuehten  Doppelelemente  der 
Involution.  Die  vollkommene  Durchführung  der  verlangten  Con- 
struetionen  mit  Hülfe  der  früher  entwickelten  Methoden  (p.  110  ff.) 
bietet  keinerlei  Schwierigkeiten  und  dürfte  auch  nicht  umständ- 
licher sein/  als  die  Bestimmung  der  Doppelelementc  durch  die  vorhin 
benutzten  gleichseitigen  Hyperbeln. 


*)  Diese  ausgeartete  Curve  wird  von  Durege  a.  a.  ü.  als  Ort  der  Ereuii- 
punkte  einer  Eegelschnittschaai:  betrachtet. 


y  Google 


Piojfcchvischt  iiiiJ.  luttiiiclic  Geometiic  633 

In  dieser  Wetse  lasst  sich  jede  det  frukei  im  reeUm  oder  imagi- 
nären Strählbüschel  mttgefuhrtm  Consfruchimen  auf  die  complexe  Ebene 
übertragen,  wenn  auch  durch  solche  Uebertiagang  nicht  immer  die 
einfachsten  Conatructionen  gewonnen  werden.  Eine  grosse  Erleich- 
terung für  die  complexe  Ebene  wird  dadurch  erreicht,  dass  man  die 
Punkte  0,  1,  oo  zunächst  bei  der  Oonstruction  auszeichnet  und  erat 
nachträglich  durch  beliebige  Punkte  der  Ebene  ersetzt.  Es  möge 
dies  im  Folgenden  an  einigen  Beispielen  erläutert  werdeu, 

1)  Aufgabe  5,  p.  116.  Es  soll  ein  Punlct  6  gefunden  werdm, 
tvelcker  susammen  mit  einem  gegebenen  Fimlde  Xi  ein  Paar  einear  Invo- 
lution hüdetf  die  bestimmt  ist  durch  ein  anderes  Paar  (i,  v  und  einen 
ihrer  reellen  Doppelpmkte  X^. 

Für  Aj  ^0,  ^2  =  00,  ig  =  1  wurde  6  ^  ji,  ~\-  v;  und  diireh 
Uebertragung  der  von  Staudt'schen  Coustruction  fanden  wir  oben 
die  gebräuchliche  Gonstruction  der  Summe  zweier  coraplexen  Zahlen 
(vgl.  Fig.  30,  p.  625).  Legen  wir  jetzt  Aj,  A^,  A3  an  beliebige  Stellen 
der  Ebene,  so  haben  wir  einfach  folgende  Regel  zur  Auffindung  von  ff: 
Man  lege  einen  Kreis  K^  durch  [i,  v  und  A^,  einen  Kreis  K^  durch 
Aj  und  (i,  so  dass  er  den  Kreis  K^  in  ft  rechtwinklig  schneidet, 
ebenso  durch  A^  und  v  einen  Kreis  K^,  welcher  mit  Ki  in  v  einen 
rechten  Winkel  bildet.  Der  moeite  SchnittpunJ^t  von  K^  und  K^  ist 
der  gesuchte  Punkt  0.  In  der  That  liegen  auch  in  Fig.  30  die  Punkte 
0,  (i,  6  und  0,  V,  ß  je  auf  einem  Kreise,  welcher  von  der  Geraden 
ft  -  V  orthogonal  geschnitten  wird.  Diese  Gerade  aber  geht  b.ei  Ver- 
legung des  Punktes  00  (durch  lineare  Transformation)  in  einen 
Kreis  über. 

Man  kann  auch  zuerst  das  zweite  Doppelelentent  A/  aufsuchen. 
Zu  dem  Zwecke  zieht  man  in  A^  die  Tangente  von  K^,  bringt  die- 
selbe in  M  mit  der  Linie  fi  -  v  zum  Schnitte  und  legt  von  M  aus 
die  zweite  Tangente  an  K^\  ihr  Berührungspunkt  ist  A/.  Man 
braucht  nur  noch  den  Kreis  K^  mit  einem  durch  A;,  A3  und  Ag'  ge- 
legten Kreise  K^  zum  Schnitte  zu  bringen,  um  6  zu  finden. 

2)  Aufgabe  0,  p.  117.  üb  soll  ein  Punkt  a  gefunden  werden, 
welcher  einen  gegebmien  PunJct  A,  m  einem  Paare  einer  Involution  er- 
gänzt, die  durch  ewei  gegebene  Paare  i>,  v  und  A^,  A^  defmirt  ist. 

Pör  A3  =  cxj  wurde  die  Aufgabe  im  Vorstehenden  von  uns  be- 
handelt; wir  haben  jetzt  nur  in  Fig.  31  das  Paar  1-1'  durch  (i-Vj 
das  Paar  2  -  2'  durch  Aj  -  A^  zu  ersetzen.  Der  Punkt  G  ist  dann 
identisch  mit  dem  von  uns  gesuchten  Punkte  ir.  Legen  wir  nun  A3 
an  eine  beliebige  Stelle  der  Ebene,  so  gehen  die  Geraden  der  Fig.  31 
in  Kreise  über,   und  wir  erhalten  folgende  Gonstruction:    Man  lege 
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einen  Ki'eia  K^  durch  fi,  A, ,  ^;i, 


„  „        K        »        (^y   K>   h, 

„  „      IC^       „      V,  l^    und    den    zweiten   HcliüitfcpuDkt   (^4) 

von  K^  mit  K^, 

„  „      Kf^       „      /(,   Ag    und    den    zweiten    Schuittpunit   (l^ 

von  £^|  mit  K^; 
die  beiden  Kreise  K^  und  K^   treffen  sich  in  äeni  gesuchten  Funkte  jT; 
uad  durch   denselben  Punkt  gehen   die  beiden  Kreise  hindurch,  auf 
denen  bez.  die  Punkte  ji,  Aj,  A/  und  v,  l^,  A^  gelegen  sind. 

Lassen  wir  jetzt  insbesondere  ■l^  =  0,  A^  =  00,  A^  ^=  1  werden, 
so  geht  die  oben  erwähnte  (p,  623),  für  unsere  Aufgabe  charakte- 
ristische Gleichung  über  in: 

Unsere  Construetion  löst  also  in  diesem  Falle  die  Aufgabe,  das  Frodud 
swder     eomplexe^i    Zahlen    con~ 

'  strucUv  M  iesUmmen*).  Man  hat 

^^v  zu  dem  Zwecke  einen  Kreis  K^ 

durch  ft,  0  und  1  zu  legen  (vgl. 
Fig.  33),  den  Punkt  v  mit  1 
durch  eine  Gerade  K^  zu  ver- 
binden, welche  Ky  in  k^  trifft, 
sodann  den  Kreis  Kj,  durch  v, 
0  und  1  zu  legen  und  mit  der 
Verbindungslinie  K^  der  Punkte 
/i  und  1  in  A/  zum  Schnitte  zu 
bringen,  endlich  den  gesuchten 
Schnittpunkt  %  der  Geraden 
V  -  A/  und  (i  -  A^  zu  bestim- 
men. Der  Punkt  ir  liegt  dann 
sowohl  mit  den  Punkten  ft,  Aj 
A, ,  X^  auf  je  einem  (in  Fig.  33 


(-  0),  K, 


I  mit  den  Punkten  v. 


*)  Diese  Aufgabe  wird  sonst  durch  VcrraitÜung  gewisser  ähnlicher  Dreiecke 
gelöst;  vgl.  z.  B,  Holzmäller,  a.  a.  0.  p.  11.  Daa  Dreieck  0  -1-fi  wird  dui'cli 
eine  Aehnlicblseitetraneformatioa  in  die  nene  Lage  0  -  !•  -  jt  abergeführt.  Wird 
If^v,  so  erhält  man  suooessive  alle  Punkte  fi',  fi^,  ....  Daes  alle  dieae  Punkte 
auf  einer  logarithmiscliea  Spirale  liegen,  ist  eine  Conaequena  des  Satzes,  dass 
sieh  bei  einer  AehnlichkcilstrauBformation  alle  Punkte  auf  logarithmischen  Spi- 
ralen bewegen  (vgL  oben  die  Note  zn  p.  54&). 
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piinktirten)  Kreise.  Ist  fi  reell,  so  geht  7^  ia  eine  gerade  Linie 
über;  sind  fi  und  v  reell,  so  hat  man  die  frühere  von  Staudt'sche 
Construction  anzuwenden. 

Für  ft  =  v  wird  die  Construction  unbrauchbar.  Die  dann  ent- 
stehende Aufgabe,  das  Quadrat  ^^  =  %  einer  gegebenen  Zahl  zu  con- 
Htruiren,  wird  offenbar  in  der  folgenden  Weise  gelöst.  Man  ver- 
längere die  Strecke  0-ft  über  0  hinaus  um  sich  selbst;  dadurch 
lindet  man  den  Punkt  ft',  der  mit  ft  zusammen  die  Doppelelemente 
der  Involution  bildet.  Durch  (t,  ft'  und  1  lege  man  einen  Kreis 
und  conatruire  dessen  Tangenten  in  (t  und  ft';  dieselben  mögen  sich 
in  M  schneiden;  die  Gerade  M-\  schneidet  dann  auf  dem  Kreise 
den  gesuchten  Punkt  (i.^  aus. 

Die  umgekehrte  Aufgabe,  aus  einer  gegebenen  Zahl  %  zu  der 
Zahl  +  ]/jr  durch  Construction  zu  gelangen,  führt  zu  der  schon  be- 
hbindelten  (p.  630)  zurück,  die  Doppeleiemente  einer  durch  zwei 
Paare  (0  -  oo  und  %  -  X^  bestimmten  Involution  aufzusuchen. 

3)  Es  soll  ein  FunU  v  gemäss  der  Qlei^wig  (8),  p.  119  con- 
struvrt  werden.  Die  Aufgabe  ist  in  der  Umkehrung  der  vorhergehenden 
enthalten.  Für  den  Fall  k^  =  0,  X^  =  c»,  1^='!  gibt  sie  die  oben 
besprochene  Construction  des  Punktes  *  (p.  623  f.)  Die  Verallgemei- 
nerung der  letzteren  durch  Verlegung  des  unendlich  fernen  Punktes 
führt  also  zur  Coiisiruction  der  Dc>ppelelemente  einer  Involution,  welche 
durch  zwei  Puiiktefpaare  eines  und  desselben  Kreises  definirt  vmd,  falls 
diese  Paare  m  einander  harmonisch  liegen.  Auf  dem  Kreise  K  mögen 
^1  und  A3  harmonisch  zu  Xg  und  A^  liegen;  dann  lege  man  durch  A3 
und  A^  einen  Kreis  .E,,  welcher  K  in  beiden  Punkten  rechtwinklig 
schneidet,  ebenso  einen  zweiten  Kreis  K^  durch  A^  und  Ag,  der  eben- 
falls K  unter  rechtem  Winkel  begegnet.  Die  beiden  Schnittpunkte 
von  K^  und  K.^  sind  die  gesuchten  Doppelelemente. 

Nächst  der  harmonischen  Lage  von  vier  Punkten  ist  die  äqui- 
anharmonische  Lage  in  Betracht  zu  ziehen.  Da  dieselbe  in  bekannter 
Weise  bei  den  binären  cubischen  Formen  zur  Anwendung  kommt, 
so  können  wir  auf  die  Theorie  der  letzteren  verweisen*),  welche 
auf  der  Kugel  schon  hinreichend  besprochen  wurde  (p.  614),  Nimmt 
man  insbesondere  die  drei  Grundpunkte  auf  dem  durch  sie  zu  legenden 
Kreise  äquidistant  an,  so  wird  die  Covariante  Q  durch  die  drei  dia- 
metral gegenüberliegenden  Punkte  dargestellt,  und  die  Hesse'sche 
Covariante  durch   den  unendlich  fernen  Punkt  und   den  Mittelpunkt 

*)  Vgl.  Boltrami  und  W.idekind  a.  a,.  0. 
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dea  Kreises.  Bringt  man  dann  den  unendlich  fernen  Punkt  durch 
lineare  Transformation  in  eine  beliehige  Lage,  so  bildet  ec  zusammen 
mit  dem  anderen  Punkte  der  Hesse'sehen  Covariante  die  beiden 
„Grenzpunkte"  eines  Systems  von  Kreisen,  die  sich  in  zwei  imagi- 
nären Punkten  schneiden  (vgl.  p.  610),  und  auf  deren  jedem  unend- 
lich viele  Formen  dritter  Ordnung  liegen,  welche  alle  dieselbe 
Hesse'sche  Covariante  besitzen. 

Bei  der  geometrischen  Definition  des  allgemeinen  comp  lex  en 
Doppelverhältnisses  k  ~\-  iß  von  vier  Punkten  legten  wir  früher  Ge- 
wicht darauf,  dass  man  stets  vier  reelle  Punkte  construiren  kann, 
deren  Doppeiverhältniss  gleich  einem  Vielfachen  von  a,  und  vier 
andere,  deren  Doppeiverhältniss  gleich  einem  Vielfachen  von  ß  ist 
(p.  123  ff.).  In  der  complexen  Ebene  dagegen,  wo  das  Doppeiver- 
hältniss von  vier  auf  einem  Kreise  befindlichen  Punkten  stets  direct 
durch  dasjenige  von  vier  reellen  Strahlen  dargestellt  wird  (p.  623), 
können  wir  uns  darauf  beschränken,  einen  vierlen  Punkt  anmgebm, 
der  mit  dreien  äer  gegd)enen  Funkte  cmf  einem  Kreise  liegt  und  mit 
ihnen  das  Doppeiverhältniss  2a,  sowie  einen  andern,  äer  mit  ihnen  in 
gleicher  Weise  das  Doppeiverhältniss  2ß  hestimmt.  Seien  /l,,  A^,  A3,  A^ 
die  gegebenen  Punkte,  so  denken  wir  uns  durch  lineare  Transforma- 
tion Aj,  Ag,  A3  bez.  an  die  Stellen  0,  1,  oo  gebracht;  dann  geht  A^  in 
a  +  *(5  über.  Mit  Hülfe  des  Punktes  a  —  iß  construiren  wir  nach  1) 
die  Summe  («  +  iß)  -\-  (11  —  iß),  d.  h.  den  Punkt  2k.  Sodann  pro- 
jiciren  wir  von  einem  Punkte  M  des  durch  Aj,  A^,  Aj  gelegten 
Kreises  die  Punkte  0,  1,  2a,  00  auf  diesen  Kreis;  dann  lässt  sich 
durch  Jf  in  bekannter  Weise  ein  Strahl  M  -  (i  so  construiren,  dass 
die  Relation 

M(0,  00,  1,  2a)  A  M{X„  A3,  A3,  ft) 
besteht;  der  Schnittpunkf  (t  dieses  Strahles  mit  dem  Kreise  ist  der  ge- 
suchte Punkt,  welcher  mit  Ai,  Ag,  A^  zusammen  das  Doppeiverhältniss 
2a  iestimmt;  ebenso  ergibt  sich  durch  Benutzung  der  Subtraction 
ein  Punkt,  der  mit  A^,  A3,  A3  ein  Quadrupel  vom  Doppel  Verhältnisse 
2ß  bildet*).  Wenig  eomplicirter  wäre  es,  Punkte  zu  construiren,  die 
mit  dreien  der  gegebenen  zusammen  die  Doppel  Verhältnisse  cc  bez.  ß 
ergeben. 

Wenn   es  unser  Zweck  war,  in   den  letzten  ünter.suchungen   zu 

*)  Wedekind  definirt  a.  a.  0.  ein  complexes  Doppeiverhältniss  mit  Hülfe 
der  Winkel,  nutor  welchen  die  duvch  je  drei  der  vier  Punkte  zn  legenden  Kreiee 
sick  gegenaeitig  sclmeiden. 
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zeigen,  wie  die  Vorstellungen  der  allgemeinen  projeetiviselien  (Cay- 
ley'schen)  Maassbestimmung,  also  auch  der  mcht-Euclidisehen 
Geometrie  für  mannigfache  Probleme  von  Vortheil  sind,  ganz  uii- 
abhäcgig  davon,  welchen  Dienst  diese  Vorstellungen  bei  Prüfung 
der  Grundlagen  der  Geometrie  bieten,  so  muss  hervorgehoben  werden, 
daas  unsere  Betrachtung  über  die  Darstellung  der  complexen  Wertlie 
X  -\-  iy  in  der  Ebene  nicht  mehr  zu  diesen  Problemen  zu  zählen  ist. 
Wir  glaubten  nur,  auf  dieselbe  eingehen  zu  sollen,  da  wir  ihrer 
wiederholt  bedurften,  und  da  ea  nothwendig  schien,  den  Zusammen- 
hang mit  der  von  Staudt' sehen  Theorie,  welche  sonst  der  projecti- 
vischen  Denkweise  naher  liegt^  klar  an  legen  und  an  Beispielen  näher 
zu  verfolgen.  In  der  Mathematik  ist  es  an  sieh  erlaubt,  eich  eines 
jeden  Hülfsmittels  zu  bedienen,  das  zum  vorgesteckten  Ziele  fährt. 
Dem  methodischen  Gedankengange  zu  Liebe  verschmäht  man  oft  das 
eine,  bevorzugt  das  andere,  auch  wenn  letzteres  für  den  Augenblick 
weniger  handlich  erscheint.  Wenn  man  sich  aber  entschliesst,  die 
vorscliiedenen  Methoden  und  Hülfamittel,  wie  sie  sich  gerade  dar- 
bieten, zu  benutzen,  so  ist  es  stets  ausserordenthch  lehrreich,  sich 
bei  jedem  Schritte  doch  des  Zusammenhanges  dieser  Methoden  unter 
einander  bewusst  zu  bleiben;  und  aus  diesem  Grunde  dui-ften  wir  noch- 
mals länger  bei  der  Theorie  imaginärer  Elemente  verweilen. 
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!s.  641 

Fs-Biiacbel    208,   316  ff.;   —  zweien 
Fj    umschrieben    262;    Büscliel   von 

—  n  236;  —  imaginärer  166,  163,  188; 

—  Abbildung  421;  s.  auch  Eotationa- 
u,  Tangenten — . 

Kegelschnitte  149  f.,  198  f.,  302  ff.;  — 
auf  F,  157;  —  Schnitt  zweier  F^ 
234  ff.;  —  m  einer  Schaar  von  Fl. 
3.  Kl.  262  ff.;  —  .Transformationen 
in  sich  373  ff.;  —  cuhlsche  (tj)  250; 

—  sphärische  (0^)  378. 
Kehlellipae  173. 
Kempe  429,  547. 

Kemfläohe  bei  Correlationen  403. 

Killing  234,  236,  446,  478,  481,  485, 
606,   624f.,   633,   539,  .548,  555,  557. 

Klein,  B,  126, 

Klein,  F.  44,  68,  85,  107,  110,  147.  318, 
371  f.,  377,  383,  396,  431,  434,  439, 
446,  455,  467,  472,  474,  495,  537, 
533,    669,    663,    574,    586,    690,   599, 

605  ff.,  620,   650, 
Klögel  428. 
Kötter  13ü, 

Kreis  37,  206,  419,  431,  472,  476,  517, 

538 ;  —  Definition  545. 
Kreispnukte  einer  F^  189,  285, 
~  imaginäre  in  der  Ebene  636. 
KreifiBchnitte  einer  F,  187  ff,,  285. 
Kronecker  154,  164,  168,  236,  403,  525, 

593,  605. 
Krümmung  477, 

—  scurven  der  F,,  gewöhnliche  u.  ver- 
allgemeinerte 291  ff,;  auf  Para- 

holoiden  300;  —  auf  Kegeln  324  ff.; 

—  auf  Kugeln  322 ;  —  auf  Eotations- 
kegeln  332;  —  auf  Cylii,dern  333  ff. 

—  smaass  525,  633, 
KryataUsysteme  593. 
Küpper  630. 

Kürzeste  Linien  480;  —  auf  F^  a.  geo- 
dätische Linien, 
Kürzeste  Entfernung,  s.  Entfernung, 
Kugel,  Glchg.  4,  37,  171;  —  verallge- 
meinerte 822, 496,  523;  —  Parameter- 
darstellung 4  f.,  36,  275;  —  Polaren- 
theorie 138, 182  ff. ;  —  Abbildung  427, 

606  ff. 

Kugelkreis,  imaginärer  182  f.,  606;  — 
Transformationen  in  sich.  37Öff.,  608; 
a.  auch  Bewegungen,  Focallinien, 
Hanptaxen,  Kreisschnitte,  Rotations- 
flächen, Winkel. 


Lagrange  106,  168,  428. 
de  La  öonrnerie  1, 
Laguerre  193, 
Lam^  2G9,  272, 
Lambert  428. 
Lange  260. 
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Ijs,-p1nce  168. 

Legendre  651,  556,  563. 

Lie  398,  318,  372,  396,  46S,  5iÜ.  GÖO. 

Linienbiindel  21,  502,  521. 

LinieMCOOräinaten ,   a,  Coordinateii  und 

Gerade. 
— feld  21. 
LiouTJlle  429. 

Lipachitz  360,  384,  448,  525,  647. 
Livet  137,  165. 

Lobatscheffsky  467,  474  f,,  494. 
Lotze  554. 
Loria  404,  654. 
Lttroth  108,   110,  115,  125  f.,  128,  234, 

293,  446,  155. 


Mao-Cnllßgli  269. 

Maolaurin  238. 

Magnus  19  f.,  53,  195,  278,  403.  (j47, 

Malfatti  420. 

Mannlieim  I,  377,  646, 

Mehler  643  £f.,  557. 

Metrik  461  ff.,  494  ff. 

Meyer,  Fr.  249, 

Miuding  526. 

Minnigeiods  593. 

Mittelpunkt,  der  Kugel  4;  —  einei-  F^ 

160;  — saäclienl65ff.,254,29lEf.,312. 
Möbins   20,  44,  51  f.,  70,   81,   341,  3G3, 

376f.,  429,  439  f.,  448,  514,  627,  611, 

619,  626,  623. 
Moivre  438. 

Moment  zweier  Geraden  47,  607. 
Monge  1,   23  f.,  69,  104,  137,  168,  189, 

291. 
Morton.  383. 
Müller,  H.  288. 
Multiplication,  ooaatructive  117  fF.,  458, 

634. 


HaLelpuntt«,  e,  Kreispunlite. 

Nemnaßü,  C.  611. 

Newcomb  512,  527, 

Nicht- BuclidiBClie    Geometrie   468;    s. 

Geometrie. 
Normalen  der  JFj  im  confocalen  Systeme 

286 ff.;  —  vei-allgemeinerte  291,  513, 

613. 
KormalForm  der  Glchg.  einer  Ebene  11; 

-  der  Glchg.  einer  F,  e.  Fl.  2.  Ordg. 
NullajBtem  53,  343;  e.  linearer  Cl 


Oetaeder  677;  —form  616, 
Ordaung  einer  JP^  86 ;  —  einer  Cai-^re  207. 
Orthogonale  TranaformatioD  357,  384, 
—  Coordinaton  s.  Coordinaten. 
d'Ovidio  248,  512. 


Painvin  308. 

de  Paolis  455. 

Pappns  337,  429. 

Parabel  204;  —  cubiscbe  251; 
perboliache  oabiBohe  251. 

Paraboloid,  Transformation  anf  Nornial- 
form  175,  260;  —  elliptischea  156, 
162,  178,  190;  —  hyperbolisches  156, 
158,    162,    179,    190;    s.   auch    Kota- 

Parallele  Ebenen  16,  157,  162,  181. 

—  naiiom  433,  467,  549  ff, 

—  Gerade  7,  602;  —  —  eu  einer  Ebene 


-  iiy- 


Parameter,  a,  Coordinaten,  Ebenenbfln- 
del,  Ebenenbaschel,  Flächenbüschel, 
Punktreihe,  Sti-ahlbüachel;  —  des  Cl, 
398,  401;  —  der  Congrnenz  1.  Ordg. 
u.  El.  60. 

—  darstellnng  einer  Carve  5  f ;  —  einer 
Ebene  99 ;  —  eines  Ebenenbündels  99 ; 
einer  Fläche  B;  —  der  Kugel  4  f.; 
B.  elliptische  Coordinaten,  Polarcoor- 
dinaten  u.  Abbildung. 

Parent  3,  63,  164. 

Pascarscher  Sata  111,  147,  613. 

Pasch  348. 

Peaucellier  429. 

Perspectivische  Lage  34  f. 
410. 


Peyrard  £ 

Pitot  3. 

Plöcker  1 

164  f.. 


9  f.,  554. 


19,   27,   43  f.,   52,  56,   81,  147, 
168,   194,   201,   204,  231,  257, 

369f,,  278,  283,  304,  396,  399,  404,  420. 
Poincare  462,  478,  495,  624,  528. 
PoiuBot  44,  51,  377. 
Poiseon  168, 
Pol,   bei  P,   137;  —  bei   Kegeln  n.  C, 

149;  —  bei  Abbildung  der  i\  a.  Pro- 

jectaonspunkt. 
Polarcoordinaten  279, 
Polare,  reciproke  od.  conjugirte  bei  Cl, 

53;  —  oOHJngirte   bei   F^   137,   147; 

bei  Kegeln  u.  C,  150. 

Polavebene  bei  Fj   135;    bei  Kegeln  u. 


PolartetraEder     139; 

zweier  F^  309  ff.,  263  ff.; Aus- 

aitnngen  215  ff. 

Poncelet  104,  137,  155,  184  f.,  189,  210, 
231,  234,  360,  431. 

Postulate  547  ff. 

Prodact,  B.  Multiplioatiou . 

Projection,  atereographische  420,  427, 
539,  608;  — smetkoden  1;  — spunkt 
416,  421,  429. 

Projectivische  Beziehung  98;  s.  Geo- 
metrie; —  Erzeugung,  s.  Erzeugende. 

Proieotivität  37  ff. 

ProkluB  551,  554  f 
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Punkt,  ülcbg  18,  90;  —  imaginärer 
109,  — cooidinatea,  a,  Coordinateiii 
—  epaai  300,  — feld  35;  —reihe  35, 
28,  97  f,  441 


(jimdratisclie  Formen,  a.  Form. 
Quadratsumme,  bei  einer  F^,  s.  l'olar- 
.    tetraSder  u.  Hauptaxen;  —  liei  zwei 

F.  210. 
Quefelet  234,  283. 


Bauracurve,  s.  Carsc. 

Reoiprooii^ti,  s.  Ver wandt sctaft. 

Reciproke  Radienvectoren  439. 

Reguläre  KBrper  559  ff. 

Reinhardt  619. 

Reye  36,  388,  393,  629. 

EioMungewinkel  einei-  Geraden  3;  — 

der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  16. 
Riemann  107,  468,  474,  478,  494,  541, 

619,  524  ff.,  539  f.,  546,  603,  611, 
Roberts  269,  398. 
BodriguGS  384. 
ßosanes  360. 
Rosenhain  397. 
Rotation  s.  Drehung. 
Eotationa-Cjlinder  180,  336;  -Ellipsoid, 

abgeplattetes  173,  —  verlängertes  173 ; 

—  Fläche    2.  Ordg.    186,    263,    313; 
-  eonfocale  273  ff.;   ^Hyperbo- 


i  174; 


I  174,  : 


\ts.  043 

Seydewitz  238,  250. 

Simaon  439. 

Singuläi-e  Ebenen  u.  Punkte  bei  Gl  404; 

—  r  Pnnkt  bei  F^  s.  Spitze. 
Singularimtenfläche  404  ff. 
Sinn  einer  Blementenreihe  108  ff. 
SinUBsata  483. 
Sohncke  593. 
Sourander  168. 
Species,  b.  Gattnng. 
Sphäroid,    s.  abgeplattetes    Eotatioiis- 

ollipsoid, 
Sphärisoha  Geometrie  523;  a.  Kugel. 
Spiegelung  381. 
Spitze  des  Kegels  148. 
Stahl  401,  489. 
de  Stainville  137. 
Staude  269,  297  f. 
Y.  Staudt  36,   53,  107,  115,  118,  135  f, 

128  f.,  2S8,  434,  439,  454  f. 
Steiner  35,   44,   70,  106,  1-J2,   147,   1Ü6, 

283. 
Stepbanos  611. 
Stcreographisohe    Projection ,     s.    Pro- 

jection, 
Stolz  110,  128. 
Strahlbüschel  36,  65. 
Strahlenbflndel  26,  501,  521,  527  f. 
Strablenfeld  36. 
Strahlen  System,  a.  Congruenz. 
Stnrm  107,  360,  389,  606. 
Substitution,  s.  Transformation. 
Summe,  s.  Addition. 
SylTeater  53,  145,  164,  168,  333  f. 


:,  474,  C27. 


Sacoheri  468. 

8almonI94,  378,  283 

Schell  874. 

Schellbaoh  430. 

Schering  525,  650. 

Sohlömiloh  174. 

Schmiegungsebeoe  bei  C^  240. 

SohönfliesB  195,  373,  593. 

Sohranbenbewegung  375,  497,  520. 

Schraubenlmie  337,  376,  397,  52U. 

Schröter  36,  106,  195, 238,  249,  403,  637. 

Sehnbert  201. 

Schutte  554. 

Schumacher  467. 

Schur  526. 

Schwarz  588,  591. 

Seohaeok,  a.  Brianchon. 

Segre  404. 

Sehnen  einer  Cj  239. 

Selling  382. 

Serret,  J.  A.  304. 

Serre^  P.  27. 

Servois  137. 


Tait  374- 

Tangente  einer  Curve  26,  —  einei- 
Fläche  26;  —  einer  0,  343;  -  s.  Fl. 
2.  Ordg.  u.  Kegel. 

Tangentenebene  26;  —  der  F^  137, 
282;  —  der  O^  247. 

Taagentsnkegel  d.  F^   135,  194; 

beim  confocalen  Systeme  280,  235. 

Tetraeder,  bei  homogenen  Coordinatea 
80,  460i  —  Form  und  Gruppe  677, 
616;  —Inhalt  15. 

TefcraBdral-Oomplex,  s.  Comples. 

Theon  550. 

Thiele  543,  548. 

Thomae  448,  490,  674. 

Thomson,  W.  270,  374,  429. 

Trägheitsgesetz  der  quadratischen  For- 
men 145. 

Transformation,  directe  odei  eigentlichi' 
der  Coordinaten  74,  —  homogene 
92  fl.;  —  symmetiiaohe  oder  un 
eigentliche  74;  —  orthogonale  3S1, 
—  einer  F^  auf  kanonische  od  Ifor 
malform  s.  Polart-etraedei  u  Haupt 
äsen;  —  auf  kanonische  Form,  zweiei 
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F,  209  ff.,   25Sff.; einer  F^  w. 

eines  Cl  346 ff.;  eines  Gl,  6B,  363 f.; 

—  in  sich,  eigentliche  einer  0^  373  ff., 
382  ff.,  Ö86;  —  —  uneigentliche  einer 

Cj380ff.,385; eines  CT,  389ff, 

unendlich  kleine  395; einer  F^ 

356  ff.,  365  ff.,  eigtl.  n.  nneigtl.  368, 
371; binärer  Formen   561  ff.; 

—  —  der  Kugel  610  f.;  s. Verwandt- 
schaft. 

Translation,  s.  Verscliiebmio-, 

Trans  on  44. 

Treffgerade  26,  42;  —  einer  Curve  245; 

— n  gemeinsame  dreier  Geraden  69; 

von  Tier  Geraden  70. 

Trigonometrie  480  ff.,  519. 
Tschirnhaua  603,  605. 


Unebene  Corve,  s.  Raumcuive 
UneigentlioheTranstoimittiüU,  s  'l'ians 

foimation. 
Uneadlich  ferue  Ebene,  a    Ebene 
Unendlich  ferne  Punkte  463,  469,   496, 

517,  639;  s.  PondamentalflichH 


1  oke  "ig he    F    13o     409; 

—  — ■  allgeme  ne  401  ff     — ^  —  eines 

Ci,    II  sei    ebl e  ne    F^  id 

s  oh  413 
V  e  se  t  voUstacd  ges  A'^o 
Vierse  ts  onstr     t  onen  mo    sehe 

(jonstr  et  oneii 
Vogt  194 
\  oss,  A  257,  360,  368,  383,  389,  404, 413. 


Wedekind  561,  583,  613,  617,  623,  635  f. 

Weierstrass  164,  168,  233  f.,  297,  403, 
462,  478,  481. 

Weiler  318. 

Wiener,  Ch.  1;  —,  H.  126. 

Winkel,  Definition 543;  —zweier Ebenen 
16,  191  f.,  497;  —  zweier  Geraden  7, 
474,  507,  523,  536;  —  einer  Geraden 
gegen  eine  Ebene  13,  191;  —  ge- 
streckter 548,  551;  —  rechter  183  f., 
608,  547; Deflnition  544. 

Wren  62  f.,  164. 

Würfel,  s.  Octaader. 

Wuodt  543,  548,  665. 


,   metiiaehei  Begiiff'' 


Zahleo    in   der   Geometrie   655;    ■ 

ganae  435; rationale  441,  468; 

—  iiTatioaa-Le  446,  534. 

Zeutlien  201,  446,  455,  647. 
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Verbesseruugea  nnd  Znsätee. 


; 

N  t      L       Itp  Dl       tatt  ^ 

8 

Re  he    h       SQ     1  E 

statt 

Träte 

des       we 

tons  t  äM)  e  n    a  de     K  n  g  1  e  ge 

Bblothek   V 

0  handene 

^\ 

k  1    3  nTtel    wah  ecd  tha  1   s  a 

a  0 

Tatö 

d          t  t 

- 

7       u    I    d  esen  d  e  Cle   hu      n 

nd  le 

Bu  li  t  b      1 

h 

e  sBtEen    In  oh  ■»    _/         eb      o 

n    1 

1      I 

t  lg  nd 

(.  i 

hungen 

L       luv  statt  a    ß   y 

6  y. 

a.       „    in   der   ersten    Gleichung 

(45)    (l 

'  ~  ft)  ' 

cos  «    statt 

(^- 

-s,)cos«. 

1    V. 

u.     Lies  hez,  (i,  r  statt  l,  fi. 

8  V. 

o.        „     „die"  statt  „der". 

13  ■ 

,  u.      „      ?\tatti.. 

8,      „  10  y,  0.       „     zweiten  statt  ersten. 

,,  13   p.  0.       „     ersten        „      zweiten;    ebenso   S.  38,   Zeile    1    v.  i 
und  8.  39,  Zeile  i  y,  o.  auf  der  rechten  Halbseite, 

l,      „  3  y.  u.     In  der  Deteiininante  lies  x^,  J/j,  S3  statt  3,,  Sj,  Sj, 

j,      „  5  ¥.  0.     Lies  linear  unabhängige  statt  nuabhängige. 

„  7  y.  0.      „     (3)  statt  (4). 

i,      „  7,  9,  10   V.  o.    und  Zeile   13   und   11    v.  u.   ist    der   Nenner   m   z 

ersetzen  durch  —  ■ 

„  12  y,  0.    Lies  Y-Z-Ehene  statt  X-Y-Kbein^. 

„  15  und  16  V.  ö.  siad  mit  einander  au  yertauschon. 

,,  15—24  ist  a  durch  c  zu  ersetzen. 

„  6  V.  u.   Lies  ihre  statt  die  ihrer. 

),     „  5  V.  u.      „     x(i       „      sq. 

l,       „       1   V,  o.        „      (11)        „        (0). 

„     7,  13,  16  V.  0    Lies  (Ua)  statt  (15) 

S,      ,1  5  V.  u.    Lieb  «okher  Betrachtungen  statt  det  Öleichungen  (16). 

l,     „  1  y,  o.    Die  Worte  „des  Complexes"  sind  zu  &tieiclien 

l  uod  55.     Ueberall  sind  die  Vorzeichpn  der  Grossen  «,  ö,  c  au  ändern. 

r,  Zeile  10  V.  o.    Lies   —  ^  statt  ^ 
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Verbesseriingea  imd  Zusätae. 


Iq  Fig.  10   steht   der  Bucihstalje   rp   fiilsolilich   am  Puaktü  B   statt   ; 
Punkte  Ä-^  rp  soll  den  Winkel  DAO  bezeichnen. 


eilü  4  V 

u. 

Lies  —  -j  statt  ä. 

,        1    V. 

u. 

„     DAG    „    BBC, 

,     10  \ 

,     11  •> 

0. 

~  tl   g          st-itt            Otg  — 

,       2 
!       9  T 

1  ö 

ul  U   11  1  11  \          Das  Voi     lohei 

i    -»    md  0  sinl  zi  vcitiiischi,u 

hs  ist  zu  bemeiken     dass  hiei  und 

1  der  Aimeiking)  dei  Emfaolilieit  talbei  9'  » 


In  do    Ncte  sind  r-f-vi     ^  x  —  jzi  veitauschpn 
,    „     ,,  Zeile  7  "v  Lies  Octante       titt  Oiid  ante 

Theone  des  Cjlmdioids  vgl.  feinei  ManohLim,  Comptes 


Miliz 


',  Zeile  3  V.  0.     Lies  Xa'  statt  ta. 

„      'J  V.  n.     Unter    den    beiden    Quadrat  Wurzelzeichen    ist    diis   Vor- 
zeichen au  ändern. 

',      ,,       2  T.  n.  und  S.  77,  Zeile  2  und  4  v.  o.     Dia  Zeichen  +   sind   ai 
streichen. 

,      „      8  V,  0.     Lies  (6)  und  (6)*  statt  (4)  und  (4)*. 

I.     lü  den.  Gleichungen  (17)   «nd  (17)*  sind   die  Vorzeichen    der  GrosBen 
a,  6,  c  fiberall  zu  ändern. 

,  Zeile  10  V.  u.    Lies  ct.,  b^,  a^,  d^   statt  a-^,  i^,  c^. 

,     „      3  ¥.  0.         „     (23)  statt  (3S). 

,     „      2  V.  o.         „     2/V^i**i  ^^^^  2]1l  dfXf. 

,      ,,      6  V.  o.    Der  Factor  ji  ist  k«  streichen. 

„      7  V.  o.  und  S.  85,  Zeile  8  v.  u.    Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzel- 
zeichen ffiuss  lauten; 

(".«.  -  <^Af  +  («.«.  -  ".«.)^  +  {<^A  -  ö.«,)^ 

,     „      11  y.  o.    Lies  (23)*  statt  (23). 

„      5  V.  u.  „  (23)        „      (23)*. 

,      „      13  V.  u.       „  d  statt  j), 

„       1  V.  o.  „  ud  -\-  cosa  statt  ud. 

„  vd  +  cos  (3      „     vd. 

„      ö  V.  o.         „     „folgt  aus  (19)  für  (^  =  CO  "  statt  „folgt  ans  (19)". 

„      7  u,  8  Y.  0.  Die  Worte  „eine  Proportion . . .  bleibt"  sind  bu  streichen. 

„       15  y.  o.     Lies  „x,  —  0  mit  x^  =  0"  statt  „x.  =  0". 

„      1  V.  u.         „     vp^|^  statt  rpf^,. 

„      1  V.  0.     Die  hier   eingeführten,   völlig  willkürlichen  GrösBon  0'.^ 

hängen  mit  dem  C^j,  nicht  in  derselben  Weise  i 

die  auf  S.  84  mit  G-,  bezeichneten  Constanten. 
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Vert esse  111  u gen  and  Zusätze. 

Seite     91    Zeile  14  v   o     Lies  (2S)*  statt  (2^1 
„         93  1        1    12    14    15     D  e  obe    n  I  AI 

du        i        z     e  setzen 
„         9         n  den  tle        d  en  (61    unl  (5  )      nl  d  e  Buois  dben 
e  uan  er  zu     c  taue  hen     In  (5      s  nd    au  se  d  tu 
l  ez    z     e  eetzen   \a  ch  1 
„        Ot  u     L  e      de    Ebene    statt    k   =  ii     und  y 

de    Ebene  =0  a 

1  e    Lbene  a:   ^  O  ß 

£  4        0      De  Zall   o       t  jel  m  Ii       N  i 

Zähler  zu  stellen. 
96,     ,,      9  V.  u.    Lies  196  statt  117. 
„       8  T.  u.       „      80        „      83. 
„       lüO,  IS  T    o  des  dei' 
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kl     ht              tr          1      Dff 

d           anl 

3      rt 

m  g    ä       Dipl      1  alt 

14a,  Zeile  7   V.  u.     Lies   j^fa^b    —  a   b   \      t  tt      {ab     j)        C  emiUs    den 

Formeln  fip^j,  '=q  ^  =  —  v         at  de  selbe  Aus  1  'iik  weiter 

gleiok  - — 1  (o6uw)^ 
1U4.     Näheres   über   die  Kenntn  s  e   der   int  1  en   C  eom  te      n    1er  analy- 

tiacheu   Georaotrio    fnlet   ruan    n   dem   We  ke      on  ZeutJiea: 

Die   Lekre    von    den   K  f,  1    hn  tte       m    \!te  tb  n  e     übersetzt 

von  Fjseher-Benzon    K  pe  hag  n  lb8 
168.     Die  i'ör  das  Hauptaxenp  ol  1   n   g  ma  hten  Lt    atu  angaben   mögen 

durck   den  Hinweis   a  f  c  ne  A  be  t   von  L  jsch  ta   TeiToil- 

ständigt  werden:     Alhaadlung  n  d      Be  1  ae    Akademie,    1873. 
194,  Zeile  3  v.  u.    Die  Asjmptotenkegel     nd  dann     gle  ehae  tige" ;    vgl. 

Joackimsthal,  Celle     Jon-nal    PI    56    1859 
196.     Es  sei  notk  auf  Bd   2,  i      4      1      Aufgaben  au  rnlun^  von  Magnus 

verwiesen 
238.     Für  die  Theoue  dei  Cu  ven  d    tte    0  du  ng  m  gen  h        neck  Bwei 

Aufsitze  von  Hui-«   t  Bl    20  u    l  bO  d      Mdll .  Annalen 

em  ihnt  werden 
2^3,  Zeile  9  x    u      Lies  Polartetiagder  statt  Polaidreieck. 
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Yerlag  toii  B.  G.  Teubiier  in  Leipzig. 

Benter,  Dr.E,,  Lohi-ev  an  derKönigl.  Pcoviniial-Gewerbegeliiile  zu  Erfurt, 
Untersuchungen  über  Tangentialkegel  und  die  Curven 
zweiten  Grades.  Mit  2  autograptirten  Figu rentafeln.  [IV  u.  44  S.J 
4.     1871.      geh.  n.  A  2.— 

Clebscll,  Dr  A  Prof  an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhe  [f  als 
Professor  IE  Grittingeu],  Vorlesungenüher  Geometrie.  Beai-heitet 
und  herausgegeben  von  Dr,  Ferdinand  Lindemann.  Mit  einem 
Voiwoit  TOn  Felix  Klein.  Erster  Band.  [XII  u.  1050  8.]  gr.  8. 
1875     geh  n.  Ji  2i.— 

Auch  m  awei  Teilen: 

I    Teil  [<-    1— 496j.    n.  ^  11.-20.     [Vergi-iffen.] 
IL   —     [S.  I— XII  u.  407—1050],     n.  Ji  12,80. 

Dingeldey,  Dr.  Priedricll ,  Privatdocent  an  der  technischen  HoehschuJe 
zu  Darmstadt,  topologische  Studien  üher  die  aus  ringförmig 
geschlossenen  Bändern  durch  gewisse  Schnitte  erzeng- 
baren  Gebilde,  Mit  37  Figuren  im  Texte  und  5  lithographirten 
Tafeln.     [VIII  u.  54  S,]     gr.  8.     1890.     geh.  n.  A  2.40. 

über    die    Erzeugung    von    Curven   vierter    Ordnung 

durch    Bewegungsmechanismen.      Inaugural-Dissertation.     Mit 
6  lithogi'aph.  Tafeln.  [VIIIu.GlS,]     gr,  8.     1885.    geh.    n,^2.— 

Dur^ge,  Dr.  H.,  ordentlicher  Professor  an  der  Universität  zu  Prag, 
die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung.  Eine  Zusammen- 
stellung ihrer  bekannteren  Eigenschaften,  Mit  44  Figuren  in  Holz- 
schnitt.    [XII  u.  343  S.]     gr.  8.     1871.     geh,  n.  A  7.20. 

Escherieh,  Dr.  Gustav  von,  Professor  an  der  Universität  Czernowita, 
Einleitung  in  die  analytische  Geometrie  des  Raumes. 
[VIII  u.  282   S.]     gr,  S,      1881.     geh.  n.  ^15.20. 

Fiedler,  Dr.  Willielm,  Professor  am  Polytechnikum  zu  Zürich,  die 
Elemente  der  neueren  Geometrie  und  der  Algebra  der  binären 
Formen.  Ein  Beitrag  zur  Einführung  in  die  Algebra  der  linearen 
Transformationen.    [VI  u.  235  S.]    gr.  8.    1862.    geh,   n.  Jf  4.40. 

[VergiiffeD,] 

Port,  0.,  und  0.  Sohlömileh,  Lehrbuch  der  analytischen  Geo- 
metrie. Zwei  Teile.  Mit  in  den  Test  gedruckten  Holzschnitten, 
gr.  8.     geh.  n.  Jü  9.— 

Einzeln : 
I.  Teil.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  von  0.  Fort,  weil. 
Professor  amKönigl.  Sache.  Polytechniknm  zu  Dresden.  5.  Aufl. 
von  R.  Heger  in  Dresden.  18S3.  [VH!  u.  260  S,]  n.  JC  4.— 
II.  —  Analytische  Geometrie  des  Raumes  von  Dr.  O.  Sohlö- 
mileh, K.  S.  Geheimer  Hat  a.  D,  5.  Aufl.  1886.  [VUI  n. 
304  S,]  n.  Ji  6.— 

Ganter,  Dr,  H.,  Professor  an  der  Kantonsschule  zu  Aarau,  und  Dr. 
F.  Kudio,  Professor  am  Polytechnikum  in  Zürich,  die  Elemente 
der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Zum  Gebrauch  an 
höheren  Lehranstalten  sowie  zum  Selbststudium  dargestellt  und 
mit  zahlreiclien  Übungsbeispielen,  versehen.  [VIII  u.  166  S.] 
1888.     gr.  8.     gell.  n.   A  2.40. 
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